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Prefácio 


Os objetivos principais deste livro permanecem os mesmos da primeira edição: apresentar os concei- 
tos do eletromagnetismo (EM) de forma mais clara e interessante do que outros livros. Alcançamos 
este objetivo das seguintes maneiras: 


A fim de superar eventuais dificuldades no tratamento simultâneo de conceitos de eletromag- 
netismo e de matemática, a análise vetorial é tratada no início do livro e aplicada gradualmen- 
te. Esta abordagem evita a introdução repetida de fundamentos de análise vetorial, o que ge- 
raria uma descontinuidade no desenvolvimento do raciocínio. Os teoremas matemáticos e os 
conceitos físicos são abordados separadamente, facilitando ao aluno a compreensão da gene- 
ralidade de tais teoremas. 


Cada capítulo começa com uma breve introdução, que serve de guia para todo o capítulo e 
que estabelece sua relação com o restante do livro. A introdução auxilia os alunos a perceber 
a relevância do capítulo e sua relação com o capítulo precendente. Os pontos-chave são des- 
tacados para chamar a atenção do leitor, Ao final do capítulo, é apresentado um breve resumo 
dos conceitos principais. 

À fim de assegurar que os alunos compreendam claramente os pontos importantes, os Lermos- 
chave são definidos e destacados. Fórmulas fundamentais recebem uma moldura para facili- 
tar sua Identificação. 

Cada capítulo contém um número razoável de exemplos com solução, Já que os exemplos são 
parte do texto, eles são explicados em detalhe, de modo que, para o leitor, não restem lacunas 
no desenvolvimento da solução. Exemplos minuciosamente resolvidos dão confiança aos alu- 
nos para resolver problemas por si mesmos e para aprender a aplicar conceitos, o que é parte 
integrante do processo educativo em engenharia. Cada exemplo resolvido é seguido de um 
problema na forma de um exercício com resposta, 


Ão final de cada capítulo, há dez questões de revisão objetivas de múltipla escolha, Sabe-se 
que questões com resposta em aberto, apesar de pretender-se que instiguem o raciocínio, são 
ignoradas pela maioria dos alunos. Questões objetivas de revisão, imediatamente seguidas de 
opções de resposta, encorajam os alunos a resolver os problemas, proporcionando-lhes um re- 
torno imediato. 

Grande parte dos problemas propostos é apresentada na mesma ordem que os conceitos 
no corpo do texto. Os problemas de nível de dificuldade intermediária são identificados com 
um único asterisco, Os problemas mais dificeis são identificados com dois asteriscos. O nú- 
mero de problemas apresentado é suficiente para permitir ao professor selecionar alguns co- 
mo exemplo em sala de aula e outros como atividade extra-classe, As respostas dos proble- 
mas ímpares estão no apêndice €. 


Uma vez que a maioria das muitas aplicações práticas envolve campos variáveis no tempo, 
seis capítulos são destinados a tratar desse tipo de campo. Contudo, é dada a devida ênfase 
aos campos eslálicos porque são casos especiais dos campos dinâmicos. Não é mais aceitável 
ignorar a eletrostática porque há indústrias de grande porte, como as de fotocópia e de peri- 
téricos de computadores, que embasam seu funcionamento na compreensão dos fenômenos 
eletrostáticos. 


O último capítulo trata de métodos numéricos com aplicações práticas e com programas de 
computador. Este capítulo é de suma importância porque a maioria das questões práticas só 
podem ser resolvidos com o uso de técnicas numéricas. 


Mais de 130 exemplos ilustrativos e de 400 figuras são apresentados no texto. Algumas infor- 
mações adicionais, como fórmulas e identidades matemáticas básicas, estão incluídas no 
Apêndice. Algumas orientações são dadas em uma nota especial para os estudantes, que su- 
cede este prefácio. 
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E Prefácio 


Nesta edição, foi acrescentado um novo capítulo tratando de tópicos contemporâneos, como mi- 
croondas, interferência e compatibilidade eletromagnética e fibras óticas. Além disso, a linguagem 
Fortran, das edições anteriores, foi convertida para a linguagem Matlab porque verificou-se que os 
alunos têm mais familiaridade com Matlab do que com Fortran. 

Embora este livro tenha sido escrito com a intenção de ser auto-explicativo e útil para um estudo 
autônomo, o contato pessoal, que é sempre necessário no ensino, foi contemplado. A escolha dos tó- 
picos do curso, bem como da ênfase dada aos mesmos, depende da preferência pessoal do professor. 
Por exemplo, o professor que considerar os tópicos dedicados a análise vetorial ou a campos estáti- 
cos muito extensos pode não abordar parte do conteúdo, que, no entanto, pode ser usado pelos estu- 
dantes como material de referência. Dessa forma, uma vez tendo sido trabalhados os Capítulos de 1 
a 5, é possível explorar os Capítulos de 9 a 15. Professores que discordarem da abordagem “partindo 
do cálculo vetorial” podem começar com os Capítulos | e 2 e avançar para o Capítulo 4, fazendo re- 
ferência ao Capítulo 3, quando necessário. Há conteúdo suficiente para um curso de dois semestres. 
Se o livro for adotado em um curso com duração de um semestre, algumas seções podem ser aborda- 
das brevemente ou ainda consignadas como atividades extra-classe. Seções que possam estar nessa 
categoria são marcadas com o sinal de adaga (+). 
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Nota ao estudante 


A Teoria Eletromagnética é normalmente considerada por muitos estudantes como um dos cursos 
mais dificeis no currículo de Física ou de Engenharia Elétrica. Porém, tomando-se algumas precau- 
ções, esta má impressão prova-se equivocada. Pela minha experiência, as seguintes sugestões serão 
úteis para auxiliá-lo(a) a ter o máximo desempenho com o apoio deste livro-texto: 

Dê especial atenção à Parte I, sobre Análise vetorial, a ferramenta matemática para este curso. 
Sem o claro entendimento desta seção, você poderá ter problemas no restante do curso. 

Não tente memorizar muitas fórmulas. Memorize apenas as fundamentais, que vêm, normalmen- 
te, destacadas em uma moldura, e tente deduzir as outras fórmulas a partir dessas. Procure compreen- 
der as relações entre as fórmulas. Evidentemente, não existe uma fórmula geral para resolver todos 
os problemas. Cada fórmula tem algumas limitações em função de seus pressupostos. Atente para es- 
ses pressupostos e aplique-as adequadamente. 

Procure identificar as palavras-chave ou os termos de uma dada definição ou lei. Saber o signifi- 
cado dessas palavras-chave é essencial para a aplicação adequada da definição ou da lei. 

Tente resolver tantos problemas quanto possível. Exercitar é a melhor forma de aprender. A me- 
lhor maneira de compreender as fórmulas e de assimilar o conteúdo é através da resolução de pro- 
blemas. É aconselhável que você resolva, pelo menos, os problemas dos exercícios, que vêm, justa- 
mente, em seguida dos exemplos resolvidos. Faça um esquema do problema antes de tentar resol- 
vê-lo matematicamente. Este esquema não apenas facilita a resolução como também auxilia na 
compreensão do problema porque simplifica e organiza o seu raciocínio. Observe que, a não ser que 
se estabeleça o contrário, todas as distâncias são dadas em metros. Por exemplo, (2, —1, 5) de fato 
significa (2 m, -I m, 5 m). 

Nas guardas do livro, são apresentadas tabelas com uma lista das potências de dez e das letras 
gregas usadas com frequência ao longo do texto. No Apêndice A, apresentam-se fórmulas importan- 
tes em Cálculo, Vetores e Análise Complexa. As respostas dos problemas de números ímpares são 
apresentadas no Apêndice €. 
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PARTE 1 





ANÁLISE VETORIAL 


Capítulo 1 





ÁLGEBRA VETORIAL 


Em uma vida longa, uma coisa eu aprendi: que toda a nossa ciência, comparada com a realidade, é 
8 
primitiva e infantil e, mesmo assim, é o que temos de mais precioso. 
— ALBERT EINSTEIN 


1.1 INTRODUÇÃO 


“1,2 UMA VISÃO 


O Eletromagnetismo (EM) pode ser considerado como o estudo da interação entre cargas elétricas 
em repouso e em movimento. Envolve a análise, a síntese, a Interpretação física e a aplicação de cam- 
pos elétricos e magnéticos. 


O Eletromagnetismo (EM) é um ramo da Física, ou da Engenharia Elétrica, no qual os fenô- 
menos elétricos e magnéticos são estudados, 


Os princípios do EM se aplicam em várias disciplinas afins, tais como: microondas, antenas, má- 
quinas elétricas, comunicações por satélites, bioeletromagnetismo, plasmas, pesquisa nuclear, fibra 
ótica, interferência e compatibilidade eletromagnética, conversão eletromecânica de energia, meteo- 
rologia por radar e sensoreamento remoto”. Em Física Médica, por exemplo, a energia eletromas- 
nética, seja na forma de ondas curtas ou de microondas, é utilizada para aquecer tecidos mais profun- 
dos e para estimular certas respostas fisiológicas, afim de aliviar a dor em determinadas patologias. 
Os campos eletromagnéticos são utilizados em aquecedores indutivos para fundir, forjar, recozer, 
temperar superfícies e para operações de soldagem. Equipamentos para aquecimento de dielétricos 
utilizam ondas curtas para unir e selar lâminas finas de materiais plásticos. A energia eletromagnéti- 
ca possibilita muitas aplicações novas e interessantes em agricultura. É utilizada, por exemplo, para 
alterar o sabor de vegetais, reduzindo sua acidez. 

Os dispositivos do EM incluem: transformadores, relés elétricos, rádio/TV, telefone, motores elé- 
tricos, linhas de transmissão, guias de onda, antenas, fibras óticas, radares e lasers. O projeto desses 
dispositivos requer um profundo conhecimento das leis e dos princípios do eletromagnetismo, 


PRÉVIA DO LIVRO 


O estudo dos fenômenos do eletromagnetismo, feito neste livro, pode ser resumido nas Equações de 
Maxwell: 


V-B=0 (1.2) 


Para numerosas aplicações de eletrostática, consulte J. H. Crowley, Fundementals of Applied Electrosteatics. New York: John Wiley & Sons, 1986, 


* Para outras áreas de aplicações de EM, consulte, por exemplo, D, Teplitz, ed., Electromagnetism: Paths To Rescarch. New York: Plenum Press, 1982, 


Este símbolo indica seções que podem ser suprimidas, expostas brevemente ou propostas como atividades extraclasse, caso se pretenda cobrir todo o texto 


Cm um só semestre. 
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onde V = o vetor operador diferencial; 
| = a densidade de fluxo elétrico; 
= a densidade de fluxo magnético; 
E = a intensidade de campo elétrico; 
H = a intensidade de campo magnético; 
p, = a densidade volumétrica de carga; 
e J = a densidade de corrente. 


Maxwell embasou essas equações em resultados já conhecidos, experimentais e teóricos. Uma olha- 
da rápida nessas equações mostra que devemos operar com grandezas vetoriais. Consequentemente, 
é lógico que dediquemos algum tempo na Parte I para examinar as ferramentas matemáticas reque- 
ridas para esse curso, As derivações das equações (1.1) a (1.4), para condições invariantes no tempo, 
e o significado físico das grandezas D, B, E, H, J e p, serão objeto de nosso estudo nas partes IL e III. 
Na parte IV reexaminaremos as equações para o regime de variação temporal e as aplicaremos em 
nosso estudo de dispositivos do EM encontrados na prática. 


1.3 ESCALARES E VETORES 


A análise vetorial é uma ferramenta matemática pela qual os conceitos do eletromagnetismo (EM) 
são mais convenientemente expressos e melhor compreendidos. Precisamos, primeiramente, apren- 
der suas regras e técnicas antes de aplicá-las com segurança. Já que muitos estudantes fazem esse 
curso tendo pequena familiaridade com os conceitos de análise vetorial, uma considerável atenção é 
dada a essa análise neste é nos próximos dois capítulos.” Este capítulo introduz os conceitos básicos 
de álgebra vetorial, considerando apenas coordenadas cartesianas. O capítulo seguinte parte daí e es- 
tende esse estudo para outros sistemas de coordenadas. 
Uma grandeza pode ser um escalar ou um vetor, 


Um escalar é uma grandeza que só tem magnitude. 


Grandezas como tempo, massa, distância, temperatura, entropia, potencial elétrico e população são 
escalares. 


Um vetor é uma grandeza que tem magnitude e orientação. 


Grandezas vetoriais incluem velocidade, força, deslocamento € intensidade de campo elétrico. Uma 
outra categoria de grandezas físicas é denominada de tensores, dos quais os escalares e os vetores são 
casos particulares. Na maior parte do tempo, estaremos trabalhando com escalares e vetores.” 

Para fazer distinção entre um escalar e um vetor, convenciona-se representar um vetor por uma 
letra com uma llecha sobre ela, tais como Ae B, ou por uma letra em negrito, tais como A e B. Um 
escalar é simplesmente representado por uma letra, por exemplo: 4, B, U e V 

A teoria do EM é essencialmente um estudo de campos particulares, 


Um campo é uma função que especifica uma grandeza particular em qualquer ponto de uma 
região. 


* Oleitor que não sinta necessidade de revisão de álgebra vetorial pode seguir para o próximo capítulo. 
* Para um estudo inicial sobre tensores, consulte, por exemplo, A. 1, Borisenko e 1. E, Tarapor, Vector and Tensor Analysis with Application. Englewood Clifis, 
NJ: Prentice-Hall, 1968. 
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Se a grandeza é um escalar (ou um vetor), o campo é dito um campo escalar (ou vetorial). Exemplos 
de campos escalares são: a distribuição de temperatura em um edifício, a intensidade de som em um 
teatro, o potencial elétrico em uma região e o índice de refração em um meio estratificado. A força 
gravitacional sobre um corpo no espaço e a velocidade das gotas de chuva na atmosfera são exem- 
plos de campos vetoriais. 


1.4 VETOR UNITÁRIO 


Um vetor A tem magnitude e orientação. A magnitude de A é um escalar escrito como A ou /A|. Um 
vetor unitário a, ao longo de À é definido como um vetor cuja magnitude é a unidade (isto é, |) ca 
orientação é ao longo de A, isto é: 





(1.5) 
Observe que |a,| = 1. Dessa forma, podemos escrever À como 
A = Aa (1,6) 
o que especifica completamente A em termos de sua magnitude A e sua orientação a. 
Um vetor A, em coordenadas cartesianas (ou retangulares), pode ser representado como 
(A, As, À.) ou Aa + Aa, + Aa. (1.7) 


onde A,, 4, e A são denominadas as componentes de A, respectivamente nas direções x, ye z;a, a, 
e a. são, respectivamente, os vetores unitários nas direções x, y e z. Por exemplo, a, é um vetor adi- 
mensional de magnitude um na direção e sentido positivo do eixo dos x. Os vetores unitários a, à, € 
a, estão representados na Figura 1.1(a), e as componentes de A, ao longo dos eixos coordenados, es- 


tão mostradas na Figura 1,1(b). A magnitude do vetor A é dada por: 


(1.8) 





e o vetor unitário ao longo de A é dado por: 


Aa, + Aa, + Aa. 


2 == SD 
VMA FAT A, 


(1.9) 





ta) th) 


Figura 1.1 (a) Vetores unitários a. a e a: (b) componentes de A ao longo dea a ca. 
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“1.5 SOMA E SUBTRAÇÃO DE VETORES 


Dois vetores À e B podem ser somados para resultar em um outro vetor €, isto é: 
C=A+B (1,10) 


A soma de vetores é feita componente a componente. Dessa forma, se À = (A,A,A)JeB =(B, B, 
B), 


C=(A,+Bja, + (A, + Bja, + (A, + Ba, (1.11) 
A subtração de vetores é feita de modo similar: 


D=A-B=A+(—B) HE 
sé (A, E Boa, E (A, Ce Ba, a (A. ço B.)a. fidio. 
Graficamente, a soma e a subtração de vetores são obtidas tanto pela regra do paralelogramo quanto 
pela regra do “início de um — final de outro”, como ilustrado nas Figuras 1,2 e 1.3, respectivamente. 
As três propriedades básicas da álgebra que são satisfeitas por quaisquer vetores dados A, Be €, 


estão resumidas na tabela a seguir: 


Propriedade Soma Multiplicação 


Comutativa ArB=B+A KA = Ak 
Associativa Ar(B+C=(A+B)+C M£A)= (KA 
Distributiva kiA + Bj= kA + EB 


onde k e ! são escalares. A multiplicação de um vetor por outro vetor será discutida na Seção 1.7. 


7 17 


(a) (b) 


Figura 1.2 Soma de vetores C = A + B: (a) regra do paralelogramo; (b) regra do “início de um-linal de outro”, 


Figura 1.3 Subtração de vetores D = A - B: (a) regra 


B 
do paralelogramo; (b) regra do “início de um-final de 
D o 
A A outro . 
-B B 


(a) Cb) 
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1.6 VETOR POSIÇÃO E VETOR DISTÂNCIA 


Um ponto É em um sistema de coordenadas cartesiano, pode ser representado por (x, y, 2). 


O vetor posição r, (ou raio vetor) de um ponto P é um vetor que começa na origem O do sis- 
tema de coordenadas e termina no ponto P, isto é: 


rp=OP=xa+oya,+ za. (1.13) 


O vetor posição do ponto P é útil para definir sua posição no espaço. O ponto (3, 4, 5), por exemplo, 
e seu vetor posição 3a, + 4a, + 5a, são mostrados na Figura 1.4. 


O vetor distância é o deslocamento de um ponto a outro. 


Se dois pontos, P e Q, são dados por (X,, Xp; Zp) € (Xp Yo» Zo), O vetor distância (ou O vetor sepa- 
ração) é o deslocamento de P a Q, como mostrado na Figura 1.5, isto é: 


Fpg = Fo = Pp 


(xo — xpJa, + (o — Velas + (zo — ZpJa. (1.14) 


II 


A diferença entre um ponto P e um vetor A deve ser ressaltada. Embora tanto P quanto A possam 
ser representados da mesma maneira como (x, y, 2) € (A, A, A.), respectivamente, o ponto P não é 
um vetor; somente seu vetor posição r, é um vetor. Entretanto, o vetor A pode depender do ponto P 
Por exemplo, se À = 2xya +y 'a, -xcaePé(2,- 1,4), então À em P deveria ser— da, + a,— 32a.. 
Um campo vetorial é dito constante ou uniforme se não depende das variáveis de espaço x, ye - Por 
exemplo, o vetor B = 3a, — 2a, + 10a, é um vetor uniforme, enquanto que o vetor A = 2xya, + y 'a, 
= X& “a. é não uniforme, porque Bé é o mesmo em qualquer ponto, enquanto À varia ponto a ponto. 


Figura 1.4 Representação gráfica do vetor posição 
r=3a+da +õa. 





Pp igura 1,5 Vetor distância Fpp 


FrQ 


o ro 
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EXEMPLO 1.1 Se À = 0a, -da, É 6a. e B ” 2a + a, Gaee tail (a) a componente de A ao longo de a,: (b) a mag- 
nitude de 3A — B; (c) um vetor unitário ao longo de A + 2B. 
Solução: 


(a) a componente de À ao longo de a É A, = — 4. 
(Db) 34 — B = 3(10, — 4,0) — (2, 1,0) 

= (00 EE 18) — (4, 1,0) 

= (28, — 13,18) 


Portanto, 





3A — B|= V28º + (—13/ + (18/ = V1277 
= 35,74 


(c) Seja C=A+2B=(10,—-4,6) + (4,20) = (14,— 2,6). 
Um vetor unitário ao longo de C é 


Co (14, — 2,6) 
If +(-2/ + 6 





ou 
a. = 0,9113a, — 0,1302a, + 0,3906a. 


Observe que |a,.| = 1, como esperado. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 1.1 


Dados os vetores À = a, + 3a,e B = 5a, + 2a, — 6a,, determine: 
(a) |A+B 
(b) 5A — B; 

(c) a componente de A ao longo de a, 
(d) um vetor unitário paralelo a 3A + B. 





al 
a 


Resposta: (a) 7, (b) (0, — 2,21), (c) 0, (d) +(0,9117, 0,2279, 0,3419), 


EXEMPLO 1.2 Os pontos P e Q estão localizados em (0, 2, 9) e (— 3, 1.5). Calcule: 
(a) o vetor posição P; 
(b) o vetor distância de Paté O; 
(c) a distância entre Pe O; 
(dj) um vetor paralelo a PÔ com magnitude 10. 
Solução: 
(a) r,= 0a +2a, +4a, = 2a +4da, 


(6) Fa = Ear Tp (3, 5) AU A) = (= 3;=|, DOUr=-58,-A,+4, 


(c) já que Fo é o vetor distância de P até Q, a distância entre P e Q é a magnitude desse vetor, isto é: 
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d=lrrol=V9+1+1=3317 


Alternativamente: 


q Ng x +00) + (zo — zp) 
=vot+1+1=3,3]7 


(d) Seja o vetor requerido A, então: 
A = Aa, 


onde A = 10 é a magnitude de A. Já que A é paralelo a PQ, o vetor unitário deve ser o mesmo de Trop 
ou Fop- Portanto, 





OD (90154, = 3054/4305 
3,317 E: +( * a, , 4, a à) 


A = + 
EXERCÍCIO PRÁTICO 1.2 


Dados os pontos P(1, — 3, 5), O(2, 4, 6) e R(0, 3, 8), determine: (a) os vetores posição 
de Pe R, (b) o vetor distância rop, (c) a distância entre Q e R. o 


Resposta: (aja, — 3a, + 5a,,3a, + 3a, (b) — 2a,— a, + 2a.. 
Um rio, no qual um barco navega com sua proa apontada na direção do [luxo da água, corre com 
orientação sudeste a 10 km/h. Um homem caminha sobre o convés a 2 km/h, do lado esquerdo para 


0 lado direito do barco, em direção perpendicular ao seu movimento. Determine a velocidade do ho- 
mem em relação à terra. 


Figura 1.6 Referente ao Exemplo 1.3, 
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Solução: 
Considere a Figura 1.6 como ilustração do problema. À velocidade do barco é: 


u, = IO(cos 45º a, — send5“a,) 
= 1O7la, — 7,07la, km/h 


A velocidade do homem em relação ao barco (velocidade relativa) é: 


Uy — 2(— Cos 45º da, — Sem 45º a,) 
= —1,414a, — 1,414a, km/h 


Dessa forma, a velocidade absoluta do homem é: 


Up > Um + Up = 5,657, na 3.485a, 
ju,o| = 10,2/=56.3º 


isto é, 10,2 km/h a 56,3” do leste para o sul. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 1.3 
Um avião tem uma velocidade em relação ao solo de 350 km/h exatamente na dire- 
ção oeste. Se houver vento soprando na direção nordeste com velocidade de 40 km/h, 


calcule a velocidade real do avião no ar e a orientação em que ele se desloca. 


Resposta: 379,3 km/h; 4,275º do oeste para o norte. 


1.7 MULTIPLICAÇÃO VETORIAL 


Quando dois vetores, A e B, são multiplicados entre si, o resultado tanto pode ser um escalar quanto 
um vetor, dependendo de como eles são multiplicados. Dessa forma, existem dois tipos de multipli- 
cação vetorial: 


É. produto escalar (ou ponto): A - B 
2. produto vetorial (ou cruzado): A x B 


A multiplicação de três vetores A, Be €, entre si, pode resultar em: 
3. um produto escalar triplo: A «(B x C) 
ou 


4. um produto vetorial triplo: À X (B x €) 


A. Produto ponto 


O produto ponto de dois vetores A e B, escrito como A - B, é definido, geometricamente, co- 
mo o produto das magnitudes de A e B e do cosseno do ângulo entre eles. 


Assim, 





AB = ABcos ln (1.15) 
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onde 8, é o menor ângulo entre A e B. O resultado de A - B é denominado de produto escalar, por- 
que é um escalar, ou de produto ponto, devido ao ponto — sinal que identifica a operação. Se A = (A, 
A,AJeB = (B,6B, B.), então 


A-B=AB,+AB,+ASB. (1.16) 





que é obtido multiplicando-se A e B, componente a componente, Dois vetores, À e B, são ditos or- 
togonais (ou perpendiculares), um em relação ao outro, se À - B = 0. 
Observe que o produto ponto satisfaz as seguintes propriedades: 


(1) Propriedade comutativa: 


A-B-B-A EA 

(ii) Propriedade distributiva: 
A-(B+C)-A-B+HA-C (1.18) 
AcA=|A|*=A (1.19) 

(iii) 
Observe também que: 

RED Sa RE PO VER O, (1.20) 
'a=,:9,=4,:9, =] (1.20b) 


É fácil provar as identidades nas equações (1.17) a (1.20) aplicando a equação (1.15) ou (1,16). 


B. Produto cruzado 
O produto cruzado de dois vetores, A e B, escrito como A X B, é uma quantidade vetorial 
cuja magnitude é a área do paralelogramo formado por A e B (ver Figura 1.7) e cuja orienta- 


ção é dada pelo avanço de um parafuso de rosca direita à medida que A gira em direção a B. 


Assim, 





(1.21) 


onde a, é um vetor unitário normal ao plano que contém A e B. A orientação de a, é tomada como a 
orientação do polegar da mão direita quando os dedos da mão direita giram de À até B, como mostra- 
do na Figura 1.8(a). Alternativamente, a orientação de a, é tomada como a orientação do avanço de um 
parafuso de rosca direita à medida que A gira em direção a B, como mostrado na Figura 1.8(b). 

A multiplicação vetorial da equação (1.21) é denominada produto cruzado devido à cruz — sinal 
que identifica a operação. É também denominada produto vetorial porque o resultado é um vetor. Se 
A=(A,A,AJeB = (B,B, 6), então 


(1.22a) 





= (AB. -— A.B)a, + (A,B, — A Ba, + (AB, — ABja. (1.22b) 


a qual é obtida “cruzando” os termos em permutação cíclica. Daí o nome de produto cruzado. 
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A 


Figura 1.7 O produto de A por B é um vetor com magnitude igual à área de um paralelogramo e cuja orienta- 
ção é a indicada. 


AXB AXB 





(a) (b) 


Figura 1.5 Orientação de A x Be a usando: (a) regra da mão direita; (b) regra do parafuso de rosca direita. 


Observe que o produto cruzado tem as seguintes propriedades básicas: 


(1) Não é comutativo: 


AXBSBXA (1.23a) 
É anticomutativo: 
AxXxB=-BXA (1.23b) 
(11) Não é associativo: 
AX(BXC)+H(AXB)xC (1.24) 
(iii) É distributivo: 
AX(B+CO=AXB+AXC (1.25) 
(iv) 
AXA=0 (1.26) 
Também observe que 
aXa,=a. 
a Xa.=a, (1.27) 


a.Xa=a, 
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de 
A, a. 
ER a 
dr 
ta) Cb) 


Figura 1.9 Produto cruzado utilizando permutação cíclica: (a) no sentido horário, para resultados positivos: (b) 
no sentido anti-horário, para resultados negativos. 


que são obtidas por permutação cíclica e estão representadas na Figura 1.9. As identidades nas equa- 
ções (1.25) a (1.27) são facilmente verificadas aplicando a equação (1.21) ou (1.22). Deve ser obser- 
vado que, ao obter a,, usamos a regra da mão direita, ou do parafuso de rosca direita, porque quere- 
mos ser consistentes com nosso sistema de coordenadas representado na Figura 1.1 que é dextrógi- 
ro. Um sistema de coordenadas dextrógiro é aquele em que a regra da mão direita é satisfeita. Isto é, 
axa = a é obedecida. Em um sistema levógiro, seguimos a regra da mão esquerda, ou a regra do 
parafuso de rosca esquerda, ca, X a, =—a, é satisfeita, Ao longo desse livro, consideraremos siste- 
mas de coordenadas dextrógiros. 

Da mesma forma que a multiplicação de dois vetores nos dá um resultado escalar ou vetorial, a 
multiplicação de três vetores, A, Be €, nos dá um resultado escalar ou vetorial, dependendo de co- 
mo os vetores são multiplicados. Dessa forma, temos um produto escalar ou vetorial triplo. 


C. Produto escalar triplo 


Dados três vetores, A, Be €, definimos o produto escalar triplo como 


(1.28) 





obtido em permutação cíclica. Se A = (A, A, A), B=(B,B.B)ceC=(€,C,.C.), então A - (B 
* C)é o volume de um paralelepípedo tendo A, Be € como arestas, Esse volume é facilmente ob- 
tido encontrando o determinante de uma matriz 3 X 3, formada por A, Be €, isto é: 


Ac Ay À, 
A(BXC)=|B, B, B, (1.29) 
GC C, C. 


Já que o resultado dessa multiplicação vetorial é um escalar, a equação (1.28) ou (1.29) é denomina- 
da de produto escalar triplo. 


D. Produto vetorial triplo 


Para os vetores A, Be €, definimos produto vetorial triplo como 


AXxX(B x C)=B(A-C)-—C(A-B) (1.30) 





obtido usando a regra “bac — cab”. Deve ser observado que: 


(A-BJC + A(B-C) (1.31) 
mas 


(A - BJC = CIA - B). (1.32) 


30 | BM Elementos de Eletromagnetismo 


1.8 COMPONENTES DE UM VETOR 


EXEMPLO 1.4 


Uma aplicação direta do produto vetorial é seu uso para determinar a projeção (ou a componente) de 
um vetor em uma dada direção. A projeção pode ser escalar ou vetorial. Dado um vetor A, definimos 
a componente escalar A, de A ao longo do vetor B como [veja Figura 1.10(a)] 


Ap = ÁCOS dB = A] dp | COS 04B 
OU 


Ap = À ap (1.33) 


A componente vetorial A, de À ao longo de B é simplesmente a componente escalar na equação 
(1.33) multiplicada por um vetor unitário ao longo de B, isto é: 


An = Apap = (À - apjap (1.34) 


Tanto a componente escalar quanto a vetorial de A estão representadas na Figura 1.10. Observe, na 
Figura 1.10(b), que o vetor pode ser decomposto em duas componentes ortogonais: uma componen- 
te A, paralela a B e a outra (A — A,) perpendicular a B. De fato, nossa representação cartesiana de 
um vetor consiste, essencialmente, em decompô-lo em suas lrês componentes mutuamente ortogo- 
nais, como mostrado na Figura 1.10(b). 

Consideramos até aqui a soma, a subtração e a multiplicação de vetores. Entretanto, a divisão de 
vetores A/B não foi considerada porque é indefinida, exceto quando os vetores são paralelos entre si, 
tal que A = kB, onde k é uma constante. À diferenciação e a integração de vetores será tratada no Ca- 
pítulo 3. 





Ag 





(ab tb) 


Figura 1.10 Componentes de A ao longo de B: (a) componente escalar A,: (b) componente vetorial A ,. 


Dados os vetores À = 3a + 4a +a e B = 2a — 5a, determine o ângulo entre A e B. 


Solução: 
O ângulo 8 ,, pode ser determinado usando ou o produto ponto ou o produto cruzado. 


=0+8-5=3 
Al=VI+4S2+ 1 =26 
VE +2+(-5) = 429 
a a =» 
ABI voo 


Gap = cos ! 0,1092 = 83,73º 


= 
| 


EXEMPLO 1.5 


Álgebra Vetorial E 


Alternativamente: 
a a, a. 
AxB=|35 4 | 
O 2 =—5 
= (—-20 — 2)a, + (0 + 15)a, + (6 — O)a. 
= (—22,15,6) 
AxB|=V(-22)+ 152 + 6 = 745 
AXB|  V745 





= (1,994 


sen d,p = = 
Co |AIB|  vQoQ) 


B4p = cos ! 0,994 = 83,73º 


EXERCÍCIO PRÁTICO 1.4 


ScA=a,+3a, cB=5a, +2a, —6a., determine 8,p. 


Resposta: 120,6º. 


Três campos vetoriais são dados por: 
E=0 0, 
Q=-22,-a, + 2a, 


R=2a,—3a,+a, 


Determine: 

(a) (P + Q) x (P-Q); 

(b) Q-RXP; 

(c) P-QxR; 

(d) sen Og; 

(e) PX(QxR); 

(1) um vetor unitário perpendicular a Q e a R, simultaneamente; 


(2) a componente de P ao longo de Q. 
Solução: 
(a) P+OxXP-Q=Px(P-Q+Qx(P-Q) 


=PxP-PxQ+QxP-QxQ 
=0+0xP+QxP-Q 


=20xP 
q, q, a. 
=22 —l 2 
2 qu =] 


=2l-Oataid+2a, + HO + 2ja. 
= Za, + I2a, + da. 


51 


32 MB Elementos de Eletromagnetismo 


(b) O único modo em que Q- R X P faz sentido é: 


a: a a 
DR SP=s Chop =3 | 
2 =] 


=(2-—-1,2-(3,4,6) 
=6-—-4+1I2=lI4. 


Alternativamente: 
4 =] 2 
O-(RxP)=|2 —3 | 
|2 O =] 


Para encontrar o determinante da matriz 3 X 3, repetimos as duas primeiras linhas e multiplicamos 
cruzadamente. Quando a multiplicação cruzada for da direita para a esquerda, o resultado deve ser 
multiplicado por — 1, como mostrado abaixo, Essa técnica de encontrar o determinante se aplica so- 
mente em matrizes 3 X 3, Dessa maneira, 


II 


Q-(R xP) 





I4 


como obtido anteriormente. 
(c) Da equação (1.28) 
P-(QxR)=Q-(RXxP)=Id4 





OU 
P-(QxR)=(2,0,—1):(5.2,—4) 
=10+0+4 
= 14 
(d) o O xR| (5, 2, —4)| 
Se e rr PE 
e QIR| (2, = L, BIZ, ape 1) 
= Vas = vs = (1,5976 
3M Id vid 
(e) PAX XR=(20,-1)X (0,2 —4) 
= (2,5,4) 


Alternativamente, usando a regra “bac — cab”: 
Px(QxR)=QP-R)-— R(P-Q) 
= -L,244+Hy—-Db-E- A+ 0-2) 
= (2,3,4) 
() Um vetor unitário perpendicular a Q e a R, simultancamente, é dado por: 
EONR O 2624) 
QxRI Vas 


EXEMPLO 1.6 


Álgebra Vetorial E 


Observe que jaj= 1,a + Q = 0 = a + R. Qualquer uma dessas relações pode ser usada para 


conferir o valor de a. 
(2) A componente de P ao longo de Q é: 


Po = P| COS Opção 
| (P-DQ 
= (Pe agao= >= 
(Ed É, Q/ 
4 + O— 2, qu 2) 
(A+ 1 + 4) 
= 0,444da, — 0,2222a, + 0,4444a.. 


2, — 
= (2, =1,2) 


EXERCÍCIO PRÁTICO 1.5 


Sejam E = 3a, + da. e F = da, — 10a, + 5a.. Determine: 


(a) a componente de É ao longo de F; 
(b) o vetor unitário ortogonal a E e F, simultancamente. 


Resposta: (a) (—0,2837, 0,7092, —0,3546), (b) +(0,9398, 0,2734, 


Obtenha a fórmula dos cossenos, 


4 ”y “4 
q =b +c-—2becosAÃ 
e a fórmula dos senos, 


senA senB send 
é b Ú 











usando, respectivamente, o produto ponto e o produto cruzado, 


Solução: 


=(1,205). 


Considere um triângulo, como mostrado na Figura 1.11. Da figura, observamos que 


a+b+c=0 
Isto É, 
b + e=—a 


Portanto, 


E 
| 


“"=aa=(b+te(b+c) 
=b-btc-c+2b:c 


cC=b+c-IbecosA 


onde A é o ângulo entre be c. 


A área de um triângulo é metade do produto entre sua altura e sua base. Portanto; 


l | ] 
-axb|=|-=bxXe| = [Ge x 
5a b| ID C| Ie a| 


absen UC = besenÃ = casenbB 
Dividindo por abc, obtém-se: 


senA senB sent 
a b c 
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Figura 1.11 Referente ao Exemplo 1.6. 





EXERCÍCIO PRÁTICO 1.6 


Demonstre que os vetores a = (4,0,- D,b = (1,3,4)ec = (—5,-—3,- 3) formam 
os lados de um triângulo. Esse é um triângulo retângulo! Calcule a área desse triângulo, 


Resposta: Sim; 0,5. 


Demonstre que os pontos P,(5, 2, — 4), PX1,1,2)e P(-3,0,8) estão todos sobre uma linha reta. De- 
EXEMPLO 1.7 | Ra mp Sa 
termine qual a menor distância entre essa linha e o ponto P (3, — 1, 0). 


Solução: 
O vetor distância rp », é dado por: 


Ep,P, = Ep, e Ep, = (1, 1, 2) Eca (5, 2, —4) 
= (-4,-1,6) 
De maneira similar, 


Fem = To; Ip (2,0,6)— Oo —4) 


= (—8, 2, 12) 
Ep — To, E, = AU) aa, —S) 
a dd, a. 
Fp,P, x Fpp, =|-d —| Ó 
estu ami 
= (0, 0,0) 


mostrando que o ângulo entre rp p rp 
a mesma linha reta, 

Alternativamente, a equação vetorial da linha reta é facilmente determinada a partir da Figura 
112 a). Para qualquer ponto P sobre a linha que une P, e P., 


p, é zero (sen O = 0). Isso implica que P,, P; e P, estão sobre 


Fpp = App, 


onde À é uma constante. Portanto, o vetor posição r, do ponto P deve satisfazer 


Ip” Ep, Mp, = Fp) 
IStO É, 


Ep = Fp, + Mp, o rp) 
(5,2, -—4) — M4,1,-6) 
cp=(5—-4h2—-h-4+6A) 
Essa é a equação vetorial da linha reta que une P,e P,. Se P, está sobre essa linha, o vetor posição de 
P, deve satisfazer essa equação; r, satisfaz essa equação quando À = 2, 


Álgebra Vetorial E 35 








(a) tb) 


Figura 1.12 Referente ao Exemplo 1.7, 


A menor distância entre a linha é o ponto P,(3, - 1, 0) é a distância perpendicular do ponto até a 
linha, Da Figura 1.12(b) é evidente que: 


d 


Fr, senB = Epp, X Ap,p.| 
(—2,-3,4) x (-4,-1,6)| 
(—4, —1, 6) 


v3i2 


= = 2,426 
V'53 
Qualquer ponto sobre a linha pode ser usado como ponto de referência. Dessa forma, em vez de usar 
P, como ponto de referência, poderíamos usar P, tal que: 








d=|rpp|send' =|rpp,X app | 


EXERCÍCIO PRÁTICO 1.7 


Se P, é(1,2,-3)e P, é(-4,0, 5), determine: 

(a) a distância P,P,; 

(b) a equação vetorial da linha P, P,; 

(c) a menor distância entre a linha P, P,e o ponto P, (7, 1,2); 


Resposta: (a) 9,644: (b) (1 — 5hJja, + 21 — A) a, + (8h — 3) a; (c) 8,2. 


RESUMO 1. Um campo é uma função que especifica uma quantidade no espaço. Por exemplo, A(x, y, 2) é um 
| campo vetorial, enquanto que Ví(x, w, 7) é um campo escalar. 

2. Um vetor À é univocamente especificado pela sua magnitude e por um vetor unitário ao longo 
de sua orientação, isto é, À = Aa,. 

3. A multiplicação entre dois vetores A e B resulta em um escalar À - B = AB cos 8,, ou em um 
vetor À x B = AB sen 8,,4,. À multiplicação entre três vetores A, Be € resulta em um escalar 
A-(B x C)ouemum vetor A x (Bx C). 

4. A projeção escalar (ou componente) de um vetor A sobre B é A, = A * a,, enquanto que a pro- 
jeção vetorial de A sobre Bé A, = A,ã,. 
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QUESTÕES DE REVISÃO 


1.1 Identihque qual das seguintes grandezas não é um vetor: (a) força, (b) momentum, (Cc) aceleração, 
(d) trabalho, (c) peso. 


1.2 Qual das seguintes situações não representa um campo escalar? 
(a) Deslocamento de um mosquito no espaço. 
(b) A luminosidade em uma sala de estar. 
(c) A distribuição de temperatura em uma sala de aula, 
(d) A pressão atmosférica em uma dada região. 
(e) A umidade do ar em uma cidade. 


1.3 Os sistemas de coordenadas retangulares, representados na Figura 1.13, são dextrógiros, com ex- 
ceção de: 


x x 
t t 
| | 
| x 
| E gd 
| 
f o é fo 
Y 
| 
| 


ta 


É (a) í (b) tc) 
À EE | ) Çá 
/| di 
E e E Naga 
x 
(a) (e) (f) 


Figura 1.13 Referente à questão de revisão 1,3. 


14 Qual das expressões abaixo não está correta? 


(a) AX A=I|A// 
(b) AxXB+BXA=O 
()AB-C=B-:C-A 
(d)açca,=a, 
(e) a,=a -—a, 

onde a, é um vetor unitário, 


1.5 Qual das seguintes identidades não é válida? 


(a) a(b + c) = ab + he 
(bax(b+cog)=axb+HraxXxe 
(cjarb=b-a 

(de(ax bj=-b-(aXc) 
(e) a, * ag = cos Oup 


1.6 Quais das seguintes afirmações não têm significado? 


(a) A-B+2A=0 
(b) A-B+S=2A 


PROBLEMAS l 


1.7 


1.8 


1.9 


1.10 
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(c) A(A + B)+2=0 
(MM A-A+rB-B=0 


SejamF=2a-6a + I0a eG=a+Ga +5a.SeFeG temo mesmo vetor unitário, G é: 


(a) 6 (0) 0 
(b) —3 (d) - 6 


Dado que A=a+oa +a cB=aa +a +a,se À e B são perpendiculares entre si, o é igual a: 


(a) —2 (d) 1 
(b) — 1/2 ley 2 
(c) O 


A componente de 6a, + 2a, — 3a, ao longo de 3a — da, é: 


(a) — I2a, — 9a, — da; 
(b) 30a, — 40a, 

(c) 10/7 

(d) 2 

(e) 10 


Dado À = — 6a +3a, + 2a, a projeção de A ao longo de a é igual a: 


bj 
a 


(a) 2 
(b) —4 
o 3 
(d) 7 
(e) 12 


Respostas: |ld; 1.2a; 1.3b,e; 1.4b; 1.5a; 1.6b,c; 1.7b; 1.8b; 1,9d; 1.10e. 


1.1 


1.2 


Determine o vetor unitário ao longo da linha que une o ponto (2, 4, 4) ao ponto (— 3, 2,2). 


Sejam À = 2a,+5a,-3a,.B=3a -da, cC=a +a +a. (a) Determine À + 2B. (b) Calcule 
IA -5C| (c) Para quais valores de k é |KB | = 2º (d) Determine (A x BIA - B). 





1.3 Se 
A = 2a ta; 3a, 
B=a,—a, 
C=3a,+5a, + Ta; 
determine: 


(a) A-2B+C 
(b) C-—d4(A + B) 
2A — 3B 

IC] 
(d) A-C-— |B/ 
(e) 5B x (GA +40) 


(c) 
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14 


1.5 


1.6 


1.7 


1.8 


1.9 


1.10 


1.1 


1.12 


Se os vetores posição dos pontos Te $ são 3a, -2a +a eda +6a + 2a, respectivamente, deter- 
mine: (a) as coordenadas de Te 5: (b) o vetor distância de TFaté S: (c) a distância entre Te 5. 


Se 


A=5Sa,+3a, + 2a. 
B=-a, + da, + 6a. 
C = a, + 2a, 


determine os valores dea e É, tais que «A + BB + € seja paralelo ao eixo y. 


Dados os vetores 
A= qa, +a,+ da, 
B = 3a, + Ba, — 6a. 
= 5d,—2a,+ Ya. 


determine x, 8 cy. tais que os vetores sejam mutuamente ortogonais. 


(a) Demonstre que 


(A-BY + (AX BJ = (ABY 


(b) Demonstre que 
a, * a. a. X a, a, a, 


ED E d. — 


+ 
ata X a. 


Dado que 
E=da dA 
Q = da, + 3a, + 2a. 
C=-a,+a,+ 2a, 


determine: (a) P+Q-R|;: (bDP-QxR: (0)QxP-R: (D)(PxQ)-(QxR); 
(e)(P x Q) x (Q x Rj: (1) cos pp: (£) sen Oppo. 


Dados os vetores T= 2a -6a +3a. eS=a +2a +a., determine: (a) a projeção escalar de T so- 
bre 8: (b) o vetor projeção de 5 sobre "TF; (c) o menor ângulo entre Te 5. 


SeA=-a+6a +5a,cB=a +2a + 3a, determine: (a) a projeção escalar de À sobre B; (b) o 
vetor projeção de B sobre A; (c) o vetor unitário perpendicular ao plano contendo A e B. 


Calcule os ângulos que o vetor H = 3a, + 5a, — 8a. faz com os eixos x, ye 7. 
Determine o produto escalar triplo de P,Q e R dado que 


P=2a,—a+a, 


Q da, NT a + a. 


R = 2a, + 3a. 


1.13 


“LIS 


*1.19 


1.20 
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Simplifique as seguintes expressões: 


(a) AX (A x B) 
(b) AXI[AXI(A XxX B) 


Demonstre que os sinais de ponto e de vezes podem ser intercambiados no produto escalar triplo, 
istoé, A-(Bx C)=(AXB)-C. 


Os pontos P (1, 2,3), P(-5,2.0)e P (2. 7.- 3) formam, no espaço, um triângulo. Calcule a área 
do triângulo. 


Os vértices de um triângulo estão localizados em (4, 1,-3),(-2,5, 4) e (0, 1,6). Determine os três 
ângulos desse triângulo. 


Os pontos P, O e R estão localizados em (= 1,4,8),(2,- 1,3) e (= 1,2,3), respectivamente. De- 
termine: (a) a distância entre P e O: (b) o vetor distância de P até R; (c) o ângulo entre OP e OR; 
(d) a área do triângulo POR; (e) o perímetro do triângulo POR. 


Se ré o vetor posição do ponto (x, v, 2) c À é um vetor constante, demonstre que: 
(a) (r- A): A = Qéa equação de um plano constante. 
(b) (r- A): r = Oéa equação de uma esfera, 


(c) Demonstre, também, que o resultado da parte (a) é da forma Ax + By + Cz+ D = 0, onde 
RE 2 MRE 
=-— (A, +B,+C,), e que o resultado da parte (b) é da forma x” + y +27 =F. 


(a) Prove que P= cosfa +senba e Q = cos2,a + sen É,a são vetores unitários no plano xy 
fazendo, respectivamente, ângulos é, e é, com o eixo dos x. 

(b) Usando o produto ponto, obtenha a fórmula para cos(8, — 8). De maneira similar, obtenha a 
tórmula para cos(0, + 8,). : 

(c) Se 9 é o ângulo entre P e Q, determine 1 — Ql em função de 8. 


Considere um corpo rígido girando, com uma velocidade angular constante de « radianos por se- 
gundo, em torno de um eixo fixo que passa pela origem, como mostrado na Figura 1.14. Seja r o 
vetor distância de O até P (ponto no interior do corpo). A velocidade u do corpo em P é dada por 
jul= do =|risenôjwlouu = «w X rr. Se o corpo rígido gira a uma velocidade de 3 radianos por 
segundo em torno de um eixo paralelo a a — 2a, + 2a., passando pelo ponto (2, — 3, 1), determine 
a velocidade do corpo em (1, 3, 4). 


Figura 1.14 Referente ao Problema 1.20. 


* a di a sa 
Um asterisco indica problemas de dificuldade média. 
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1.21 Dado À = xya, - Yza, + veta, determine: 
(a) a magnitude de A no ponto F(2, —1, 3); 


(b) o vetor distância de Talté 5, caso S esteja a 5,6 unidades de distância afastado de Te com a 
mesma orientação de A em F; 


(c) o vetor posição de 5. 


1.22 Ec F são campos vetoriais dados por E = 2xa + a, + yza.c F = xyax -y'a, + xyza.. Determine: 
(a) |Ejem (1,2,3): 
(b) a componente de E ao longo de F em (1, 2, 3): 
(c) um vetor perpendicular tanto a E quanto a F em (0, 1, — 3), cuja magnitude seja um. 


Capítulo 





SISTEMAS E TRANSFORMAÇÃO DE 
COORDENADAS 


A educação torna fácil liderar um povo, mas difícil manobrá-lo; fácil governá-lo, mas impossível 
escravizá-lo, 
— HENRY P BROUGHAM 


2.1 INTRODUÇÃO 


Em geral, as quantidades físicas com que trabalhamos no EM são funções do espaço e do tempo. A 
fim de descrever as variações espaciais dessas quantidades, devemos ser capazes de definir todos os 
pontos de maneira unívoca no espaço de forma adequada. Isto requer o uso de um sistema de coor- 
denadas apropriado. 

Um ponto, ou um vetor, pode ser representado em qualquer sistema de coordenadas curvilíneo, 
ortogonal ou não-ortogonal, 


Um sistema ortogonal é aquele em que as coordenadas são mutuamente perpendiculares, 


Sistemas não-ortogonais são difíceis de trabalhar e são de pouca ou nenhuma utilidade prática. 
Exemplos de sistemas de coordenadas ortogonais incluem o sistema cartesiano (ou retangular), o ci- 
líndrico circular, o esférico, o cilíndrico elíptico, o cilíndrico parabólico, o cônico, o esferoidal oblon- 
go, o esferoidal achatado e o elipsoidal.' Pode-se economizar uma parcela considerável de tempo e 
de trabalho ao escolher um sistema de coordenadas que mais se adapta a um dado problema. Um pro- 
blema difícil em um sistema de coordenadas pode ser de fácil solução em um outro sistema. 

Neste texto, nos restringiremos aos três mais conhecidos sistemas de coordenadas: o cartesiano, 
o cilíndrico circular e o esférico. Embora tenhamos considerado o sistema cartesiano no Capitulo 1, 
o trataremos em detalhe nesse capítulo. Devemos ter em mente que os conceitos abordados no Capi- 
tulo 1, e demonstrados para o sistema de coordenadas cartesiano, são igualmente aplicáveis para ou- 
tros sistemas de coordenadas. Por exemplo, o procedimento para determinar o produto ponto ou o 
produto cruzado entre dois vetores no sistema cilíndrico é o mesmo que o usado no sistema cartesta- 
no no Capítulo 1. 

Alguma vezes, é necessário transformar pontos e vetores de um sistema de coordenadas para ou- 
tro sistema. As lécnicas para operar essa mudança de coordenadas serão apresentadas e ilustradas 
com exemplos. 


Para um estudo introdutório desses sistemas de coordenadas, vide M. R. Spiegel, Mathematical Handbook of Formulas and Tables. New York: McGraw-Hill, 
1968. p. 124-130, 
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2.2 COORDENADAS CARTESIANAS (X, Y, Z) 


Como mencionado no Capítulo |, um ponto P pode ser representado por (x, v, 2), conforme ilustrado 
na Figura 1.1. Os intervalos de variação das variáveis coordenadas x, y é z são: 


= << x < 0 
=00 <L y <, 06 (2.1) 


=—U <<» 


Um vetor A em coordenadas cartesianas (também conhecida como retangulares) pode ser escrito co- 
mo: 


(A A, À.) ou Aa, + Aa, + Aa. (2.2) 


onde a,, ac a, são vetores unitários ao longo de x, y e z, como mostrado na Figura 1.1, 


2.3 COORDENADAS CILÍNDRICAS CIRCULARES (p, &, Z) 


Um sistema de coordenadas cilíndrico circular é conveniente quando tratamos problemas com sime- 
tria cilíndrica. 

Um ponto P, em coordenadas cilíndricas, é representado por (p, 4, Z), como mostrado na Figura 
2.1. Observe a Figura 2.1 atentamente e verifique como definimos cada uma das variáveis espaciais: 
pé o raio do cilindro que passa por P ou é a distância radial a partir do eixo 2; d, denominado ângu- 
lo azimutal, é medido a partir do eixo x no plano xy; e z é o mesmo do sistema cartesiano. 


Os intervalos das variáveis são: 
D=p<= 
O=d<Ir (2.3) 
-m << 
Um vetor A, em coordenadas cilíndricas, pode ser escrito como: 
(Ap. Ag A.) ou Ação + Asas + Aa. (2.4) 


onde a, a,e a, são vetores unitários ao longo de p, &, e z, como mostrado na Figura 2.1. Observe 


que a, não é dado em graus: ele assume a unidade do vetor unitário de A, Por exemplo, se uma 


força de 10 N age sobre uma partícula em movimento circular, a força pode ser representada co- 
mo F = 10a, N. Neste caso, a, é dada em newtons. 


Figura 2.1 Ponto P e vetor unitário no sistema de coor- 
denadas cilíndricas. 
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A magnitude de A é: 
a a = 1/7 
IA] = (AS + AS + Aj9)!? (2.5) 
Serve que os vetores unitários a , à. € a são mutuamente perpendiculares porque nosso siste- 
Observe que os vetore láriosa,, a,ca, tuamente perpendicul que no st 


ma de coordenadas é ortogonal; a, aponta no sentido de crescimento de p, a,no sentido de crescimen- 
to de é e à. no sentido positivo de 7. Assim, 


a a =a4raç=a,va, =1 (2.64) 
a A; = a4"a,=2,04,=0 (2.6b) 
a, Xag=a, (2.6c) 
aXa =a, (2.6d) 
a Naa (2.6€) 


onde as equações (2.6c) a (2.6e) são obtidas por permutação cíclica (veja Figura 1.9). 
As relações entre as variáveis (x, y, 7) do sistema de coordenadas cartesiano e as do sistema de 
coordenadas cilíndrico (p, é, z) são facilmente obtidas, a partir da Figura 2.2, como a seguir: 


(2.7) 





OU 


Xx=pcosá, v=psená, (2.8) 





Enquanto a equação (2.7) serve para transformar um ponto dado em coordenadas cartesianas (X, Y, Z) 
para coordenadas cilíndricas (p, é. 7), a equação (2.8) serve para fazer a transformação (p, &, 7) > 
(x, 2 2). 

As relações entre (a. a ca je (a, a,e a,) são obtidas geometricamente a partir da Figura 2.3: 


a =cosga, — sen é as 


a.=senga, + cosó as (2.9) 
a. = a. 
ou 
a, =cosga, +sença, 
a, = —sençga,+cosda, (2.10) 
Y=pseng d. = d. 


Figura 2.2 Relação entre (x,y, De (p, À, 7). 


Vi v=P(p,é, z) 





v=psenó 
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senda, 





(a) (b) 
Figura 2.3 Transformação do vetor unitário: (a) componentes de a, no sistema cilíndrico, (b) componentes de 
a, no sistema cilíndrico. 
Finalmente, as relações entre (A,, A cAJe(A, A,e A.) são obtidas simplesmente substituindo a 
equação (2.9) na equação (2.2) e agrupando os termos. Assim: 


A = (A cos6 + A, sen qja, + (—A, sen q + A, cos das + Aa. (2.11) 


ou 
A, = A, COS | + A, sen & 
As = A senê + A,cos q (212) 
A,=A, 


Na forma matricial, a transformação do vetor A, de coordenadas cartesianas (A, A e À.) em coor- 
denadas cilíndricas (A,, A, e A.), é dada por: 


cosê& seng OIJA, 


-seng cosg OA, (2.13) 
0 LA, 





A transformação inversa (A, A,CÃ.) > (A, A Cc A) é obtida fazendo 


A, cosó send O[ A, 
A,|=|-seng cosó O As (2.14) 
A, 0 E | A; 


ou diretamente das equações (2.4) e (2.10). Portanto: 


cosp -—seng OA, 
seng cosg Ol As (2.15) 





A, 


Uma maneira alternativa de determinar as equações (2.14) ou (2.15) é usando o produto ponto. 
Por exemplo: 
A, l=|a," a, A,'d Apa, || Ay (2.16) 
aa, aca || A. 


A dedução da 2.16 é deixada como exercício. 
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2.4 COORDENADAS ESFÉRICAS (r, 0, &) 


O sistema de coordenadas esférico é mais apropriado para tratar problemas com simetria esférica. 
Um ponto P pode ser representado como (r, 8, &), conforme ilustrado na Figura 2.4. Dessa figura, ve- 
rifica-se que r é definido como a distância a partir da origem até o ponto P ou o raio da esfera centra- 
da na origem e que passa por 2; 8 (denominado co-latitude) é O ângulo entre o eixo z e O vetor posl- 
ção de P e é é medido a partir do eixo x (o mesmo ângulo azimutal em coordenadas cilíndricas). De 
acordo com essas definições, os intervalos de variação das variáveis são; 

U=r<= 

0=8=r7T (2.17) 


O=g<2r 

Um vetor A, em um sistema de coordenadas esféricas, pode ser escrito como: 
(A,, Ap, Ag) ou Aa, + Ação + Agãg (2.18) 

onde a, a, e a, são vetores unitários ao longo de r, 8 e à. A magnitude de A é: 

” a] E) E ; 

JA | = (4; + Ap + Ag) É (2.19) 
Os vetores unitários a,, à, € à, são mutuamente ortogonais; a, orientado segundo o raio ou no sen- 
tido de crescimento de r, a, no sentido de crescimento de 8 e a, no sentido de crescimento de 4, Lo- 


EO, 


aa, = a: dp= a, ass 
a Mm = a'a>=a,:a,=—0 


* ds (2 20) 


É 
bad 
pr 

= 

| 


a Xas=a, 


da * A, = dg 





Figura 2.4 Ponto Pe os vetores unitários no sistema de coordenadas esféricas. 
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As variáveis espaciais (x, Y, Z). no sistema de coordenadas cartesiano, podem ser relacionadas às 
variáveis (1, & e à), do sistema de coordenadas esférico. Da Figura 2.5 é fácil perceber que: 


ou 


(2.22) 





Na equação (2.21), temos a mudança de coordenadas (x, v, 2) > (7, 0, 4) e, na equação (2.22), a mu- 
dança de coordenadas (1, 8, 4) > (x, y, 2). 
Os vetores unitários a, a ca. ca, a, e a, são relacionados como segue: 


a. = senôcosga, + cosôcos é aq — sen é as 
a, = senôsen é a, + cos É sen d ag + cos é as (2.23) 
a. = cosda,— send a, 
ou 
a, = senficosga, + senúsenga, + costa, 


a,p=cosêcosga,+ cosisenda,— senda. (2.24) 


a; = —senga,+cosga, 


As componentes do vetor À = (A, A,AJCA = (A, A, A,) são relacionadas ao substituir a equação 
(2.23) na equação (2.22) e agrupando os termos. Assim, 


A = (A senfcosqg + A,senbseng + A. cos ba, + (A cost cos q 


+ A, cos 8 sen q — A. sen 8)ay + (—A, sen & + A,cos djas (2.25) 
e disso, obtemos: 
A, = A,senôcosê + A sen b sen é + A.cosb 
Ap = A cosô cos & + A, cosf sen é — À. sen O (2.26) 


p= 
E 
| 


= —A sen g + Á,cos É 


= 
dy 






Plvd=Pr o d=Pp & sz) 


Figura 2.5 Relações entre as variáveis espaciais (x, y 2), (rnb e dje(p, à, 7). 
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Na forma matricial, a transformação de vetores (A, À, A.) > (A, Ag, A,) é obtida através de: 


sen É cos q sen d sen q cos Bl A, 


—cosôcosp cosfsengd —send || À, (2.27) 
—sen é cos & OIIAÁ 


a 





À transformação inversa (A,, A; A,) (A, A A.) é obtida de forma similar, ou obtida a partir da 
equação (2.23). Dessa forma, 


senficosgp cosfcosp -—senp || A, 
senôsenó cosfsenáó cos &|| Ag (2.28) 
cos b —sen 8 O || As 





De forma alternativa, podemos obter as equações (2.27) e (2.28) usando o produto ponto. Por exem- 
plo, 


A, aa aa, aca, IA, 
Ao |=| apra, Apa, agora. || À, (2.29) 
As ds A, As'a, asa. || A. 


Para melhor entendimento, pode ser elucidativo obter as relações de transformação de um ponto 
e de um vetor entre as coordenadas cilíndricas e esféricas utilizando as Figuras 2.5 e 2.6 (onde & se 
mantém constante, uma vez que é comum a ambos os sistemas). Isso será proposto como exercício 
(veja Problema 2,9), Observe que, na transformação de um ponto ou de um vetor, 0 ponto ou o vetor 
não se alteram, apenas são expressos de maneira diferente. Portanto, a magnitude de um vetor, por 
exemplo, permanece a mesma depois de uma transformação e isso serve como um modo de conferir 
o resultado da transformação. 

A distância entre dois pontos é usualmente necessária na teoria do EM. A distância d, entre dois 
pontos com vetores posição re r,, é geralmente dada por 


d — Lo a r| (2.30) 


Figura 2.6 Transformações de um velor unitário para coor- 
denadas cilíndricas e esféricas. 
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EXEMPLO 2.1 


ou 
d=(w»— x) + (ya — vi” + (zo — z1) (cartesiano) (2.31) 
df = 5 + p; — 2pyps cos(ds — 4) + (23 — 21) (cilíndrico) (2.32) 
dº = 15 + ri — 2ryr, cos 0, cos 0) 


e 2.33 
— 2ryr, sen 6, sen 8, cos(g, — &,) (esférico) (2.35) 


Dado um ponto P(-2,6,3)co vetorÃ = ya +(x+ za, expresse Pe A em coordenadas cilíndricas 
e esféricas. Determine A em P nos sistemas cartesiano, cilíndrico e esférico. 


Solução: 
No ponto P:x = —-2,y = 6,7 = 3. Portanto: 


y 6) 
d=Ig pino feria 108,43º 


+ 
| 
tada 





40 


TE = 64,62º 


p=g 10 + = 


Dessa forma: 
P(— 2,6,3) = P(6,32, 108,43º,3) = P(7, 64,62º, 108,43º) 
No sistema de coordenadas cartesiano, A em P é dado por: 


A=ba+a, 
Parao vetor A,A, = yA4,=x + 7,4, = 0. Por conseguinte, no sistema cilíndrico: 


PR cosó sengá O Y 
As|l=|-seng cosd Ol|lx+z 
A. | é) Õ 1] () 


Ou 


= 
| 


n=ycosd + (x+ z)send 
Às = —yseng + (x +z)cos é 


A, = O 


No entanto, x = pcos ge y = psen é fazendo as substituições: 


A = (As, Ag, A.) = [po cos é sen é + (pcos é + z) sen bla, 
+[-pseréó + (pcosó + z)cos óla, 


Em P: 
Ó 
= 40, td = Fa 
Portanto, 


cos & = A sen Pp = 


da 
SE 
o 
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A=[ Vo + (Vo +3) ja 


+ [vão + (Vão. E +43) Ea, 


-=——a,-—=a, = — 0,9487a,- 6,008, 


a 
V40 * 40 


De maneira similar, no sistema esférico: 





E senfcosó senfisend cosê Y 
A, |=|cosêcosó cosôsend =-senf |lx+z 
As —sen À cos & Ó Ó 
ou 
A, = vsenficos q + (x + z)sen O sen q 


-vcos Bicos q + (x + z)cos 8 sen é 


io 
= 
I] 


—y sen & + (x + zicos & 


Ra 
& 
I 


No entanto, x = rsenôcosó,y = rsenfsenge z=rcos 8. Fazendo as subslituições, obtém-se: 


Po (A, As, Ao) 
— r[sen” ficosgsend + (senficosb + cosf)senbseng] a, 
+ r[sen É cos 6 sen é cos & + (senô cos é + cos Bj cos 8 sen &] a; 
+ v[—sen 6 sen” é + (sen 8 cos é + cos 0) cos d] as 


Em E: 


Portanto: 


=a 6 
cos + ="——=, send =—=s, 

V40 V/40 
[8.. 6 E à). O, 6 h 
49 n/40 40 7 40 7 Í 

3 pa = 
| 4 3 6 ds Da 6 E 








> 
e | 








p= (7 va 7 
(NA. É) ma 


+>). -la 
7 49 TT) N/40 





-V40 36 
7 a 
“60 18038 

TO vão vão: 


—0Q,857la, — 040664, — 6,008, 


a e É 


II 


A | é o mesmo nos três sistemas, Isto é; 








Observe que 


IAC, y, DI] = |A(o, 4, 2)| = |A(r, 8, &)| = 6,083 
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EXEMPLO 2.2 


EXERCÍCIO PRÁTICO 2.1 


(a) Converta os pontos P(I, 3, 5), TXO, — 4, 3) e S(- 3, — 4, -10) do sistema cartesiano 
para o sistema de coordenadas cilíndrico e para o esférico. 


(b) Transforme o vetor 





para coordenadas cilíndricas e esféricas. 
(c) Determine Q em 7 nos três sistemas de coordenadas. 


Resposta: (a) P(3,162,71,56",5), P(5,916, 32,31º,71,56º), T(4, 270º,3), 
T(5, 53,13º, 2709), S(5, 233,1º, — 10), S(1 1,18, 153,43º, 233,19) 


(b) VE (cos pa, — seng as— z sen ga.) sen O (sen b cos q — 


rcos” 8 sen ó)a, + sen 8 cos À (cos & + rsen 8 sen P)ap— sen É sen à as 
(c) 0,8a, + 2,4a,, 0,8a, + 2,4a., 1,44a, — 1,924, + 0,8a4. 


Expresse o vetor 


LO 
B = E rcosfda, + as 


em coordenadas cartesianas e cilíndricas. Determine B(= 3, 4,0)e B(5, 7/2,- 2). 


Solução: 
Usando a equação (2.28): 


IO 
B, senfcosp cosécosp —sen é r 
B,|= | senfseng cosisend cosg || rcosó 
B. cos 8 —sen 6 O) | 


ou 





IO 3 
B;= - Sen ficosd + rcos ficos é — sen d 


B, 


I 


LO 

— Sen 8 sen q + rcos O sen é + cos 4 
IO 

B. =  Cosê — rcos 8 sen O 


Na a | F = | v xé + yº -| 
Noentanto, r="Vyx +y rz,0=tg ——— eg=tg 


ds 


= [Pe 
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Dessa forma: 





A É : : é 
Esq detido SARA TO EVA 'DFESES TE 
 E+y+d. Vo Md q, meto var 


1Ox 
“É ez y” + 7 


10Mx? dove dy Fo. 








B.= FR = = a ? 
aro Very Pr vç ve 


10y E: YZ” e 
x + y* + 2? (xo + ya” + y* +z a 
1Oz 2Vxº + yº 


: es rr 








B-Ba,+ Ba,+ Ba, 


onde B,, B,e B.como dados acima. 
Em (-3,4,0), x = —-3,y=4ez=õ0O,tal que 


30 4 
=-D +0-—= —2 
É = 2 
40 3 
= — + — — 
Bi rd) 
B.=0-0= 


Portanto: 


B--2a,+a 


Para transformação de vetor de coordenadas esféricas para coordenadas cilíndricas 
(veja Problema 2.9), 


10 
B, senô cost O r 
Bs | = O O Ircosô 
B. cosô —senô O ] 
ou 
LO a 
B,=-—senf8 + rcos 6 
LE 
Bs =1 


E 
| 


| () 
= cos 6 — rsenôcos O 
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Noentanto,r= Vo + 7 eg=tg! P 
Portanto: 
sen & = E = cos O = E 5 
Es E UR qa 
10 — 
B, = 2 E + po Ro e A 
po+z SS po 
[Oz 3 E 
B. = "4 2 en Pp ae FA a ps 
poda p+z 








Em (5,7/2,-2,p =5,6 = 7/2 €7 = -—2, tal que: 


B=(D+ =) + a (Ee). 
No  Aag) E Rê 29 /929 

= 2467a, + as + I,lófa, 
Observe que, em (= 3, 4,0): 

IB(x, y, | = |B(p, &, 2)| = |B(r, 0, &)| = 2,907 


Esse procedimento pode ser usado para conferir, sempre que possível, a correção do resultado, 


EXERCÍCIO PRÁTICO 2.2 


Expresse os seguintes vetores em coordenadas cartesianas: 


(a) A = pzsençda,+t 3pcosdas + pcospsenda, 
(b) B=r"a,+senf as 


l à A 
Resposta: (a) A---=-. lhyz — 3xy)a,+ (7 + 3x)a, + xa 
VV i 


] e) q 
D) B= == DO yo) da, 


+be+y +) aa, + a + + z0a) 


'2.5 SUPERFÍCIES DE COORDENADA CONSTANTE 


As superfícies nos sistemas coordenados cartesiano, cilíndrico ou esférico são facilmente obtidas ao 
manter uma das variáveis coordenadas constante, enquanto as demais variam. 

No sistema cartesiano, se mantivermos x constante e deixarmos y e 7 variar, um plano infinito é ge- 
rado. Portanto, podemos ter planos infinitos 


x = constante 
Y = constante (2.34) 


z = constante 
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os quais são perpendiculares aos eixos x, y € z, respectivamente, como mostra a Figura 2.7. A inter- 
seção entre dois planos é uma linha, Por exemplo, 


x = constante, Y = constante (2.35) 


é a linha RPQ paralela ao eixo z. A interseção entre os três planos é um ponto. Por exemplo, 


x = constante, Y = constante, z = constante (2.36) 


é o ponto P(x, y, 2). Portanto, podemos definir o ponto P como a interseção entre os três planos orto- 
gonais infinitos. Se Pé (1,-5, 3), então P é a interseção dos planos x = |,y=-Sez=3. 

Superfícies ortogonais, em coordenadas cilíndricas, podem ser geradas da mesma forma, As su- 
perfícies 


p = constante 
& = constante (2.37) 


z = constante 


estão ilustradas na Figura 2.8, onde é fácil observar que p = constante é um cilindro circular, q = 
constante é um semiplano infinito com as suas bordas ao longo do eixo z e z = constante é o mesmo 
plano infinito do sistema cartesiano. O encontro de duas superfícies tanto pode ser uma linha quan- 
to um círculo. Portanto, 


z = constante, p = constante (2.38) 






Crê Figura 2.7 Superfícies de x, y é 7 constantes. 


2 = constante 





XY = constánie 


Figura 2.8 Superfícies de p, & é 2 constantes. 





p= constante 
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EXEMPLO 2.3 


é um círculo QPR de raio p, enquanto z = constante c é = constante é uma linha semi-infinita. Um 
ponto é a interseção de três superfícies na equação (2.37). Portanto, 


p=2, q = 60º, = (2.39) 


é o ponto P(2,60',5). 
A natureza ortogonal do sistema de coordenadas esféricas fica evidente ao considerarmos as três 
superfícies 


constante 


Fr 


0 


constante (2.40) 


é = constante 


que são mostradas na Figura 2.9, onde observamos que r = constante é uma esfera com o centro na 
origem; 6 = constante é um cone circular tendo seu eixo sobre o eixo z € o vértice na origem; é =— 
constante é um semiplano infinito como no sistema cilíndrico. Uma linha é formada pela interseção 
de duas superfícies. Por exemplo: 


r = constante, & = constante (241) 

é um semicírculo que passa por Qe P, A interseção das três superfícies é um ponto. Portanto, 
r=5, 8 = 30º, & = 60º (2.42) 
é o ponto P(5, 30º, 60º). Observamos que, em geral, um ponto no espaço tridimensional pode ser 
identificado como a interseção de três superfícies mutuamente ortogonais. Igualmente, um vetor uni- 


tário normal à superfície n = constante é ta, onde n é x,y,27,9, 9, rou 8. Por exemplo, para o pla- 
no x = 5,0 vetor unitário normal é + a, e, para o plano é = 20º, um vetor unitário normal é As 


Figura 2.9 Superfícies de p, 8 e à constantes. 








. = constante 


E 


r= constante . ção 


1 


& = constante 


Dois campos vetoriais uniformes são dados por E = — 5a, + l0a, + 3a, cF = a,+ 2a; — 6a.. 
Calcule: 


(a) IE x F 
(b) a componente do vetor E em P(5, 7/2, 3) paralela à linha x = 2,7 = 3; 


* 
a 





(c) o ângulo que É faz com a superfície 7 = 3 em P. 
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Solução: 
do dy a. 
(a) ExF=|-5 10 3 
| e =& 


= (—60 — 6)a, + (3 — 30)a, + (—10 — 10Ja, 
= (—66, —27, —20) 


E x F|=V66 + 27 + 20º = 74,06 


(b) A linha x = 2,7 = 3 é paralela ao cixo y; dessa forma, a componente de E paralela à essa linha é: 
(E - aja, 
Contudo, em P(5, 7/2, 3) 


a,=senga,+ cos ga, 


sen w/2 a, + cos 7/2 à; = à, 


Dessa forma, 
(E aja, = (E aja, = — 5a, (ou — 5a,) 


(c) Uma vez que o eixo z é normal à superfície z = 3, o ângulo entre o eixo z e o E, como mostrado 
na Figura 2.10, pode ser determinado usando o produto ponto: 


E «a, = |El(l) cos 8. => 3= V 134 cos 8. 


= 


V'134 





cos Pp. = = (,2592 — 0. = 74,98º 


Portanto, o ângulo entre 7 = 3 € E é; 


90º — 0. = 15,02º 


Z Figura 2.10 Referente ao Exemplo 2.3(c). 





EXERCÍCIO PRÁTICO 2.3 


Considere o campo vetorial: 
| Bh 2 
H=pzcosga,+e Sen ap É pa 


No ponto (1, m/3, 0), determine: 


(a) H - dy: 
(b) H X ay; 
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EXEMPLO 2.4 


(c) a componente vetorial de H normal à superfície p = 1; 
(d) a componente escalar de H tangencial à plano z = O, 


Resposta: (a) — 0,433; (b) — 0,5 a,: (c)0 a,; (d) 0,5/€. 


Dado um campo vetorial 
| a 
D=rsenga——senfcosgaç+ ras 
r 


Determine: 

(a) Dem P(10,150º, 330"); 

(b) a componente de D tangencial à superfície esférica r = 10 em P; 

(c) um vetor unitário em P, perpendicular à D c tangencial ao cone 8 = 150º. 
Solução: 


(ajem P,r = 10,6 = 150º e qó = 330º. Por conseguinte: 


l 
D = 10 sen 330º a,— 10 sen 150º cos 330º a, + 100 a, = (— 5; 0,043; 100) 
(b) qualquer vetor D pode ser decomposto em duas componentes ortogonais: 


D=D,+D, 


onde D, é tangencial a uma dada superfície e D, normal à ela. Nesse caso, uma vez que a, é normal à 
superfície r = 10; 


Portanto, 
D, = D — D, = 0,043a, + 100a, 


(c) um vetor em P, perpendicular à D e tangencial ao cone 8 = 150", é o mesmo que um vetor per- 
pendicular tanto a D quanto a a,. Portanto: 


a, dy as 
DxXa= |-5 0043 100 
Ô | (O) 
= — Ola, — 5as 


Um vetor unitário ao longo do vetor acima é dado por: 


Er IO0a, E 5d g tor 
À =— = e —USosta, — UMa, 


VIoo + 5º 





EXERCÍCIO PRÁTICO 2.4 


Se A = 3a,+ 2a, — 6a,e B = da, + 3a,, determine: 
(a) A -B; 
(b) |A x BI; 


(c) a componente vetorial de A ao longo de a, em (1, 7/3, 5 7/4). 


Resposta: (a) — 6; (b) 34,48; (c) — 0,1 16a+ 0,20la,. 
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1. Os três sistemas de coordenadas mais comuns que iremos utilizar ao longo desse livro são o car- 
tesiano (ou retangular), o cilíndrico circular e o esférico. 

2. Um ponto P é representado como P(x, y, 7), P(p. 4. 2) e Plr, O, 4) nos sistemas cartesiano, ci- 
líndrico e esférico, respectivamente. Um campo vetorial À é representado como (A,, À, A,Jou 
Aa +Aa,+A a, no sistema cartesiano; como (A, A,. A JouA a, +A,a,+A a, no sistema ci- 
líndrico e como (A,, A,cA,)ou Ã,a, + Aça, + Asa, no sistema esférico. E recomendável que as 
operações matemáticas (adição, subtração, produto, etc.) sejam realizadas no mesmo sistema 
de coordenadas. Portanto, as conversões de coordenadas de ponto e vetor devem ser feitas sem- 
pre que necessário. 

3. A fixação de uma variável espacial define uma superfície; a fixação de duas define uma linha; a 
fixação de três define um ponto. 

4. Um vetor unitário normal à superfície n = constante é t a. 


QUESTÕES DE REVISÃO 





21 Os intervalos de variação de 8 e à, conforme dado na equação (2.17), não são os únicos possíveis. 
Os listados a seguir são todos alternativas válidas, à exceção de: 
() 0=ê<2zxb=o=T 
(b) 0=0<21,,0=6<27 
(co) —- x =0=r.0=6=T 
(d — 2 =0=712,0=6<27r 
(o) 0=0=r-—-TE ST 


(DO -r=ê<r” —-TEÉCT 


2.2 Parao ponto cartesiano (— 3, 4, — 1), qual dessas alternativas é incorreta? 


(a) p=—5. 
(b) r= V26 
(0) 6 = gi 
(d) de=! 


2.3 Qual dessas alternativas não é válida no ponto (0, 4, 09º 


(a) a; = —a, 
(b) ay = —a. 
(c) a, = da, 
(d) a, = à, 


2.4 Um vetor unitário normal ao cone 6 = 30" é: 
(a) a, 
(Db) aj; 
(c) as: 
(d) nenhuma das alternativas acima. 
2.5 Em qualquer ponto do espaço, a, * a, = 1. 


(a) Verdadeiro, 
(b) Falso. 


2.6 SeH = da, — 3a, + 5a, em (1, w/2, 0), a componente de H paralela à superfície p = 1 é: 
(a) da, 
(b) Sa. 
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(c) — Ja 
(d) —3a, + 5a. 
(2) 5a, + 3a. 


2.7 Dado G = 
0 = q/2,6: 
(a) 20a, 
(Db) 50a 
(c) 40a, 
(d) 20a, + 40a; 
(ce) —40a, + 204, 


20a, + 50a, + 40a, em (1, m/2, 7/6), a componente de G, perpendicular à superfície 


2.8 A interseção entre as superfíciesp = 2ez = 1é: 
(a) um plano infinito; 
(b) um semiplano infinito; 
(c) um círculo; 
(dy) um cilindro; 


(2) um cone. 


2.9 Relacione os itens da coluna da esquerda com os da coluna da direita. Cada resposta pode ser usa- 
da uma vez, mais de uma vez ou em nenhuma vez. 


(a) 0 = m/4 (1) plano infinito 
(b) & = 27/3 (1) semiplano infinito 
(co) x= —10 (mi) círculo 
(dy) r=1,8=7/3,9 = 7/2 (iv)  semicirculo 
(e) p=5 (v) linha reta 
(Dpo=3,6= 573 (vi) cone 
(mm p= H0,z=1 (vi) cilindro 
(h) r= 4,4 = 1/6 (vil) esfera 
(1) r= 5,80 = 1/3 (ix) cubo 
(x) ponto 


2.10 Uma fatia é descrita por 7 = 0,30" < à = 60º. Qual das seguintes alternativas é incorreta? 
(a) a fatia está no plano x — y; 
(b) é finita; 
(c) sobre a faia, O < p < es; 
(d) uma normal unitária à fatiaéta.: 
(e) a fatia não inclui nem o eixo x, nem o elxo y. 


Jb; f; 2.24; 2.30; 2.4b; 2.5b; 2.6d; 2.7b; 2.8c; 2.9a-(vi), b-(11), e-(1), d-(x), e-(vii), E(v), 


Respostas: 2 
g-(111), h-(iv), 1-(111), 2.10b. 


PROBLEMAS 2.1 Expresse os seguintes pontos em coordenadas cartestanas: 
| (a) P(I, 60º,2) 


(b) O(2, 90º, —4) 
(c) R(3, 45º, 210º) 
(d) T(4, 7/2, 7/6) 


Sistemas e Transformação de Coordenadas 


59 





2.2 


2.3 


2.4 


26 


2.7 Converta os seguintes vetores para o sistema de coordenadas cartesianas: 
(a) C=zsenda,— pcosgas + Zpza, 
sen 8 cos O 
(b) D = > dp + 4 dy 
E FS 
2.8 Prove o que segue: 
(a) a: a, = cosg 
ã. "a; = —senq 
a," a, = seng 
a, as = cosQ 
(b) aca, = senficosg 
a,* ap = cosfcos q 
aa, = senfsenó 
a," dy = cosf sen gd 
a.:a, = cosê 
a.' a, = —senf 
2.9 (a) Demonstre que a transformação de um ponto do sistema de coordenadas cilíndricas para o sis- 
tema de coordenadas esféricas é obtida usando: 
E -1 
p= pr ds g=tg!-, = 4 


Expresse os seguintes pontos em coordenadas cilíndricas e esféricas: 
(a) P(l, —d, —3) 

(b) 0(3,0,5) 

(c) R(—2,6.0) 


(a) Se V=axz—axy + vz. expresse V em coordenadas cilíndricas. 


a "x + E q 
(b) Se U =x + 2y + 37, expresse U em coordenadas esféricas. 


Transforme os seguintes vetores para coordenadas cilíndricas e esféricas: 
(a) D = (x + va, 

a =) 2 $ 
(b) E=(y' —x)a,+ xa, + — za, 


Converta os seguintes vetores para os sistemas cilíndrico e esférico: 


A Ad, + va, + da, 
()F="DD2—— 


a a 
É Mêda ques pr 





| ER va, 
(b) G = (x? + als —— + - 
Ve + yo tg 





E: 2 2 
Tok vor 


Expresse os seguintes vetores em coordenadas cartesianas: 
1 po] 
(a) A = p(z” + lja,— picos 6 as 
(b) B = 2rsenf'cosga,+ reosficosb a, — rsen ó a, 








Ou 


Tt 
] 
ua 
tê 
pe 
= 
24 
l 
Le 
ol 
Er 
= 
e 
l 
e 
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(b) Demonstre que a transformação de um vetor do sistema de coordenadas cilíndricas para o sis- 
tema de coordenadas esféricas é obtida usando: 


A, sent O cosg A, 

Aa |= |cos8 O -—sen8|| As 

As Oo 1º 0 IA. 
Ou 

A, senê cosê OA, 

Às | = Ú ) ||| Ag 

A. (cosô —senf 0]| As 


(Dica: utilize as Figuras 2.5 e 2.6.) 


2.10 (a) Expresse o campo vetorial 


1 E) + 
H = xyíza, + xíyza, + xyzêa. 
em coordenadas cilíndricas e esféricas. 


(bj Tanto em sistemas de coordenadas cilíndricas quanto esféricas, determine H em (3, - 4,5). 


E RR 
2.11 Seja A = pcosba +pz senda, 
(a) Transforme A para coordenadas retangulares e determine sua magnitude no ponto (3, 
— 4, 0). 


(b) Transforme A para coordenadas esféricas e determine sua magnitude no ponto (3, — 4, 0). 


2.12 A transformação (A, A, A.) > (A A, 4) na equação (2.15) não está completa. Complete-a ex- 
pressando cos q e sen q em termos de x, y e 2. Faça o mesmo para a transformação (A. A, À ad — 
(4, A, A.) na equação (2.28), 


2.13 No Exercício Prático 2.2, expresse A em coordenadas esféricas e B em coordenadas cilíndricas. 
Determine A em (10, m/2, 3/4) e B em (2, 7/6, 1). 
2.14 Calcule a distância entre os seguintes pares de pontos: 
(a) (2, 1,5) e(6, — 1,2) 
(0) (3, 7/2, — 1) 63, 37/25) 
(Cc) (10, m/4, 3m/4) (5, 7/6, 77/4) 


2.15 Descreva a interseção entre as seguintes superfícies: 


(a) x = 2, v=! 

(b) x=2, v= —l z= 10 
(co) r= 10, 8 = 30º 

(d) p = é = 40º 

(e) &=60%, z=10 

(D r=5, q = 90º 


2.16 No ponto T(2, 3, - 4), expresse a. no sistema esférico e a, no sistema retangular, 


“2.17 Dados os vetores A = 2a, + da, + |0a.eB = — 5a, +a, — 3a., determine: 
(a) A+Bem P(0,2,-5); 
(b) o ângulo entre Ac Bem P; 


(c) a componente escalar de A ao longo de B em P. 


2.18 DadoG = (x + ya, + xza, + (77 + zy)a., determine a componente vetorial de G ao longo de 
a, no ponto P(8, 30º, 60º). Sua resposta deve ser dada em coordenadas cartestanas. 
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[r 
“2,19 Se] = rsenficosga,- cos 20 sen é at tg—> In ra, aem T2, m/2, 37/2). determine a com- 


ponente vetorial de J que seja: 


(a) paralela à a, 


(b) normal à superfície q = 37/2 


2 


(c) tangencial à superfície esférica r = 2 


(d) paralela à linha y = — 


2.72:=0 


2.20 SejaH — Sp senga, — pz cos é a; + 2pa.. No ponto P(2, 30º, — 1), determine: 


(a) um vetor unitário ao longo de H; 


(b) a componente de H paralela à a. 


(c) a componente de H normal a p = 2; 


(d) a componente de H tangencial a q = 30º, 


*2,21 Seja 


A = p(z” — lja, — pz cos é a; + p'ra. 


B = 


e] 
r'cosga, + 2rsenl as 


Calcule em T- 3, 4. 1): (a) A e B; (b) a componente vetorial de À ao longo de B em T. em coorde- 
nadas cilíndricas; (c) O vetor unitário perpendicular tanto a À quanto a B em TF, em coordenadas es- 


féricas. 


“2.22 Uma outra maneira de definir um ponto P no espaço é através de (r, «, £3, y), onde as variáveis es- 
tão indicadas na Figura 2.11, Utilizando essa definição, determine (r, o, É, y) para os seguintes 


pontos: 

(a) (— 2,3,6) 
(6) Ea, SU 3) 
(c) (3. 30º, 609) 


(Dica: réo r de coordenadas esféricas, 0 = q,5,7 = 27.) 





Figura 2.11 Referente ao Problema 2.22. 


2.23 Um campo vetorial em um “misto” de variáveis coordenadas é dado por 


G 


X COS Q 


Fi) 





2yz xº 
a + E Ka | pi er al. 
pr p' 


Expresse G, de maneira completa, em um sistema esférico, 


Capítulo > 





CÁLCULO VETORIAL 


Nenhum homem torna-se verdadeiramente um tolo até que ele pare de fazer perguntas. 
— CHARLES P. STEINMETZ 


3.1 INTRODUÇÃO 


O Capítulo 1 trata, principalmente, de soma, subtração e multiplicação vetoriais em coordenadas car- 
tesianas. O Capítulo 2 estende esses conceitos para outros sistemas de coordenadas. Este capítulo tra- 
ta do cálculo vetorial (integração e diferenciação de vetores). 

Os conceitos introduzidos neste capítulo fornecem uma linguagem conveniente para expressar 
certas concepções fundamentais em Eletromagnetismo ou em Matemática em geral. Um estudante 
pode não se sentir familiarizado com estes conceitos, em princípio — não enxergando “quão impor- 
tantes” eles são. Tal estudante deve ser orientado para se concentrar em aprender as técnicas mate- 
málicas e esperar pela suas aplicações nos capítulos subsequentes. 


'32 COMPRIMENTO, ÁREA E VOLUME DIFERENCIAIS 


O elementos diferenciais de comprimento, área e volume são úteis em cálculo vetorial. Eles são de- 
finidos nos sistemas de coordenadas cartesiano, cilíndrico e esférico. 


A. Coordenadas cartesianas 
Da Figura 3.1, observa-se que: 


(1) O deslocamento diferencial é dado por: 


(3.1) 
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- eg 


Figura 3.1 Elementos diferenciais no sistema de 
coordenadas cartesiano dextrógiro. 


ra 
=. 





(2) A área diferencial normal é dada por: 


ds = dy dia, ea) 
dxdz a, 
dz dy a. 





e está ilustrada na Figura 3.2. 
(3) O volume diferencial é dado por: 


dv = dx dy dz 


(3.3) 





Figura 3.2 A área diferencial normal em coordenadas cartesianas: 
(a) dS = dydz a, (b) ds — drdza, (e) dS = drdy a. 
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Esses elementos diferenciais são muito importantes, uma vez que eles serão referidos várias vezes ao 
longo deste livro. O estudante é estimulado não a memorizá-los, mas a aprender como eles são obti- 
dos, a partir da Figura 3.1. Observe, das equações (3.1) a (3.3). que dl e dS são vetores, enquanto dv 
é um escalar. Observe, da Figura 3.1, que, se nos deslocamos do ponto P até O (ou de O até P), por 
exemplo, dl = dy a, visto que estamos nos deslocando segundo a orientação y. Se nos deslocamos 
de O para S (ou de $ para 0), dl = dya, + dz a., visto que temos que nos deslocar dy ao longo de y, 
dz ao longo de 7 é dx = O (não há movimento ao longo de x). De maneira similar, deslocar-se de D 
até O significaque dl= dxa, + dya, + dra. 

O modo como dS é definido é importante. O elemento de superfície (ou de área) diferencial dS po- 
de, em geral, ser definido como: 


ds = dSa, (3.4) 


onde dS é a área do elemento de superfície e a, é o vetor unitário normal à superfície «S (e orientado 
para fora do volume se «S é parte de uma superficie que limita esse volume). Se considerarmos a su- 
perfície ABCD na Figura 3.1, por exemplo, dS = dy dz a, enquanto que já que para a superfície 
PORS, dS = —- dydza, jáquea, = —a, é normal à PORS. 

O que é importante lembrar a respeito de elementos diferenciais É como expressar dl e, a partir dele, 
como obter dS e dv. Tendo dl, dS e dv podem ser facilmente encontrados a partir dele. Por exemplo, 
dS ao longo de a, pode ser obtido a partir de dl na equação (3.1) multiplicando as componentes de dl 
ao longo de a e de a,; isto é, dy dz a . De maneira similar, dS ao longo de a, é o produto das compo- 
nentes de dl ao longo de a e a; isto é, dx dy a, Da mesma forma, dv pode ser obtido a partir de dl co- 
mo o produto das três componentes de dl; isto é, dx dy dz. O procedimento desenvolvido aqui para 
coordenadas cartesianas será, em seguida, estendido para outros sistemas de coordenadas. 


B. Coordenadas cilindricas 


Observe da Figura 3.3 que, em coordenadas cilíndricas, os elementos diferenciais podem ser obtidos 
como segue: 


(1) O deslocamento diferencial é dado por 


d 





(2) A área diferencial normal é dada por 


dS = pdé dia, 
do dz as (3.6) 


p dé do a, 





conforme ilustrado na Figura 3.4. 
(3) O volume diferencial é dado por 


| dv = p do do dz | (3.7) 
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Figura 3.3 Elementos vetoriais em 
coordenadas cilíndricas. 





Conforme mencionado na seção anterior sobre coordenadas cartesianas, só precisamos ter 
dl, dS e dv podem ser obtidos facilmente a partir de dl. Por exemplo, dS ao longo de a. É o 
produto das componentes de dl ao longo de a, e aç; isto é, do p dg a,. Da mesma forma, dv é o 
produto das três componentes de dl, isto é, do p dó dz. 


C. Coordenadas esféricas 


Da Figura 3.5, observamos que, em coordenadas cilíndricas, 
(1) O deslocamento diferencial é: 


(3.8) 





A 


Figura 3.4 Áreas diferenciais normais em coordenadas cilíndricas: 
(a) dS = pdó dia, (bjds = do dia, (e) dS = pdódpa,. 
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E 
= 


Figura 3.5 Elementos diferenciais 
no sistema de coordenadas esférico. 





pdlp= rsen Bo 


(2) A área diferencial normal é: 


dS = r' sen6 do dg a, 
rsen Bdr dé as (3.9) 
rdr do a, 





conforme ilustrado na Figura 3.6. 
(3) O volume diferencial é: 


(3.10) 


rsen Odd r sen déb 
Fr 





x 


Figura 3.6 As áreas diferenciais normais em coordenadas esféricas: 
(a)dS = r senB di dé a, (b) dS = rsenbdrdõ as, 
(c)dS = rdrdb as 


EXEMPLO 3.1 
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Novamente, só precisamos ter dl, de onde dS e dv são facilmente obtidos. Por exemplo, 
dS ao longo de a; é obtido como o produto das componentes de dl ao longo de a, e ag; 
isto é, dr - r sen 8 dy, enquanto dv é o produto das três componentes de dl; isto é, 


dr: rd: rsenêda 


Considere o objeto mostrado na Figura 3.7. Determine: 


(a) a distância BC; 

(b) a distância CD; 

(c) a superfícic ABCD; 
(d) a superfície ABO; 
(e) a superfície OFD; 
(1) o volume ABDCFO, 


Solução: 


b7 


Embora os pontos 4, B, Ce D sejam dados em coordenadas cartesianas, é óbvio que o objeto 
tem simetria cilíndrica. Assim, resolveremos o problema em coordenadas cilíndricas. Os pontos 


são convertidos do sistema cartesiano para o sistema cilíndrico como segue: 


A(5, 0,0) > A(S, 09,0) 


B(0,5,0) = a(s E o) 


C(0, 5, 10) = ds o 0) 
D(S, 0,10) > D(S, 0º, 10) 


(a) Ao longo de BC ,dl = dz; assim, 


(b) Ao longo de CD, dl = p dg e p = 5, então 
E fa 


= a 





mi? 
cp= | podb = 5 
0 [E 


ta 


A C(0, 5, 10) 
D(5.0,10) . 





Figura 3.7 Referente ao Exemplo 3.1, 
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(c) Para ABCD, dS = p dg dz, p = 5. Assim, 





mi2 LO mil IO 
área ABCD = | ds = | | p dó de = 5 | dg | dz 


$=0 “:=0 0 O pos 


(d) Para ABO, d$ = pdé do e z = O, então 


2 (5 
área ABO = | | 


$=0 "p=0 


(c) Para AOFD, dS = do dz e dp = 0º, então 


a/2 5 
pdddp = | dd | pdp = 6,257 
) 0 


] 


o? 


área AOFD = | 


= 


Ho 
| dp dz = 50 
0 *:=0 


() Para o volume ABDCFO, dv = p dó dz do. Portanto, 


as 212 Ho 10 m/2 pá 
v = | dv = | p dó dz dp = | dz | dd | p dp = 62,57 
E d) E) [a] 


9=0 “6=0 “2=0 
EXERCÍCIO PRÁTICO 3.1 





Referente a Figura 3.26, Desconsidere os comprimentos diferenciais e imagine 
que o objeto é parte de uma casca esférica. Isto pode ser descrito como 3 = r = 5, 
60º = 8 = 90º,45º = à = 60º, onde a superfície r = 3 é delimitada por AEHD, 
superfície 8 = 60º é AEFB e a superfície é = 45º é ABCD. Determine: 

(a) a distância DH; 

(b) a distância FG: 

(c) a área da superfície AEHD; 

(d) a área da superfície ABDC., 

(e) o volume do objeto. 


Resposta: (a) 0,7854; (b) 2,618; (c) 1,179; (d) 4,189; (e) 4,276. 


3.3 INTEGRAIS DE LINHA, DE SUPERFÍCIE E DE VOLUME 


O conceito de integração com que estamos familiarizados agora será estendido aos casos 
em que o integrando envolve um vetor. Por linha entendemos um caminho ao longo de uma 
curva no espaço. Ulilizaremos os termos linha, curva € contorno alternadamente, 


A integral de inha A - dl é a integral da componente tangencial de A ao longo 
Ê 
da curva L. 


Dado um campo vetorial A e uma cuva L, definimos a integral 


B 
[aca- | IA | cos 8 dl (3.11) 
Ê 


e 
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Figura 3.8 Caminho de integração do campo vetorial A. 





caminho £ . d 


como a integral de linha de A em torno de L (veja Figura 3.8). Se o caminho de integração é 
uma curva fechada, tal como abca na Figura 3.8, a equação (3.11) torna-se uma integral de linha 
fechada 


b A-dl (3.12) 
f, 


que é denominada a circulação de A em torno de L. 
Dado um campo vetorial A, contínuo em uma região contendo uma curva suave S, definimos 
integral de superfície, ou 0 fluxo de A através de S (veja Figura 3.9), como: 


P = | A| cos8 ds = [4:a,ds 
; 


5 


ou simplesmente 





(3.13) 
onde, em qualquer ponto sobre S, a, é o vetor unitário normal a $. Para uma superfície 
fechada (definindo um volume), a equação (3.13) torna-se 
P = | A * ds (3.14) 
4 
que é referido como o fluxo líquido de A que sai de 5. Observe que o caminho fechado 
define uma superfície aberta, enquanto uma superfície fechada define um volume (veja 
Figuras 3.11 e 3.16). 
Definimos a integral 
| py dv (3:15) 


h 
como a integral de volume do escalar p, sobre o volume v. O significado físico de uma integral 
de linha, de superfície ou de volume depende da natureza das quantidades físicas representadas 
por À ou por p,. Observe que dl, dS e dv são definidos como na Seção 3.2. 


Figura 39 O fluxo de um campo 
vetorial À através da superfície 5. 





superficie 5 
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EXEMPLO 3.2 


Dado F = x'a, — xza, — y"a, determine a circulação F em torno do caminho (fechado) 
mostrado na Figura 3.10, 


Solução: 
A circulação de F em torno de L é dada por 


pra-(fef-[e Dra 


na qual o caminho é particionado nos segmentos numerados de 1 a 4, como mostrado 
na Figura 3.10. 
Para o segmento |,vy=0=z 


q 
F=xa, dl= dra, 


Note que dl é sempre considerado ao longo de +a,., de forma que a orientação dada pelo 
segmento 1 é dada pelos limites de integração. Portanto, 





o. 3 [0 
F-dl= | xdx=—> | =- 
Para o segmento 2,x = 0=z,F = —y'a., dl = dy a,. F “dl = 0. Assim, 


| F-dl=0 
Para o segmento 3, y = 1, F = xa, — xa, — a.e dl= dxa, + dza. então 
[ra = [a do 
ã 


Porém, sobre 3,72 = x; isto é, dx = dz. Assim, 





3 | 
a X 
jrea- [| (xo = 1)dg =— == 
3 0 3 [ 


Para o segmento 4, x = |, então F = a, — za, — ya, edl=dy a, + dz a,. Assim, 


nha 


Figura 3.10) Referente ao Exemplo 3.2. 
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Porém, sobre 4, z =y; isto é, dz = dy, então 


0 2 3/0 
E y y > 
F-dl= e Dome deê rio PET cre ia DE 
Agrupando as expressões anteriores, obtemos: 
| ss O | 
Eugl= =— Qi —— 
, o a qa” Te 


Figura 3.11 Referente ao Exercício 3.2. 





EXERCÍCIO PRÁTICO 3.2 


Calcule a circulação de 


A =pcrosda, + zsenga. 


em torno da borda L da fatia definida por O =p =2,0=646=60,72=0€ 
mostrada na Figura 3.11. 


Resposta: 1. 


3.4 O OPERADOR DEI* 


O operador del, escrito V, é o operador diferencial com caráter vetorial. Em coordenadas cartesianas: 


É 


(3.16) 





Esse operador diferencial, também conhecido como operador gradiente, não é um vetor em si mes- 
mo, mas, quando ele opera sobre uma função escalar, por exemplo, resulta em um vetor. O operador 
é útil para definir: 


1. o gradiente de um escalar V, escrito como VV; 
2. o divergente de um vetor A, escrito como V - A ; 
3. o rotacional de um vetor A, escrito como V x A; 
4. o laplaciano de um escalar V, escrito como VºV 


Cada uma dessas operações será definida, em detalhe, nas seções subsequentes. Antes de fazê-lo, é 


conveniente obter expressões para o operador de! (VW) em coordenadas cilíndricas é esféricas. Isso é 
facilmente obtido utilizando as fórmulas de conversão das Seções 2.3 € 2.4. 


“N.de T. Também conhecido como operador nabla, 
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Para obter V em termos de p, é e z, lembremos da equação (2.7) que 


2 a y 
p= Vr ty, lg O = E 


al 





Assim, 
cd) d seno d 
— = C08 0 — — Pe (3.17) 
dx dp Pp dj 
À E) COS E) 
en ipa do (3.18) 
dy dp Pp dp 


Substituindo as equações (3.17) e (3.18) na equação (3.16) e fazendo uso da equação (2,9), obtemos 
V em coordenadas cilíndricas: 








(3.19) 
De maneira similar, para obter V em termos de r, 8 e à, utilizamos 
É a 
3 3 ea A ) 
p= Ve yr +z, te À = Ra ig & = E 
Para obter 
à d cosicosó d send à 
— = senê cos &— + COEP ras o — e o (3.20) 
dx dr r li) Pp dj 
é) d .cosiseng d COS qd d | 
— = senfsenp—+ idas A a (3.21) 
dy dr r o Pp dy 
é) d sen8 d 
— = c050 — — eme 3.22 
dz dr r dê ) 


Substituindo as equações (3.20) a (3.22) na equação (3.16) e usando a equação (2.23), obtém-se V 
em coordenadas esféricas: 


oa l é) 
+ Ap 


rob 2 p sen 8 dó 





Observe que, nas equações (3.19) e (3.23), os vetores unitários são colocados à direita dos operado- 
res diferenciais porque os vetores unitários dependem dos ângulos. 


3.5 GRADIENTE DE UM ESCALAR 


O gradiente de um campo escalar V é um vetor que representa a magnitude e a orientação da 
máxima taxa espacial de variação de V. 


Uma expressão matemática para o gradiente pode ser obtida calculando-se a diferença no campo dV 
entre os pontos P, e P, da Figura 3.12, em que V,, V,e V, são contornos sobre os quais V é constante. 
Desse cálculo, 


“Um modo mais geral de obter V, VA, V x A. VVe W Ve utilizando coordenadas curvilíncas. Veja. por exemplo. M. R. Spiegel, Vector Analysis and an Intro- 
duciion to Tensor Analysis. New York: McGraw-Hill, 1959, p. 135-165. 


Cálculo Vetorial E 73 


Figura 3.12 Gradiente de um escalar. 





dV dV dV 
dV = ax + av O + a 
: É (3.24) 
dV aV AV 
atas Tra |idxa, gra, +ida) 
dx dy dz a 
Por conveniência, seja 
dV V DV 
east arca (3.25) 
A dy o úe: Ce 
Então, 
dV=G-dl= Gcos6 dl 
ou 
dV 
— = cos À 3.26 
di gas 


Onde dl é o deslocamento diferencial de P, até P,e 8 é o ângulo entre G e dl. Da equação (3.26) ob- 
servamos que dV/dl é um máximo quando & = O, isto é, quando dl está com a mesma orientação de 





G. Assim, 
dV dV | 
ci =—— = 6 (3.27) 
dE |ma dn 
onde dV/dn é a derivada normal, Portanto, G tem sua magnitude e orientação coincidindo com a má- 
xima taxa de variação de V. Por definição, G é o gradiente de V. Portanto: 
av dv dv 
e Pe di (3.28) 
dz 


gradV= VV=—a.+- 
dx dy 


Ao usar a equação (3.28) em combinação com as equações (3.16), (3.19) e (3.23), 0 gradiente de 
V pode ser expresso em coordenadas cartesianas, cilíndricas e esféricas. Em coordenadas cartesianas, 
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Em coordenadas cilíndricas, 


(3.29) 





Em coordenadas esféricas, 


.9V o 19V Lav 


VV += dg = 
"O xao rsen6b dó á 


(3.30) 


Td 
or 





As seguintes relações envolvendo gradiente, que são facilmente comprovadas, devem ser desta- 


cadas: 

(a) VV += VVY+ VU (3.31a) 

(b) VIVO) = VYU + UVY (3.31b) 
V V-— VV 

(c) Z| - a (3.31c) 

(d) VV” = nvolvy (3.31d) 


onde U e V representam escalares e 1 é um inteiro. 

Observe também as seguintes propriedades fundamentais do gradiente de um campo escalar V: 

1. a magnitude de VV é igual à máxima taxa de variação de V por unidade de distância; 

2. VV aponta na orientação de máxima taxa de variação de V; 

3. VV, em qualquer ponto, é perpendicular à superfície de V constante que passa através desse 
ponto (veja pontos Pe O na Figura 3.12); 

4. a projeção (ou componente) de VV na orientação de um vetor unitário a é VV. a e é denomi- 
nada de derivada direcional de V ao longo de a. Essa é a taxa de variação de V segundo a orientação 
de a. Por exemplo, dV/dl na equação (3.26) é a derivada direcional de V ao longo de P,P, na Figura 
3.12. Portanto, o gradiente de uma função escalar V fornece tanto a orientação segundo a qual V va- 
ria mais rapidamente quanto a magnitude da máxima derivada direcional de V; 

5. seA = VV, Vé denominado o potencial escalar de A. 


EXEMPLO 3.3 Determine o gradiente dos seguintes campos escalares: 
(a) V=e “sen2xcoshy 
(b) U = p'zcos2g 
(c) W = 10rsen? 8 cos & 


Solução: 
aV oV oV 








2 VY=— 8. a, + a. 
(a) dx Co Bu? O agp” 
= 2e “cos2xcoshya, + e “sen2xsenhya, — e “sen 2x cosh y a. 
ou LaU dt 
(b) VU=—a, +—— 


a a a. 
do: *  pdd * dz * 
= 2pz cos 2g a, — 2pz sen 24 a; + p'cos 29 a. 


EXEMPLO 3.4 


EXEMPLO 3.5 
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od W Law Lo dW 

e do cel sr cin 

ar" rag” rsendad * 

LO sen” 0 cos 4 a, + IO sen 28 cos & a; — 10 sen É sen & as, 


(c) VW 





EXERCÍCIO PRÁTICO 3.3 


Determine o gradiente dos seguintes campos escalares: 
(a) U =xºy + xyz 

(b) V=psend+z cos é + p” 

(c) f= cosfsenglnr + r& 

Resposta: (a) y(2x + z)a, + x(x + z)a, + xya. 


a 


(b) (z sen & + 2p)a, + (z cos & — — sen 2)a; + 
(p sen & + 2z cos” qa. 


os B send | sen 8 sen 
(c) e + 2ró Ja, = riam e Inra + 


on 
(ee os & Inr + rcossec o as 





Dado W = xy” + xyz, determine VW e a derivada direcional dW/dl segundo a orientação dada por 
3a, + 4a, + 12a, em (2, —1, 0). 


aW dW dW 
sao or aee. So po É 
dx dy o dz 


= (2x + yoa, + (Qx'y + xa, + (uya, 


Em (2, —1,0): VW = da, — 8a, — 2a, 
Assim, 


Solução: VW = 


dW 34:13 44 
— = YW-a= (4,=8,-7+——— = -— 
di is. 2) 13 13 


EXERCÍCIO PRÁTICO 3.4 


Dado & = xy + yz + xz, determine o gradiente & no ponto (1, 2,3) e a derivada 
direcional de & no mesmo ponto, orientada em direção ao ponto (3, 4, 4). 


Resposta: 5a, + da, + 3a,, 7. 


Ê = á à E gã pu : E! 
Determine o ângulo segundo o qual a linha x = y = 2z intercepta o elipsóide x + y + 27 = 10. 
Solução: 


Suponha que a linha e o elipsóide se encontrem segundo um ângulo , como mostrado na Figura 3.13. 
A linha x = y = 2z pode ser representada por 
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n Figura 3.13 Referente ao Exemplo 3.5: plano de interseção de uma 
linha com um elipsóide. 






elipsóndo 


/ 


linha 


r(A) = 2ha + 2ha, + da, 
onde À é um parâmetro. Onde a linha e o elipsóide se encontram, 
Carr OA 42X =10+A =] 
Considerando À = | nesse caso, o ponto de interseção é (x, y, 2) = (2,2, 1). Neste ponto, r = 2a, 
+2Za +a,. 
A superfície do elipsóide é definida por 

fusnd=xr+y +22 - Io 

O gradiente de fé 
VW =2a-+2a,+ a, 


Em (2,2, 1).Vf = 4a, + da, + da.. Assim, um vetor unitário normal ao elipsóide no ponto 
de interseção é: 


Escolhendo o sinal positivo nesse caso, o ângulo entre a, e r é dado por 
Ae] 5 


=—"—— = —= = sen 
ja, ; r| 349 3/3 é 


Assim, y = 74,21º, Como À e a, podem ser + ou=, temos, na realidade, quatro 
possibilidades de ângulos, dados por sen y = 5/3 Va). 





cos À = 


EXERCÍCIO PRÁTICO 3.5 


Calcule o ângulo entre as normais às superfícies xy +z=3exlogz-y)=-4 
no ponto de interseção (— 1,2, 1). 


Resposta: 73,4". 


3.6 DIVERGÊNCIA DE UM VETOR E TEOREMA DA DIVERGÊNCIA 


Na Seção 3.3, observamos que o fluxo líquido de um campo vetorial A que flui para fora de uma su- 
perfície fechada S é obtido da integral $ A « dS. Definiremos, então, a divergência de A como o flu- 
xo líquido que flui para fora de uma superfície incremental fechada, por unidade de volume encerra- 
do pela superficie. 


A divergência de A em um dado ponto P é o fluxo que sai, por unidade de volume, à medi- 
da que o volume se reduz à zero em torno de P. 
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NH 
di 


(a) tb) 





Figura 3.14 Iustração da divergência de um campo vetorial P: (a) divergência 
positiva, (b) divergência negativa, (c) divergência zero. 


ÁssIm, 


ba-as 


divA=V.A= lim (3.32) 
Av Av 


onde Av é o volume encerrado pela superficie fechada 5 na qual P está localizado. Fisicamente, po- 
demos considerar a divergência de um campo vetorial A, em um dado ponto, como uma medida de 
quanto o campo diverge ou emana desse ponto. À Figura 3,14(a) mostra que a divergência de um 
campo vetorial em um ponto P é positiva porque o vetor diverge (ou se “espalha” a partir de) em P. 
Na Figura 3.14(b) um campo vetorial tem divergência negativa (ou convergência) em P e, na Figura 
3.14(c), um campo vetorial tem divergência zero em P. A divergência de um campo vetorial pode ser 
vista como, simplesmente, o limite da intensidade da fonte de campo por unidade de volume (ou den- 
sidade da fonte); é positiva em um ponto-fonte e negativa em um ponto-sumidouro, ou zero em um 
ponto nem sumidouro nem fonte. 

Podemos obter uma expressão para V - A, em coordenadas cartesianas, a partir da definição na 
equação (3.32). Suponhamos que se queira calcular a divergência de um campo vetorial À em um 
ponto P(x,, Y, Z, ), considerando que esse ponto esteja encerrado em uma superficie fechada com um 
volume diferencial como na Figura 3.15. A integral de superfície na equação (3.32) é obtida da se- 


guinte forma: 
| Ads = (| +| +| +| 
s f d 


tente trás esquerda 


EF +[ A-dS (3.33) 


ireita “superior “inferio 
Uma expansão de A, em série de Taylor, em três dimensões, em torno de P, é 


= 


| oa, 
Ad, 42) = Aos os 20) + (8 — ao) o 


” 


A, 
3 (v es Yo) a 
P LR (3.34) 


+ termos de ordem superior 











E 


| dA 
Fi 2) EE 








P 


Para a face anterior, x = x, + dui2 e dS = dy da, Então, 


|. 


Para a face posterior, x = x,5— dx2, dS = dy di-a,. Então, 


| 


atrás 


tx dA 
Ads = dy dz AG Vo Zo) + cx x 





2 OX 





| + termos de ordem superior 


Filas P 


ex dA, 
2 ox 








AdS=-dyd: ro Vea | + termos de ordem superior 


P 
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p Figura 3.15 Cálculo de V-A no ponto 


: Pix Fo Zod 
face superior 





face à direita 
y 








+ termos de ordem superior (3.35) 
BP 





0A, | 
| Avds + | A -dS = dxdy de—5 


frente [RT 


Seguindo passos semelhantes, obtemos 


dA, 
| Ads + | AcdS = dxdy dz E | + termos de ordem superior (3.36) 
Pp 


esquerda direita 


+ termos de ordem superior (3.57) 
F 


sia A 
| Ads + | A-dS = drdyde = 
E 


superior inferior 





Substituindo as equações (3.35) a (3.37) na equação (3.33), observando que Av = dx ey dz obtemos 


3.38 
Srs) ÀV dX dy dz 





rem P 


porque os termos de ordem superior desaparecem a medida que Av — O, Portanto a divergência 
de À em um ponto Plxo, Vos Zo), EM um sistema de coordenadas cartesiano, é dada por 


(3.39) 





Expressões similares para V- A em outro sistema de coordenadas, podem ser diretamente 
obtidas da equação (3.32) ou pela transformação da equação (3.39) para um sistema de coordenadas 
apropriado. Em coordenadas cilindricas, substituindo as equações (2.15), (3.17) e (3.18) na equação 
(3.39) obtém-se: 


(3.40) 
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Substituindo as equações (2.28) e (3.20) a (3.22) na equação (3.39), obtemos a 
divergência de A em coordenadas esféricas: 


| | 
rsen O d0 rsend dá 


Ea (A, sen 8) + 


(3.41) 





Observe as seguintes propriedades da divergência de um campo vetorial: 
- resulta em um campo escalar (porque envolve um produto escalar); 
.. a divergência de um escalar V, div V, não faz sentido; 


1 
2 
3 V-(A-+B=V:A+V-B 
4 V-(VA)=VV- AFA VV 


A partir da definição da divergência de A na equação (3.32), não é dificil compreender que 


| A cds = | V- Adv (3.42) 
S V 





Esse é o chamado teorema da divergência, também conhecido como teorema de 
Gauss-Ostrogradsky. 


O teorema da divergência estabelece que o fluxo total de um campo vetorial A que sai 
de uma superfície fechada S é igual a integral de volume da divergência de A. 


Para demonstrar o teorema da divergência, subdividimos o volume v em um grande 
número de pequenas células. Se a k-ésima tem volume Av, é limitada por uma superfície S, 


Ads 
baas= 3 6 Acds= 5 E am (3.43) 
S 5 Avi 


k + k 
Já que o fluxo para fora de uma célula invade as células vizinhas, há cancelamento em 
cada superfície interna, tal que a soma das integrais de superfície sobre as S,'s é igual 
a integral de superfície sobre $. Tomando o limite do lado direito da equação (3.43) e 
incorporando a equação (3,32): 


b A -dS = [ V- Adv (3.44) 
8 


LU 


que é o teorema da divergência. O teorema se aplica em qualquer volume v limitado pela 
superfície fechada $, tal como mostrado na Figura 3.16, desde que se considere A e V- A 
funções contínuas na região. 
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EXEMPLO 3.6 


Figura 3.16 Volume v limitado pela superfície 5. 


volume v = | E | 
| superfície fechada 5 





Com um pouco de experiência, ficará evidente que o cálculo das integrais de volume é mais fácil do 
que o das integrais de superfície. Por essa razão, para determinar o fluxo de À através de uma super- 
ficie fechada, determinamos o lado direito da equação (3.42), em vez de determinarmos o lado es- 
querdo. 


Determine a divergência dos seguintes campos vetoriais: 
(a) P=xyza, + xa. 

4 
(b) Q=psendga,+p'zas+zcosça, 


| 
(co) T= E Cos a + rsenôcos q a, + costas 


Solução: 


ú 


E) ã 
(9): PP RA 
dx z 


dy o d 

= fp AQ ei E) 

e (ur yz) ay ) az (xz) 
ANDES 


a 


Da 
— (0) Sen + 
Jp (p &) p Do 


a à 
(9) + ER (z cos 6) 
sen à + cos à 

dos | d 


| à 
VT=5—("T)j+—— — (Tsen)+—— — (T, 
(e) pó ar FR DO posa E é) 


-— 59% [mm 














ss (r sen” 8 cos q) + SE (cos 0) 


d 
cos 8) + 
A rsen 6 db rsen bl dj 


cd 


no 
E 





| 
=0+-—— 2rsenficosficosd + O 
rsen 8 


= 2 cosfcos à 


EXERCÍCIO PRÁTICO 3.6 

Determine a divergência dos seguintes campos vetoriais e os calcule nos pontos 
especificados. 

(a) A =yza, + 4xya, + ya em (1, — 2,3) 

(b) B = pzsenda,+ 3p7” cos as em (5, 1/2, 1) 

(c) C=2rcosôcosga, + ras em (1, 7/6, 7/3) 


Resposta: (a) 4x. 4; (b)(2 — 3z)z send, —1: (c)ó cos 8 cos 4, 2,598. 


EXEMPLO 3.7 
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E - — de= a » não é E o 

Se G(r) = 10º “(pa, + a.) determine o fluxo de G para fora de toda superfície de um cilindro 
D 

p= 1,0=z7= l Confira o resultado utilizando o teorema da divergência. 


Solução: 
Se 'P é o fluxo de G através da superfície, como mostrada na Figura 3.17, então 


p= GAS PAY + Ps 


onde 'P,, 'P, e 'P, são os fluxos através da tampa superior, da tampa inferior e da superfície 
lateral do cilindro, como mostrado na Figura 3.17. 

Para P,,z = 1,dS = pdpdéa.. Assim, 
| E) ? 
| 2... “Sen É 
p= |e-as= | | I0e “p do do = 10€ 21) 5 
=0 "4=0 


I 





papas 0 


lOge * 
Para P,,z=0€e dS = pdpdo(-a.). Assim, 


” I dx 21 
| É cd = | | 10eºp do dé = —10(27) — 

b p=0 "6=0 - i 
— Oz 


Para É. p = 1,dS = pd: doa, Assim, 





P, 


| 2 -2r | 
: E Rs | Ea E : 
Po= Ec dS = | | 10e =p” dz do = 101) (27) — 
5 z=0 “4=0 —a o 
= 107(l — e”) 
Então, 
P=P+PB+P=IOre”-10r+IOr(I-e?)=0 
De outra forma, já que $ é uma superfície fechada, podemos aplicar o teorema da divergência: 


P = b G - ds = [ga 
S 


t 


Figura 3.17 Referente ao Exemplo 3.7. 
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No entanto, 


1 o Lo d 
V-G=-(06) + +66 + 6, 
Pp dp Pp dÊ dz 
E e “Pa 
— (OA =) = e == 
ER (o ) 


demonstrando que G não tem fonte. Assim, 


P = [s:ga=o 


t 


EXERCÍCIO PRÁTICO 3.7 


Determine o fluxo de D = pº cos” 4 a, + zsen ga, sobre a superfície fechada do 
cilindro O = 7 = |, p = 4 Verique o teorema da divergência para esse caso. 


Resposta: 647. 


3.7 ROTACIONAL DE UM VETOR E TEOREMA DE STOKES 


Na Seção 3.3, definimos a circulação de um campo vetorial A em torno de um caminho fechado L 
como a integral £,A - dl. 


O rotacional de A é um vetor axial (ou girante), cuja magnitude é a máxima circulação de A 

por unidade de área, à medida que a área tende a zero, e cuja orientação é perpendicular à es- 
E a a na 

sa área, quando a mesma está orientada de modo a se obter a máxima circulação. 


Isto é, 
 gGA-dl | 
rotÃ=VxA=( lim Lola, (3.45) 
as=o AS e 


onde a área AS é limitada pela curva L e a, é o vetor unitário normal à superfície AS e é determinado 
utilizando a regra da mão direita. 

Para obter uma expressão para V x A, a partir da definição na equação (3.45), considere a área di- 
ferencial no plano yz como na Figura 3.18. A integral de linha na equação (3.45) é obtida da seguin- 


te forma: 
+ | + [aca (3.46) 


Expandindo as componentes de campo com uma série de Taylor em torno do ponto central 
P(X Y Z,), COMO na equação (3.34), resolve-se a equação (3.46). No lado ab do contorno da Fi- 
gura 3.18, dl= dya ez = z,— dz!2, então: 


Devido à natureza rotacional, alguns autores unlizam o termo rot À para designar o rotacional de A. 
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E Figura 3.18 Contorno usado para determinar a componente x 
de VY x A no ponto P(x . x. Z) 














| A-dl=dy E Ainda | (3.47) 
es - oz Ip 
No lado be, dl = dza. ey = yo, + dy2, então 
dA, 
| Adl= dz [A Dias ROJEN o edi | (3.48) 
be 2 dy |p 
No lado cd, dl= dya,e 7 = + d2, então 
| A-dl= dy A, ES PN a Ni air dignas | (3.49) 
cul ? dz P 
No lado da, dl = dza. ey = y, — dy/2, então 
dy dA, | 
| A-dl= dz A. (os Var Zo) — 5 5 Á (3.50) 





ater 


Substituindo as equações (3.47) a (3.50) na equação (3.46), e observando que AS = dy dz, temos que 





Acdl dA, dA, 
, ÀS dy dz 


ou 


(rot A); =—— — — (3.51) 
CV 


As componentes x e y do rotacional de A podem ser encontradas da mesma maneira. Obtemos: 


dA, DA, 





(roL A), = (3.52a) 
: dz dx 
A, dA, 

(rot A). = ER (3.52b) 
dx dy 


A definição de VY X A na equação (3,45) independe do sistema de coordenadas, No siste- 
ma de coodenadas cartesiano, o rotacional A é encontrado, com facilidade, fazendo: 
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a, a, a, 
d dd 
ejo  - 3,53 
Pg dx Oy dz (ra) 
Às dy À, 
ou 
(3.54) 





Aplicando, na equação (3.54), as técnicas apresentadas no Capítulo 2 para transformação de 
coordenadas, obtemos o rotacional de A em coordenadas cilíndricas 


a, Da, a. 


1. |d é) d 
FM =>— |—  —— ——— 
Wi plido dp dz 
À. As A, 


UI 














(3.55) 
rsen O a 
| cd 
VA = : 
r” sen dp 
rsendA 
OU 
| (As send) dA, 
Foo 00 ads 
- | (3.56) 
| JA, fia Es Ed 
rop poa] De: ff resto] | roer: Go een [2 23 
Fr dr r dr ab 





Observe as seguintes propriedades do rotacional: 


|. o rotacional de um campo vetorial é um outro campo vetorial; 

2. orotacional de um campo escalar V, Y x V, não faz sentido; 

35 Vx(A+rB)=VxA+VXB; 

4 VxX(AXB)=A(V-B)-B(V:A)J+H(B- VA —(A- VB; 

5 VX(VA)=VVXA+VYKXA; 

6. a divergência do rotacional de um campo vetorial é zero, isto é, V-(V x A) = 0; 
7. o rotacional do gradiente de um campo vetorial é zero, isto é, V x VV = 0. 


Outras propriedades do rotacional encontram-se no Apêndice A. 
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Figura 3,19 Wustração de um rotacional: (a) rotacional em P 


rá ” | aponta para fora da página; (b) rotacional em P é zero. 
e = 4 
(a) (b) 


O significado físico do rotacional de um campo vetorial fica evidente na equação (3.45). O rota- 
cional fornece o máximo valor da circulação do campo por unidade de área (ou densidade de circu- 
lação) e indica a orientação ao longo da qual seu máximo valor ocorre. O rotacional de um campo ve- 
torial A, em um ponto P, pode ser considerado como uma medida da circulação do campo, ou, em 
outras palavras, de quanto esse campo gira em torno de P. Por exemplo, a Figura 3.19(a) mostra que 
o rotacional de um campo vetorial em torno de P é orientado para fora da página. A Figura 3.19(b) 
mostra um campo vetorial com rotacional zero. 

Ainda, da definição do rotacional de A, na equação (3.45), podemos esperar que 


bard- [eexaras (3.57) 
L S 


[a 





Este é o teorema de Stokes. 


O teorema de Stokes estabelece que a circulação de um campo vetorial A em torno de um ca- 
minho (fechado) L é igual à integral de superfície do rotacional de A sobre a superfície aber- 
ta S, limitada por L (veja Figura 3.20), desde que A e V X A sejam contínuos sobre 5. 


A demonstração do teorema de Stokes é semelhante à do teorema da divergência. À superfície 8 
é subdividida em um grande número de células, como mostra a Figura 3.21, Se a k-ésima célula tem 
uma área superficial AS, e é limitada pelo caminho L,. 


A-dl 
bAdi= Sp Acdi= 3 as, (3.58) 
É E dp, To ÀS 


Figura 3.2 Estabelecendo o significado de dl 
e dS referidos no teorema de Stokes. 
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EXEMPLO 3.8 


Figura 3.21 Ilustração do teorema de Stokes. 





Conforme mostrado na Figura 3.21, há cancelamento em todos os caminhos internos, de tal modo 
que o somatório das integrais de linha em torno dos L é igual à integral de linha em torno do cami- 
nho L. Portanto, tomando o limite do lado direito da equação (3.58) quando AS, > 0 e incorporando 
a equação (3.45), obtém-se 


paca [9xA-as 
L ; 


+ 


que é o teorema de Stokes. 

A orientação de dl e dS, na equação (3.57), deve ser escolhida usando-se a regra da mão direita 
ou do parafuso de rosca direita. Ao usar a regra da mão direita, se posicionarmos os dedos ao longo 
de dl, o polegar indicará a orientação de dS (veja Figura 3.20). Observe que, enquanto o teorema da 
divergência relaciona a integral de superfície com uma integral de volume, o teorema de Stokes rela- 
ciona uma integral de linha (circulação) com uma integral de superfície. 


Determine o rotacional de cada um dos campos vetoriais do Exemplo 3.6. 








Solução: 
E. DÊ, j P ad P. dP, 
(a) VxP= (5 - a E (os = de) + (a - a, 
dy dz dz dx dx ox) 
= (O = Dja, + (x2y = (U=— x7) a. 
= (xy — Za, — xza. 
1 90. a e | I | d da] 
Dig =: | SS ahi tl Em ta. 
(b) Q E 26 o FF as | E as (005) 24 | * 
Rs > | ” 
= — Sen P — p) a, + (O — Ola, + o E -— pcos qa. 
| 
= — le sen 6 + p'Ja, + (3pz — cos g)a, 
| d d 
o VxT= (sen) —— Tola, 
(e) r sen 8 ES ii o | 





a Do à (to| +ild em A 
- — T,—- — (r a +-|[—4UT)-—T,|a 
Plsend as” pré WC larcM ot] 





d ) 
(cos 8 sen 8) — o (r sen 8 cos à)| a, 
í 





“ rseng [98 
| ] d (cos É Do. 
dg E —- — (ros o) dy 
r |sendodg q dr 
E E pi d (cos 2] 
+—|— (rº sen ô cos d) — — E 
r E 9) 00 q? á 


EXEMPLO 3.9 


Cálculo Vetorial 





| l 
= (cos 28 + r sen O sen gja, + — (O — cos Ba, 
r sen O Pr 


| sen O 
ERES 2rsenfcosg +—s |as 
FE 


n (e 20 
rsen 0 





Y.  cos0 Í 
+ sen é 7 do + 2cos & a sen 0 ag 


EXERCÍCIO PRÁTICO 3.8 


Determine o rotacional de cada um dos campos vetoriais do Exercício 3.6 e o calcule 
em cada um dos pontos indicados. 


Resposta: (a) a, + ya, + (4y — z)a.,a, — 2a, — lla,: 
(b) —6pzcosgpa, + psingas + (67 — ljzcosga,, 5aç; 


3 
(e) Sê a, -(2 cotg 8 sen idas E a) a + 2 sen É cos 4 as; 


1.732 a, — 4,54, + 05 as. 


Se À = pcosga, + senda, determine q À + dlao longo do caminho, como mostrado 
na Figura 3.22. Confira esse resultado utilizando o teorema de Stokes. 


Solução: 
Seja 


pacata [+ [+ [+ [aca 


dt 


onde o caminho L foi dividido nos segmentos ab, be, cl e da, como mostrado na Figura 3.22. 


Ao longo de ab, p= 2 e dl= p dg as. Assim, 


[30º 


ANS 1) 





b im 
| Acdl= | p sen é dp = 2(—cos q) 


“a p= 60" 


y Figura 3.22 Referente ao Exemplo 3.9. 
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Ao longo de bc, é = 30º e dl= doa, Ássim, 


e 


c ho) 
| Acdl= | pcos é dp = cos 30º É 


* 21N3 


» 4 








2 


da p=? 
Ao longo de cd,p = 5 edl = p dé as. Ássim, 
bo” 


mw 2 





«dd 60º 
| Acdl= | p sen o dá = 5Sí—cos 6) 


c &=30º 


Ao longo de da, é = 60ºe dl = dp a,. Assim, 





| Acdl= | pcos é do = cos 60º + 


d p=5 


Agrupando todos esses termos, tem-se 


21V3 53 | 
PAcdI= 3 +14 ; gaia 
; | 


27 
= (V3- 1 =4,94 





Utilizando o teorema de Stokes (porque L é um caminho fechado) 


bAcai= | (VxAj-ds 
L 


& 


Contudo, dS = pdúdpa.e 








LOA  dAs. dA JÁ. Il a 3 A 
as 8 gq 
dq dz dz dp pldp db 
l 
= (O — Da, + (O — Oa, + pit + p)sen ga. 
Assim, 


a co 5 
[(xa-as= | | = (1 + p) sen 6 p do dó 


dm 30º “om 2 


Er 5 
| sen 6 46 | (1 + pJdp 


30º 2 
60º 2 
a RE 


ia 1) = 4,941 


5 


=Cos Q 








4 


EXERCÍCIO PRÁTICO 3.9 
Utilize o teorema de Stokes para conferir seus resultados do Exercício Prático 3.2. 


Resposta: 1. 


Cálculo Vetorial E 89 


EXEMPLO 3.10 Para um campo vetorial A, demonstre explicitamente que V-V X A = O; isto é, que a divergência 
do rotacional de qualquer vetor é zero. 


Solução: 
Essa identidade vetorial, bem como a que será mostrada a seguir no Exercício Prático 3.10, é muito 
útil em EM. Por simplicidade, consideraremos A em coordenadas cartesianas., 





a dy a 
is 
do ud dy dz 
VeVXA = 
(2,2 dy e A, A. 


FA 
a aa hr re 
dx ay dz dx oz JN ax ay 


ua a A ) a (8 a) ssa (Es as 
dx dy dz dv A dx dz dx A dx dy 


A. JA JA DA JA, JA, 
— — + AREA as = it Jo hp prio a To ui 
dx dy  dxôz dydx odydz dzdrx dzdy 














P: pa 


orque — 
E dx dy 9x 0 








-, e assim por diante. 


) 


EXERCÍCIO PRÁTICO 3.10 


Para um campo escalar V, demonstre que V XxX VV = Oy isto é, que o rotacional do 
gradiente de qualquer campo escalar se anula. 


Resposta: a demonstração, 


3.8 LAPLACIANO DE UM ESCALAR 


Por razões de ordem prática, é oportuno introduzir o conceito de um operador que é a composição 
dos operadores de gradiência e de divergência. Esse operador é conhecido como o laplaciano. 


O laplaciano de um campo escalar V, escrito como VÊ V, é o divergente do gradiente de V. 


Portanto, em coordenadas cartesianas, 


Laplaciano V= V-VV= VV 


q à à av av av 
-[datiatia E a + dt de (3.90) 
1. y z 7 


Isto é, 


(3.60) 
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Observe que o laplaciano de um campo escalar é um outro campo escalar. 
O laplaciano de Vem outros sistemas de coordenadas pode ser obtido a partir da equação (3.60), 
fazendo a transformação de coordenadas. Em coordenadas cilíndricas, 


(3.61) 


2) il om 
r O SAE Da SERÃO o. 
dr r” sen 8 00 dB + : 


Um campo escalar V é dito harmônico em uma dada região quando o seu laplaciano se anula nes- 
sa região. Em outras palavras, se a igualdade 





VV =0 (3.63) 


for satisfeita nessa região, a solução para V na equação (3.63) é harmônica (isto é, na forma de seno 
ou cosseno). A equação (3.63) é denominada equação de Laplace. Resolver essa equação será nosso 
principal objetivo no Capítulo 6. 

Consideramos, até aqui, apenas o laplaciano de um escalar. Já que o operador laplaciano V” é um 
operador escalar, é possível definir também o laplaciano de um vetor A. Nesse contexto, V/A não deve 
ser interpretado como o divergente do gradiente de A, o que não faz sentido. Na verdade, VºA deve ser 
entendido como o gradiente do divergente de A subtraído do rotacional do rotacional de A, Isto é, 


VA=WMV-A-VXVYXA (3.64) 





45 Ê 2 E 
Essa equação pode ser empregada para determinar o VA em qualquer sistema de coordenadas. No 
sistema cartesiano (e unicamente nesse sistema), a equação (3.64) torna-se 


VA = VAa, + VAa, + VAa. (3.65) 


: $ 


Encontre o laplaciano dos campos escalares do Exemplo 3.3, isto é: 
(a) V=e “sen2xcoshy 

(b) U = p'zcos2g 

(c) W= IOrsen? cos & 


Solução: 
O laplaciano, no sistema de coordenadas cartesiano, pode ser determinado tomando a primeira deri- 
vada da função e, em seguida, a segunda derivada. 











| GV BR ey 
(a) VV="D+— +— 
dx” oyo dz 


= 


d ao "5 
EE (Ze “ cos 2x cosh y) + E (e “cos 2x senh y) 
Y y 


E 


+ 
+-— (—e “sen 2x cosh y) 


oz 
—de “sen2xcoshy + e “sen2xcoshy + e “sen2xcosh y 
—2e * sen 2x cosh y 
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lo (at Las o alo 
perna LE 
Podpr dp op” dp” dz” 


| E) m | “+ : É 
= — E (Zo z cos 24) — — do“z cos 29 + O 
p dp pr 
= dz cos 2d — dz cos 26 








, L of .,oW I à à aW 
(0) VW == — (1 ) FE — — (sen 5) + — 
ro or dr / r” sen 8 d0 do. r sen 8 dó 


) 
— (10r sen 28 sen 8 cos d) 





=—— (10º sen” 8 cos 4) + - 
ES ar 9) ré senô db 
o 1Or sen” 8 cos & 
r” sen 6 
nr! sen” 0 cos & E 20r cos 28 sen Q cos & 
r r> sen 8 
I0rsen2b cosôcosp lOcosáó 
+ 
r sen É Pr 
10 cos , > 
= EE (» sen 8 +2c0s29+2cos 0 - 1) 
IO cos & 


= (1 + 2 cos 28) 


S 
EXERCÍCIO PRÁTICO 3.11 


Determine o laplaciano dos campos escalares do Exercicio Prático 3.3, Isto é, 


(a) U=xy+mz 
(b) V= prsengd+zicos & + p 
(c) f=cosôsendInr+r q 


Mt) 
ai 


3 | | 
Resposta: (a) 2y, (b)4+ 2cos” à& — Ea cos2é, (c)— cosfiseng(l —-2Inr 
p” r 





cossec” 8 In r) + 66. 


'3.9 CLASSIFICAÇÃO DE CAMPOS VETORIAIS 





Um campo vetorial é univocamente caracterizado pelo seu divergente e seu rotacional, Nem só o di- 
vergente, nem o rotacional, individualmente, são suficientes para descrever completamente o campo. 
Todos os campos vetoriais podem ser classificados em termos da anulação ou não-anulação de seu 
divergente ou de seu rotacional, como segue: 


(a) VA=0,VxXA=0 
(b) V'.AHOVxXA=O 
(O) VA=0,VxXAO 
(d) VALOVXA*O 


A Figura 3.23 ilustra campos típicos dessas quatro categorias. 
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| M 
À ui Tu 
REAR w A í pa 
ii » 
= e A Td É E dão 
(a) (b) (c) (x) 


Figura 3.23 Campos Lípicos com divergente e rotacional nulos ou não nulos. 


(mM) A=ka,V A=0,VxXA=O; 

(b) A=kr,V A=MVxA=O 

()y A=kxrV:A=0,VYVxXA=2k; 
(d)A=kxXxr+ter, Vo A=3I,VYVxXA=2k. 


Um campo vetorial A é dito solenoidal (ou não-divergente) se V :- A = 0. 


Esse campo não é nem fonte nem sumidouro de fluxo, Do teorema da divergência: 


GAvdS= | V:Adr=0 (3.66) 


ho) V 


Assim, as linhas de fluxo de A, que entram em qualquer superfície fechada, devem sair dela. Exem- 
plos de campos solenoidais são: fluidos incompressíveis, campos magnéticos e densidade de corren- 
te de condução sob condições estacionárias. Em geral, o campo do rotacional de F (para qualquer F) 
é puramente solenoidal porque V - (V x F) = 0, como demonstrado no Exemplo 3.10, Portanto, um 
campo solenoidal A pode ser sempre expresso em termos de um outro vetor F, isto é, 





(3.67) 
então 
Um campo vetorial A é dito irrotacional (ou potencial) se V x A = 0. 
Isto é, um vetor sem rotacional é irrotacional,” A partir do teorema de Stokes: 
[(xaas=4A-a=0 (3.68) 


5 Ê 


Portanto, em um campo irrotacional A, a circulação de A em torno de um caminho fechado é identi- 
camente zero. Isso implica que a integral de linha de A independe do caminho escolhido. Portanto, 
um campo irrotacional é também conhecido como um campo conservativo. Exemplos de campos ir- 
rotacionais incluem o campo eletrostático e o campo gravitacional. Em geral, o campo do gradiente 
de V (para qualquer escalar V) é puramente irrotacional já que (veja, Exercício 3.10): 


Vx(VW=0 (3.69) 


nm 


1 a ' ' " a ' 
“De fato, o rotacional é algumas vezes conhecido como rotação c o rotacional de 4 é escrito como rot A em alguns livros-texto, Essa é uma das razões para 


usarmos o termo irracional, 


EXEMPLO 3.12 
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Dessa forma, um campo irrotacional A pode ser sempre expresso em termos de um campo escalar V, 
Isto é, 


Sto 


(3.70) 


então 





Por essa razão, A pode ser chamado de campo potenciale V'de potencial escalar de A. O sinal nega- 
tivo na equação (3.70) foi inserido por razões da Física que ficarão claras no Capítulo 4. 


Um vetor À é univocamente descrito dentro de uma região por seu divergente e seu 
rotacional. Se 


V-A=ap (3.71a) 


E» 


p» pode ser considerado como a densidade de fonte de A e pç a densidade de circulação de A, Qual- 
quer vetor À que satisfaça a equação (3.71) tanto com p, quanto com pç se anulando no infinito po- 
de ser expresso como a soma de dois vetores: um irrotacional (rotacional zero) e outro solenoidal (di- 
vergência zero). Esse é o denominado teorema de Hetmholtz. Portanto, podemos escrever: 


A=-VV+VxB (3.72) 


Se fizermos À, = -VVe A =V X B, é evidente do Exemplo 3.10 e do Exercício 3.10 que V x A, =0 
eV X A, = 0, demonstrando que A, é irrotacional e A é solenoidal. Finalmente, fica claro, das equa- 
ções (3.64) e (3.71), que qualquer campo vetorial tem um laplaciano que satisfaz 


VA = Vo— VX ps (3.73) 


Demonstre que o campo vetorial A é conservativo se A possui uma das seguintes propriedades: 


(a) a integral de linha da componente tangencial de A ao longo do caminho que se estende do ponto 
P até o ponto Q é independente do caminho; 

(b) a integral de linha da componente tangencial de A em torno de qualquer caminho fechado é ze- 
ro. 


Solução: 
(a) Se A é conservativo, V X A = 0, Então existe um potencial V tal que: 





Assim, 





(4 q E , 
o V od V dV 
| Acdl -| Dar + ara a 
Y 


5 dx dz 

Ni) - E 

| - E dx | 9V dy nel 
= = e PR e CER ee Ss 

p Lôxds dyds dzds 


o Q 
IV 
ps p 


Fo 
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RESUMO 


ou 


ro 
Acdl= MP) —- HO) 





P 
demonstrando que a integral de linha depende somente dos pontos inicial e final da curva. Portanto, 
ç 
para um campo conservalivo, | A - dl é simplesmente a diferença de potencial entre os pontos ex- 
BP 
tremos do caminho. 


(b) Se o caminho é fechado, isto é, se Pe O coincidem, então: 


bad VP - VP) =0 


EXERCÍCIO PRÁTICO 3.12 


Demonstre que B = (y + z cos xz)a, + xa, + x cos xz a. é conservativo, sem calcular 
nenhuma integral. 


Resposta: a demonstração. 


1. Os deslocamentos diferenciais nos sistemas cartesiano, cilíndrico e esférico são, respectivamente: 
dl= dra, + dya, + da, 
dl= doa, + pdgas + dia, 
dl= dra, + rdda,+ rsenb doa, 


Observe que dl é sempre considerado com orientação positiva, e a orientação do deslocamento 
é indicada nos limites de integração. 


2. As áreas diferenciais normais nos três sistemas de coordenadas são, respectivamente: 
ds = dydza, 


dx dz a, 
dx dy a, 


dS = pdó dia, 
do dz as 
p dp dê a. 


dS = r” sen O dê dba, 
rsen 8 dr dj as 
rdr do as 


Observe que dS pode estar com orientação negativa ou positiva, dependendo da superfície 
considerada, 
3. Os volumes diferenciais nos Lrês sistemas são: 
dv = dx dy dz 
dv = p dp dg dz 
dv = rº sen 6 dr dê dd 
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4. A integral de linha do vetor A ao longo do caminho L é dada por f, A: dl. Se o caminho é fecha- 
do, a integral de linha torna-se a circulação de A em torno de L, isto é, £, A: dl. 

5. O fluxo ou integral de superfície de um vetor A através da superfície $ é definido como J,A: dS. 
Quando a superfície $ é fechada, a integral de superficie torna-se o fluxo liquido de A através de 
S, apontando para fora, isto é, $ Ads. 


« A integral de volume de um escalar p, sobre um volume v é definida como f, p, dv. 
A diferenciação vetorial é obtida utilizando o operador diferencial com caráter vetorial V. O gra- 
diente de um campo escalar V é denotado por VV, a divergência de um campo vetorial A por Y * 
A, o rotacional de A por Y x A eo laplaciano de V por VV, 
8. O teorema da divergência, $,A + dS = [,V- A dv, relaciona uma integral de linha sobre um ca- 
minho fechado à uma integral de superfície. 
9. O teorema de Stokes, $, Ardl= J(Vx A): ds, relaciona uma integral de linha sobre um ca- 
minho fechado à uma integral de superfície. 
10. Se a equação de Laplace, VºV = 0, é satisfeita por um campo escalar V em uma dada região, V 
é dito harmônico naquela região. 
11. Um campo vetorial é solenoidal se V* A = O; é irrotacional ou conservativo se V x A = 0. 
12. Um resumo das operações de cálculo vetorial nos três sistemas de coordenadas é fornecido nas 
guardas finais deste livro. 
13. As identidades vetoriais VV x AecV x VV = 0são muito úteis em EM. Outras identidades 
vetoriais estão no Apêndice A.l0, 


e] 


+ 


QUESTÕES DE REVISÃO 





3.1 Considere o volume diferencial da Figura 3.24 e relacione os itens da coluna da esquerda com os 
da coluna da direita, 


(a) dlde A até B (1) dydza, 
(b) dlde A até D Qi) —dx dz a, 
(c) dlde A até E (ii) drdya, 
(d) dSda face ABCD (iv) —dxdya. 
(e) dS da face AEHD (v) dxa, 

(1) dS da face DCGH (vi) dya, 

(2) dS da face ABFE (vii) dza. 


3.2 Para o volume diferencial na Figura 3.25, relacione os itens da lista da esquerda com os da lista da 


direita, 

(a) dlde E até À (1) —pdó dia, 
(bj dlde B até A (ii) —dp dia, 
(c) dl de Daté A (uu) —po do déa, 
(d) dS da face ABCD (iv) pdpdõa, 
(0) dS da face AEHD (v) dpa, 

(1) ds da face ABRE (vi) p do as 


(2) dS da face DOGH (vil) dza. 
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Figura 3,24 Referente a Questão de Revisão 3.1. 





3.3 Um volume diferencial em coordenadas esféricas é mostrado na Figura 3.26. Para o elemento de 
volume, relacione os itens da coluna da esquerda com os da coluna da direita, 


(a) dlde A até D (i) —rº sen 8 dê dg a, 
(b) dlde E até A (1) —rsen 6 dr dá as 
(c) dlde A até B (ni) rdr dê as 

(d) «is da face EFGH (1v) dra, 

(2) dS da face AEHD (v) rdbas 

(1) dS da face ABFE (vi) rsen 8 dá a, 


3.4 Ser=uxa +ya +za. éo vetor posição do ponto (x, y, 72)e r = trl. qual das seguintes igualdades é 
incorreta” 
(a) Vr= rr 
(b) Ver=1 
(0) Vr-r)=6 
(d) Vxr=0 


3.5 Qual das seguintes operações não faz sentido? 


(a) grad div 
(b) div rot 

(c) grad rot 
(d) rol grad 


(e) div rot 


E E Figura 3.25 Referente a Questão de Revisão 3.2. 


tfz 


dp pilá 
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E Figura 3.26 Referente a Questão de Revisão 3.3 
(e também referente ao Exercício Prático 3.1). 


rdô 
A 





sen 8 dá 


d cr + 
dy j i 


3.6 Qual das seguintes operações resulta em zero? 


3.8 


3.9 


(a) grad div 
(b) div grad 
(c) rot grad 
(d) rot rot 


Dado um campo À = 3x vza, + xa, + (ey — 2:)a.. pode-se afirmar que A é: 
(a) Harmônico 

(b) Não-divergente 

(c) Solenoidal 

(d) Rotacional 

(e) Conservativo 


A densidade de corrente superficial J, em um guia de onda retangular, está representada na Figura 
3.27. Observa-se na figura que J diverge na parede superior do guia, enquanto não diverge na pa- 
rede lateral do guia. 


(a) Verdadeiro, 
(b) Falso, 


O teorema de Stokes é aplicável somente quando existe um caminho fechado e o campo vetorial e 
suas derivadas são contínuas ao longo desse caminho. 


(a) Verdadeiro. 
(b) Falso. 


(c) Não necessariamente verdadeiro ou falso, 
Se um campo vetorial Q é solenoidal, qual das igualdades é verdadeira? 
(a) 4.0 «dl=0 


(b) 4: “dS=0 


(co) VxQ=0 
(d) YxXQHO 
(e) VQ=0 
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PROBLEMAS | 


Ml 


3.2 


É 


ES Figura 3.27 Relerente a Questão de Revisão 3.8. 


Es = 
e 


Respostas: 3.la-(vi), b-(vil), c-(v), d-(1), e-(11), E-(iv), e-(in7); 3.2a-(vi), b-(v), e-(vii), d-(11), 


e-(1), E-(1v), e-Qi); 3.3a-(v), b-(vi), c-(iv), d=(11m1), e-(1), f(11); 3.4b; 3.5c; 3.6c; 
3.7e; 3.8a; 3.94; 3.10b. 


Utilizando o comprimento diferencial df, determine o comprimento de cada uma das seguintes curvas: 
(a) p=3I,wm4<gó<a/2,7= constante 

(Db) r=1,0=30,0=g4=< 60º 

(c) r=4,30º< 8 <90º,4 = constante 


Calcule as áreas das seguintes superfícies, utilizando a área da superfície diferencial dS: 
(a) p=20<;:<5sãxô<g< a 

b)z=LI<p<3%0<64< 74 

(0) r=10,74<0<27/,0<64<27 

(td) 0O<r<4,60º<0<90º,P = constante 


Utilize o volume diferencial dv para determinar os volumes das seguintes regiões: 
MM )SIeLICySA-3IS 23 

bd 2<p<5iri<óá<mr,—l<z<4 

(og) lI<r<i,tico<lrlB,rTit<g< Tr 


| 2 ácida ap ca 2 
Dado que p, =x + xy, calcule J.p dSsobrearegiãioy=x,0<x< 1. 


Dado que H = xa, + ya, calcule | H - dl, considere L ao longo da curva y = X «de (0, 0)a (1,1). 


Ê 
Encontre o volume de um cone, seccionado de uma esfera de raio r = a, limitado por É = «x. Cal- 
cule o volume quando « = mãe a = 7/2. 


E 
Se a integral | F+ dl for considerada como o trabalho realizado para deslocar uma partícula de A 
A " - 
até B, encontre o trabalho realizado pelo campo de força: 
2.3 2 
F = Zita +rix -2)a Sa, 
sobre uma partícula que se desloca de A(O, 0, Oj até B(2, 1,3) ao longo: 


(a) do segmento (0, 0, 0) > (0, 1,0) > (2, 1,0) > (2, 1,3) 
(b) da linha reta entre (0,0, 0) até (2, 1,3) 


SE 
H=(x-ya+(+ zv)a, — Syza. 


calcule J H - dl ao longo do contorno da Figura 3.28. 


3.9 


+10 


3.13 
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Figura 3.28 Referente ao Problema 3.8. 





Se V=(x+y)z, calcule ; Vas, onde $ é a superfície de uma fatia cilíndrica definida por O < à < 
! 


m2,.0<72<2eds é normal à essa superfície. 


Seja À = 2xya, + xza, — ya.. Calcule [ A dv sobre: 
(a) uma região retangular dada por0 = x = 2,0=y=2,0=752; 
(b) uma região cilíndrica dada porp = 32,0 = 755; 
(c) uma região esférica dada por r = 4. 
mm Ea =” 2 - dg a om ” A 
A aceleração de uma partícula é dada por a = 2.44. m/s. A posição inicial da partícula é r = (0,0, 
0), enquanto sua velocidade inicial év = — 2a, +5az m/s. (a) Determine a posição da partícula no 
tempo t = 1. (b) Determine a velocidade da partícula como uma função do tempo t. 


Encontre o gradiente dos seguintes campos escalares: 
(a) U = dxr + 3yz 

(b)W=2p(7+I)cosó 

(c)H = FÉ cos cos Q 


Determine o gradiente dos seguintes campos e calcule seu valor nos pontos especificados: 


(a) V = "ços 52, (0,1, — 0,2,0,4) 
(b) T= 5pe *seng,(2, 7/3,0) 


(c) 4 = gender (1, m/6, 7/2) 
Fê 


Determine o vetor unitário normal à S(x,y, 2) =X + —z no ponto (1, 3, 0). 


PE a a E - e iT 

A temperatura em um auditório é dada por F= x +w — 7. Um mosquito localizado em (1, 1, 2). 
dentro do auditório, deseja voar em uma orientação tal que ele se aqueça o mais rápido possível, 
Em qual orientação ele deve voar? 

Encontre a divergência é O rotacional dos seguintes vetores: 


| E 
(a) A=e"a-+senxya, + cos xza. 
; a ” 

(b) B= pzcosga, + zsen qa. 


l 4 | 
rcosda,— —senbaç+t 2r senda, 
= 


(c) € 


Calcule V x AcV.VxAse: 
(a) A =xya,+ ya, ANTA. 
(b) A =p'a,+p'as+3pr'a, 


sen À Cos À 
(c) A = - ga 
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3.18 Considere o vetor fluxo de calor H = kV T. onde T é a temperatura e k é a condutividade térmica. 
Mostre que, onde 


TA Ty 
“cosh — 
2 2 





T= 5Osen 
então V:H = 0. 
3.19 (a) Demonstre que 


Ví(VA)= VV. ALA VV 


onde Vé um campo escalar e A é um campo vetorial. 
(b) Calcule V - (VA) quando À = 2xa + 3ya, — dza e V = xyz. 


3.20 (a) Verilique a identidade 


VX(VA)=MVZXA+VYXA 


onde Ve A são, respectivamente, campo escalar e campo vetorial. 


| I 
(b) Calcule V x (VA)quando V=—, e A=rcosfa,+ rsenda, + senficos & as. 
pe 
3.21 SeU = x;- Xy + YZ, calcule div grad U. 


3.22 Demonstre que VInp = V X ga.. 





3.23 Proveque Vo = V x o ) 
sen À 


3.24 Calcule VV, V: VVeV x VY se: 
(a) V= 3xy + a: 
(b) V=pzcos &d 
(c) V=4r cosf sen é 


3.25 Ser=xa+ya,tza, e T=2zya, + xy'a, + xºyza.., determine: 
(a) (Ve r)T 
(b) Gr: N)T 
(o) YerireT) 
(d) (r- Wr 


3.26 Ser= xa, +ya, + za, é o vetor posição do ponto (x, y, 2), r = |r| e n é um inteiro, mostre que 
(Vero (n+D 
(b)Yxrr=0 


3.27 Considerando r e r do problema anterior, prove que: 


(a) V(InHm)= dd 


F 


(b) VÍ (In +) = ne 


2 
3.28 Para cada um dos seguintes campos escalares, determine VV: 


(a) Vi=xry + 
(b) Va 
(Cc) Va 


pz” sen 26 
r(1 + cos 0 sen 4) 


II 


3.35 


Ei 
e 
Em 


r 
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y Figura 3.29 Referente ao Problema 3,31. 


Encontre o laplaciano dos seguintes campos escalares e calcule seu valor nos pontos indicados: 
(a) U = xiyeS (1,1) 

(b) V= píz(cos é + sen 4), (5, 7/6, —2) 

(co) W=e “senficosg. (1, 7/3, 7/6) 


SeV=xyzeA=xya +xza,-y'za, encontre (a) VV; (b) VA; (c) grad div A; (d) rotrot A. 
Dado F = xy a —va, encontre: 
(a) , F + dlonde L é o da Figura 3.29. 


(b) Jo(V x V)- dS, onde S é a área limitada por L. 
(0) O teorema de Stokes é satisfeito para esse caso? 


Seja D = 2p7a, + p cos ga.. Calcule: 
(a) & D- ds 

E 
(b) J.V-Dadv 


na região definida por 0 =p =5,-|l=:=1l,O<g<2r. 


Se F = xa, + ya, +(7— 1) a.. encontre 9, F + ds, onde 5 é definido por 


p=2,0<z<2,0=6=27. 


(a) Dado que A = xya, + yza, + xza., calcule & A «dS, onde S é a superfície de um cubo, definido 
A 


por0=r=1,0=y=1,0=1:5=1. 
(b) Resolva novamente a parte (a) considerando que $ permaneça o mesmo c A = yza, + 
xza, + Xya.. 


Verifique o teorema da divergência 


x 


Vv 


para cada um dos seguintes casos: 

(an) À = xva, + va, + ya. é $ é a superfície de um cubóide, definido por 
U<x<l0<y<l,0<gz<l; 

(b) A = 2Zpza, + 3: senga,-dpcospa.eSéa superfície da fatia, definda por 
O<p<2Z0<g<45", 0)<z<s; 


(CJA = ra, +rsentficosga,e S éasuperlicie de um quarto de uma esfera, definida por 
O<r<3ã0<g<ga2,0<0< a, 
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Li 
qm 
- 


ta 
E. 


(a) th) 


Figura 3.30 Referente ao Problema 3,37. 


3.36 O momento da inércia em torno do eixo 7 de um corpo rígido é proporcional a 


| (e + y3) dx dy dz 


v 


Expresse esse momento como o fluxo de algum campo vetorial A através da superficie do corpo. 


*3.37 Seja A = psenga,+ pa, Calcule , A - dldado que 


(a) EL é o contorno da Figura 3.30(a). 
(b) Léo contorno da Figura 3,30(b). 


3.38 Calcule o fluxo total do vetor 
F=p'senda,+zcosga, + pra, 


que sai através de um cilindro ôco, definido por 2 =p =3,0=1755. 
3.39 Encontre o fluxo do rotacional do campo 
I | 
T= cais A + rsenficos da; + costa, 
através do hemisfério r= 4ez=0, 


“3.40 Um campo vetorial é dado por 





a a 
x rey pg. 
= Viacom a, 


Va” + yó 


Calcule as seguintes integrais: 

(a) ], Q - dlonde L é a borda circular do volume na forma de uma casquinha de sorvete, mos- 
trado na Figura 3.31. 

(b) f; (V x Q)- dS, onde S, é a superfície no topo desse volume. 


E 


(c) J g (V x Q)-dS, onde S, é a superfície da lateral cônica desse volume. 


(d) 15, Q* ds. 
(e) Js, Q- ds. 
(OD VV Qu. 


Como os resultados nos itens (a) até ([) podem ser comparados entre si? 


** Asteriscos duplos indicam problemas mais dificeis. 
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E Figura 3.31 Volume na forma de uma casquinha 
de sorvete, referente ao Problema 3.40. 





*3.41 Um corpo rígido gira em torno de um eixo fixo que atravessa o seu centro com uma velocidade an- 
gular «w. Se u é a velocidade em qualquer ponto no corpo, mostre que wo = 12 V Xu. 


3.42 Sejam U e Vcampos escalares, mostre que 


| UVV-dl= -4 VVU-dl 


IR FR 


| 
| r'dyv = - à rºe dr 
n+3 


onde r, ren são definidos como no Problema 3.26. 


3.43 Mostre que 





3.44 Dado o campo vetorial 
G = (l6xy — da, + B8r'a, — xa, 


(a) G é irrotacional (ou conservativo)? 
(b) Encontre o fluxo líquido de G através do cubo 0 <= x,v,z< 1. 


(c) Determine a circulação de G no contorno do quadrado z= 0, U<xv<l. 
Considere o sentido anti-horário. 
3.45 Se o campo vetorial 
T= (ax + Ba, + (3x” mui 25! rm (3x? = Yi. 


é rotacional, determine «, 5 e y. Encontre V- T em (2,—1,0). 


PARTE 2 





ELETROSTÁTICA 





Capítulo e. 





CAMPOS ELETROSTÁTICOS 


Arrisque-se: se você vencer, será feliz; se perder, será sábio. 
— PETER KREEFT 


4.1 INTRODUÇÃO 


Tendo dominado algumas ferramentas matemáticas essenciais para esse curso, estamos agora prepa- 
rados para estudar os conceitos básicos do EM. Começaremos com os conceitos fundamentais que 
são aplicáveis a campos elétricos estáticos (ou invariáveis no tempo) no espaço livre (ou vácuo). Um 
campo eletrostático é gerado por uma distribuição de cargas estáticas. Um exemplo típico é o campo 
encontrado no interior de tubos de raios catódicos. 

Antes de começarmos nosso estudo de eletrostática, talvez seja útil examinarmos, brevemente, a 
sua importância. A eletrostática é um tema fascinante que se desenvolveu em diversas áreas de apli- 
cação. Transmissão de energia elétrica, aparelhos de raios X e proteção contra descargas elétricas at- 
mosféricas estão associados a campos elétricos muito intensos, é necessário ter conhecimento de 
eletrostática para entendê-los e ser capaz de projetar equipamentos adequados. Os dispositivos utili- 
zados em eletrônica do estado sólido têm seu funcionamento baseado na eletrostática, Aí incluem-se 
resistores, capacitores é componentes ativos, como os transistores bipolares e os de efeito de campo, 
nos quais o controle do movimento dos elétrons é feito por campos eletrostáticos. Praticamente, to- 
dos os dispositivos periféricos de computadores, com exceção da memória magnética, baseiam-se 
em campos eletrostáticos. Mouses do tipo touch pads, teclados capacitivos, tubos de raios catódicos, 
mostradores de cristal líquido e impressoras eletrostáticas são exemplos típicos. Na Medicina, os 
diagnósticos são muitas vezes obtidos com a ajuda da eletrostática, incorporada em eletrocardiogra- 
mas, eletroencélalogramas e outros tipos de registros de órgãos com atividade elétrica, incluindo 
olhos, ouvidos e estômago. Na indústria, a eletrostática é utilizada de várias maneiras, como em pin- 
tura eletrostática, cletrodeposição, usinagem eletromecânica e em processos de separação de peque- 
nas partículas. A eletrostática é usada em agricultura na seleção de grãos, na pulverização de planta- 
ções, na medição do nível de umidade da produção armazenada, na fiação de algodão e também pa- 
ra aumentar a velocidade dos processos de cozimento do pão e da defumação da carne." 

Começaremos nosso estudo da eletrostática investigando as duas leis fundamentais que gover- 
nam os campos eletrostáticos: (1) lei de Coulomb e (2) lei de Gauss. Ambas são baseadas em estu- 
dos experimentais e são interdependentes. Embora a lei de Coulomb seja aplicável na determinação 
do campo elétrico devido a qualquer configuração de cargas, é mais fácil usar a lei de Gauss quando 
a distribuição de cargas é simétrica. A partir da lei de Coulomb, o conceito de intensidade de campo 
elétrico será introduzido e aplicado a casos envolvendo cargas pontuais, distribuições de cargas em 
linha, em superfícies e em volume. Casos especiais que podem ser resolvidos, com muito esforço, 
usando a lei de Coulomb serão facilmente resolvidos aplicando-se a lei de Gauss. Ao longo de nossa 
discussão neste capítulo, assumiremos que o campo elétrico está no vácuo ou no espaço livre. O ca- 
so de campo elétrico em um meio material será tratado no próximo capítulo, 


“ Para várias aplicações de eletrostática, veja J. M. Crowley, Fundamentals os Applicd Electrostatics. New York: John Wiley & Sons, 1986; A. D. Moore, ed, 
Electrostatics and fts Applications. New York: John Wiley & Sons, 1973,c €. E, Jowett, Elecirostatics in the Electronics Environment. New York: John Wiley & 
Sons, 1976. 


* Uma história interessante sobre a mágica da eletrostática é encontrada em B. Bolton, Elecrromagnetism and lis Applications. London: Van Nostrand, 1980, p. 2. 
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4.2 LEI DE COULOMB E INTENSIDADE DE CAMPO 


A lei de Coulomb é uma lei experimental, formulada em 1785 pelo coronel francês Charles Augus- 
tin de Coulomb. A lei trata da força que uma carga pontual exerce sobre outra carga pontual. Por car- 
ga pontual entendemos uma carga que está localizada sobre um corpo cujas dimensões são muito 
menores que outras dimensões relevantes. Por exemplo, uma coleção de cargas elétricas sobre a ca- 
beça de um alfinete pode ser considerada como uma carga pontual, Geralmente, as cargas são medi- 
das em coulombs (C). Um coulomb, que é, aproximadamente, equivalente a 6 x 10" elétrons, é uma 
unidade muito grande de cargas porque a carga de um elétron e = — 1,6019 x 10” €. 


A Lei de Coulomb estabelece que a força F entre duas cargas pontuais Q e O, é: 


1. ao longo da linha que une as cargas; 
2. diretamente proporcional ao produto das cargas O O: 
3. inversamente proporcional ao quadrado da distância R entre elas.” 


Matematicamente, 
F = Seo (4.1) 


onde k é a constante de proporcionalidade. Em unidades do SI, cargas Q, e O, são em coulombs (C), 
a distância R é em metros (m) e a força em newtons (N) tal que k = 1/4 me,. À constante £, é chama- 
da de permissividade do espaço livre (em farads por metro) e tem o valor 





= 
= 8854 x 10 !º = O gim 
367 (42) 
| = 9x 10m/F | 
ATE, 
Dessa maneira, a equação (4.1) pode ser escrita como 
0,0» 

= di 


Se duas cargas pontuais Q, e O, estão localizadas em pontos cujos vetores posição são, respectiva- 
mente, F, e r,, então a força F,, sobre a carga O, devido a carga O, mostrada na Figura 4.1, é dada por 








(4.4) 
onde 
Ro = —r; (4.5a) 
R = |Ryp (4.5b) 
R, 
dr, = E (4.5c) 


* Maiores detalhes sobre a verificação experimental da lei de Coulomb pode ser encontrado em W. E Magic, A Sonrse Book in Plisics. Cambrigde: Harvard Univ. 
Press. 1963, p. 408-420. 
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Figura 4.1 Vetor força coulombiana sobre as cargas pontuais 


OQ e O. 





Origem 


Substituindo a equação (4.5) na equação (4.4), podemos reescrever a equação (4.4) como 
Fi = q Ryo (4.6a) 


ou 
— OOo (ro — ri) 


4.6b) 
4TEolro = VIM | 


É importante notar que 


|. Conforme mostrado na Figura 4.1, a força F,, sobre a carga Q, devido a carga Q, é dada por 


Fa, = [Fjolap, = |F,|(—ap,) 


OU 
Ea = —Ej (4.7) 


Já que 


Star Ra 


2. Cargas de mesmo sinal se repelem, enquanto cargas de sinal contrário se atraem. Ilustração na Fi- 
gura 4.2. 

3. A distância R entre os corpos carregados Q, e O, deve ser bem maior que as dimensões lincares dos 
corpos, isto é, O, e Q, devem ser cargas pontuais. 

4. O,c O, devem ser estáticas (cargas em repouso). 

5. Os sinais de O, e O, devem ser levados em consideração na equação (4.4). 


Se tivermos mais do que duas cargas pontuais, podemos usar O princípio da superposição para 
determinar a força sobre uma determinada carga. O princípio estabelece que se houver n cargas O, 
O... O localizadas, respectivamente, em pontos cujos vetores posição F,, E,, .... Fy, à força resultan- 
te F sobre uma carga Q localizada no ponto r é dada pela soma vetorial das forças exercidas sobre Q 
devido a cada uma das cargas O, O, ..., O, Portanto: 











P—T Ar Eri r5) ME E E) 
po LO cr) , 00dr- nm)... , 00Mr ro) 

dresr—r| dmreslr— [5] A4TEo|L — Fu)” 

ou 
Or = 1) 
3 (4.8) 
= 

dic as So = soa 4 = Figura 4.2 (a), (b) Cargas de mesmo sinal se repelem; 


; (c) cargas de sinais contrários se atraem. 
ta) (hj tel 
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Agora, podemos introduzir o conceito de intensidade de campo elétrico. 
O vetor intensidade de campo elétrico E é dado pela força por unidade de carga imersa nes- 
se campo elétrico. 
Assim, 
a 
E = lim — (4.9) 
050 O 
ou simplesmente 
(4.10) 
A intensidade de campo elétrico E está, obviamente, na mesma direção da força F e é medido em new- 
tons/coulomb ou em volts/metro. A intensidade de campo elétrico em um ponto cujo vetor posição é 
r, devido a uma carga pontual localizada em r”, é obtida a partir das equações (4.6) e (4.10), como 
Es ME E 
= O EEE? (4.11) 
dreR” 4reo|r — r'| 
Para N cargas pontuais Q,, O, ..., O, localizadas em r,,r,,..., FP, à Intensidade de campo elétrico 
no ponto r é obtida das equações (4.8) e (4.10) como 
E Or — ri) 4 Or — ro) mê Or — Fw) 
4reolr — rm) 4reolr— 1 4reo|r — ru|” 
ou 
| & Odr - rj) , 
E = fr To) (4.12) 
dreo dm |r— ri 
SC k TE * | - E | Í liz Se 3 En na, =, a amfirra 
EXEMPLO 4.1 Duas cargas pontuais de | mC e — 2 mC€ estão localizadas em (3, 2,—- 1) e (— |, —1, 4), respectiva 


mente. Calcule a força elétrica sobre uma carga de 10 nC, localizada em (0, 3, 1), e a intensidade 
do campo elétrico nesse ponto, 


Solução: 


são 4reolr — 14)” 
E 10 103,D — 2-1] Sad p= f3s ed] — 240I(O, enctoh al! 





E E | QOME — F,) 





=] 
cm 
=) 
* 4 ã 





Ru |—3,2-D (0,3, D=(=1,—1,4 
10-10-1097 — (HAD MIA=3) | 
ge Orr d+Je+ gy 
4T 
367 


=| [= L; 2) ra — 8, 6) 
9:10 darei E aê 
14V'14 2626 


F = — 6,507a, — 3,817a, + 7,506a, mN 


Campos Eletrostáticos B 11 


No ponto (0, 3, 1), 


o | 


| | 107* 
(— 6,507, — 3,817, 7,506) *—— 
10-10 


E = — 650,7a, — 381,7a, + 750,6a. kV/m 


EXERCÍCIO PRÁTICO 4.1 


Duas cargas pontuais de 5 nº e — 2 nC estão localizadas em (2, 0, 4) e (— 3,0,5), 
respectivamente. 


(a) Determine a força sobre uma carga pontual de 1 n€ localizada em (1, — 3, 7). 
(b) Encontre o campo elétrico E em (1, = 3, 7). 


Resposta: (a) - 1,004a, — 1,284a, + 1,44 nN, 
(b) — 1,004a, — 1,284a, + 1,4a, V/m., 


Duas cargas pontuais de mesma massa m € carga O estão suspensas em um ponto comum por dois 
fios de massa desprezível e comprimento !. Demonstre que, na situação de equilíbrio, o ângulo de 
inclinação o de cada um dos fios em relação à vertical é dado por 


EXEMPLO 4.2 


a T+ a 
O = lore,mgl sen alga 


Se « é muilo pequeno, demonstre que 





=5 q 


> 
lóreingt” 


Solução: 
Considere o sistema de cargas mostrado na Figura 4.3, onde F, é a força elétrica ou coulombiana, F 
é a tensão mecânica em cada fio e mg é o peso de cada carga. Em A ou B 

Tsena=F, 


fcosa=mg 








Por isso, 
a 

sena | F. o | O 

COS O BE He 4reçr” 
Mas 

r=2É sena 
Portanto, 
2 E 

O cosa = lo6remgtl” sen q 

ou 


O" = l6rsyngl sen atga 


conforme solicitado. Quando « é muito pequeno 


lo = = senao 
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Figura 4.3 Partículas carregadas suspensas; referente 
ao Exemplo 4.2 





noz meg 


e, então, 


O" = Ioregngla 


OI 





EXERCÍCIO PRÁTICO 4.2 


Três pequenas esferas idênticas, de massa m, estão suspensas, a partir de um 
mesmo ponto, por fios de massa desprezível e de igual comprimento €. Uma 
carga O é dividida igualmente entre as esferas, e essas, no equilíbrio, se posicionam 
nos vértices de um triângulo egiilátero horizontal de lado d. Demonstre que 


27-12 
O = 12reyngd'| E — | 


onde g = aceleração da gravidade. 


Resposta: a demonstração. 


EXEMPLO 4.3 Uma aplicação prática da eletrostática é na separação eletrostática de sólidos. Por exemplo, o miné- 
rio de fosfato da Flórida, que consiste de pequenas partículas de quartzo e de rocha de fosfato, 
pode ser separado em seus componentes aplicando um campo elétrico uniforme, como mostrado na 
Figura 4.4. Supondo velocidade e deslocamento iniciais das partículas zero, determine a separação 
entre elas após caírem 80 cm. Considere E = 500 kV/m e Q/m = 9 UC/kg tanto para as partículas 
carregadas positivamente como para as partículas carregadas negativamente. 
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» Figura 4.4 Separação eletrostática de sólidos; 
referente ao exemplo 4.3, 





Fosfato Quartzo 


Solução: 

Desconsiderando a força coulombiana entre as partículas, a força eletrostática, devido ao campo elé- 
trico É, age horizontalmente, enquanto que a força gravitacional age verticalmente sobre as partícu- 
las. Assim, 








dºx 
E=mn—a 
Q 4 on 
ou 
dé - 
= LE 
dr mm 


Integrando duas vezes, tem-se 


X= Lp + et + cs 
2m 


onde c, e c, são constantes de integração. Da mesma maneira, 


"j 





dy 
-M2 =>=>m—5 
dt” 
ou 
dy 
— 0 — =W 
dt” 
Integrando duas vezes, obtemos 
y=—12gt” + ct + cs 


Já que o deslocamento inicial é zero, 


re m=056=0 
t=0=054=0 


114 BM Elementos de Eletromagnetismo 





Também, devido à velocidade inicial ser zero, 








dx 
e =05€c,=0 
dt |,=o 
dv 
dt toi 
Assim, 
OE , ls 
p= =—[" 0 q= = gr 
2 ) a 
Quando y = - 80ecm = -0,8m 
o 08X2 
8 eee 2 () TA 


x=12x9x10ºx5x 10x 0,1633=03673m 


A separação entre as partículas é de 2x = 73,47 cm. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 4.3 


Um canhão de íons emite íons positivos de Césio, a partir de um eletrodo em formato 
de cunha, para dentro de uma região descrita por x = |y1. Considere o campo elétrico 
de E = — 4004, + 2004, kV/m. Considere, ainda, que os íons tem uma única carga ele- 
trônica dada por e = — 1,6019 x 10 C e massa m = 2,22 x 10” kg e se deslocam no 
vácuo, a partir do repouso (velocidade inicial zero). Se as emissões estão confinadas 
em — 40 em < y < 40 cm, determine o maior valor de x que pode ser alcançado. 


Resposta: 0,8 m. 


4.3 CAMPOS ELÉTRICOS DE DISTRIBUIÇÕES CONTÍNUAS DE CARGA 


Alé agora temos considerado somente forças e campos elétricos de cargas pontuais; IstO é, essencial- 
mente cargas que ocupam um pequeno espaço físico. É também possível termos distribuições contí- 
nuas de carga ao longo de uma linha, sobre uma superfície ou em um volume, como ilustrado na Fi- 
gura 4.5. 

É usual denotar a densidade de cargas linear, superficial e volumétrica por p, (em C/m), p; (em 
Cim”) e p, (em Cm), respectivamente. Essa notação não deve ser confundida com p (sem índice 
subscrito) usado para denotar a distância radial no sistema de coordenadas cilíndricas. 

O elemento de carga dO e a carga total O associados a tais distribuições são obtidos, observada a 
Figura 4.5, como a seguir: 


Figura 4.5 Várias distribuições de carga 
e elementos de carga. 











[ul EA 
Eu » 
Q a a 
+ * no 
E 
Carga Linka Superiicio Volume 


pontual de cargas de cargas de cargas 
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dO = ppdl=5> O = la dt (linha de cargas) (4.13a) 
L 

dO = podS> 0 = | psdS (superfície de cargas) (4.13b) 
5 

dO = p,dvr 5 0 = | py dv (volume de cargas) (4.13c) 


1 


A intensidade de campo elétrico devido a cada uma dessas distribuições p,, pç e p, pode ser ob- 
tida a partir da soma das contribuições elementares de campo devido a cada um dos numerosos pon- 
tos de carga que constituem a distribuição. Dessa forma, substituindo Q na equação (4.11) pela car- 
ga elementar dO = p, dt, pçdS ou p dVe integrando, obtemos 





E 


I 


| pri a» (linha de carga) (4.14) 





7 AR (superfície de carga) (4.15) 





E) 
ll 
“— “— 

+ |. 
= 
Cm 
o 
ao 


5 Ap (volume de carga) (4.16) 


> , = ; : É Es EE 
Deve ser observado que Rº e a, variam à medida que as integrais nas equações (4.13) a (4.16) são cal- 
culadas. À seguir, aplicaremos essas fórmulas para algumas distribuições de carga. 


A. Linha de carga 


Considere uma linha de carga com uma densidade uniforme de carga p,, estendendo-se de A até B, 
ao longo do eixo z, como mostra a Figura 4.6. O elemento de carga dO associado ao elemento de 
comprimento da linha d! = dz é dado por 


dO = pr dl = py; dz 


e, por isso, a carga total O é dada por 


= | E (4.17) 


E Figure 4.6 Cálculo do campo elétrico E 
devido a uma linha de cargas. 
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A intensidade de campo elétrico E em um ponto arbitrário qualquer P (x, w, Z) pode ser determina- 
da utilizando a equação (4.14). É importante saber identificar cada termo nas equações (4.14) a (4.16) 
e substitui-lo adequadamente para uma dada distribuição. Costuma-se denotar o ponto de interesse” 
por (x, y, 2) c o ponto fonte (origem do campo) por (x, w, 7). Dessa maneira, a partir da Figura 4.6, 


di 
R 


dz 
(x,y) — (0,0,7) = xa, + ya, + (2— 29, 


OU 


= 
k 
II 
É 
h 
II 
= 
k 
+ 
= 
k- 
+ 
pe, 
24 
| 
Es 
e” 
II 
= 
h 
Eu 
pr 
Ed] 
| 
ta 
ta? 
k 


Ar R — Pã, (E =2 a; 


É 4 2 2/3812 
Re IR [+ —2)) 
Substituindo todas essas relações na equação (4.14), obtemos 


E = 


+ jz— & a 
PL [E (z zja, dz! (4.18) 


4TEo Lo” E from: a jo 
Para calcular o valor do campo, é conveniente definir «, a, e ,, mostrados na Figura 4.6. 
R=[0*+(2-2)]” = pseco 
7 =0T-ptra, dz! = -psecr o do 
Por isso, a equação (4.18) pode ser reescrita como 


[Era = Es % E 
= DE | psecralcosaa, + sena a] do 








ATE, p sec a 

Em (4.19) 

E PL : é 

= — [cosa a, + sena a.) do 

ATE É 
E 
Assim, para uma linha finita de cargas, 
E = Ei [— (sen q, — sen aja, + (cos a, — cos q ja] (4.20) 
dTeçO 


No caso especial de uma linha infinita de carga, o ponto B situa-se em (0, 0, ==) e o ponto A em (0, 
O, — es), de forma que «= m/2 e a, = — 7/2; a componente do campo na direção z desaparece e a 
equação (4.20) assume o seguinte aspecto 


(4.21) 





Note que a equação (4.21) é obtida considerando-se a linha infinita de cargas no eixo z, de forma que 
pea, têm o significado convencional, em coordenadas cilíndricas. Se a linha não estiver sobre o ei- 
xo z, p deve ser entendido como a distância, tomada perpendicularmente à linha, da distribuição de 
carga até o ponto de interesse e a, deve ser entendido como o vetor unitário ao longo dessa direção 
perpendicular. 


* Ponto de interesse é o ponto no qual se quer calcular o campo. 
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Figura 4.7. Determinação do campo elétrico E devido a uma lâmina de cargas. 


B. Superfície de carga 


Considere uma lâmina infinita de carga, no plano xy com uma densidade uniforme de carga p,. A car- 
ga associada a uma área elementar dS é dada por: 


dO = pçds 


e, portanto, a carga total é 


Q = | ps ds (4.22) 


A partir da equação (4.15), a contribuição da superfície elementar 1 (mostrada na Figura 4.7) para o 
campo É no ponto P(O, 0, h) é 


do 
dE = E ap 423) 
Are? É ta, 


Da ligura 4.7, 


R=po(-a)+ha, R=IRj=[97+h]? 
de — 5 dO = pçdS = psp dó do 


Substituindo essas relações na equação (4.23), tem-se: 


: — + ta. 
dE'= psp dó do [—pa, + ha. (4.24) 


Amedo? + hp 


Devido a simetria da distribuição de cargas, para cada elemento | existe um elemento corresponden- 
te 2 cuja contribuição ao longo de a, se cancela com a contribuição do elemento 1, como mostrado 
na Figura 4.7. Dessa forma, as contribuições para E, se cancelam e E passa a ter só componente ao 
longo de z. Isso pode ser mostrado matematicamente substituindo a por cos q a + sen q a,. À Inte- 
gração de cos 0 ou de sen q no intervalo O < à < 27 resulta em zero. Logo, 
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| 
E 
= 
=a 
3 
E m— 
“e 
e] 
TE | 
E 
[e] 
dt 
Tod 
13 
3 | 
E 
E) 
Ed 
mg” 
Ru 


| 
=: 
La, 
Pra 
Pt? 
| 
=—— 
= 
ba 
+ 
fts 
hd 
E 
te 
bd 
gi 


E — ans Pé (4.25) 


isto é, E tem somente componentes ao longo de z se a carga está distribuída no plano xy. Em geral, 
para uma lâmina infinita de carea, temos 


(4.26) 





onde a, é um vetor unitário normal à lâmina, A partir das equações (4.25) ou (4,26), nota-se que o 
campo elétrico é normal à lâmina e é surpreendentemente independente da distância entre a placa e 
o ponto de observação P. Em um capacitor de placas paralelas, O campo elétrico existente entre as 
duas placas carregadas com cargas iguais e opostas é dado por 

Ps 


=Ps Ps 
= o — == a. 
E De, a, e, (-a,) E a, (4.27) 


C. Volume de carga 


Seja uma distribuição volumétrica de carga com densidade uniforme de carga p,, como mostrado na 
Figura 4.8. A carga dQ associada ao elemento de volume dv é 


dO = p, dv 





dvrem (r. 8,4) 


Figura 4.8 Determinação do campo elétrico E devido à distribuição volumétrica de carga. 
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e, assim, a carga total na esfera de raio a é 


(= | podv = p, | dv (4.28) 





onde ap = cos aa, + sen «a, Devido à simetria da distribuição de cargas, as contribuições às com- 
ponentes E, e E cancelam-se. Resta apenas a componente £., dada por 


; Pp. dv cos q 
E=E-a,- | decosa= A. | Cotta (4.29) 
ATE, Rº 
Novamente, temos que derivar expressões para dv, R'ecosa. 
dv = rº sen 8! dr' do' dp (4.30) 


Aplicando a regra dos cossenos na Figura 4.8, temos 


3 
ta 


End 


R=7+r"— 2zr' cos0 
+- 


o) E 


pP=2+Rº-—-2Rcosa 


h 
ta 


E conveniente calcular a integral na equação (4.29) em termos de R e r”. Por isso expressamos cos 8”, 
cos o e sen 8º dB" em termos de Re visto é: 


COS — er (4.31) 


cos 9º (4.31b) 


Diferenciando a equação (4.31 b) em relação a 8º, mantendo z e 1” fixos, obtemos 


Rd 


a! 





sen 8 dB' =: (4.32) 


Ea 


Mi 


Substituindo as equações (4.30) a (4.32) na equação (4.29), obtém-se 








d'= 





OL 





E = a. (4.33) 
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Esse é o resultado para E no ponto P(O, O, z). Devido à simetria da distribuição de cargas, o campo 
elétrico em P(r, 0, 9 ) é obtido a partir da equação (4.33), tal que 


E = Rd a a, (4.34) 


direto 


o qual é idêntico ao campo elétrico produzido, no mesmo ponto, por uma carga pontual O localizada 
na origem ou no centro da distribuição esférica de carga. A razão disto ficará evidente ao estudarmos 
a lei de Gauss na Seção 4.5. 


Um anel circular de raio a está carregado com uma distribuição uniforme de carga p, C/m e está no 
plano xy com seu eixo coincidindo com o eixo z. 
(a) Demonstre que: 

prah 


E(Ú, U, A) =——————= à. 
Z2e9[h” + a” Pe É 


(b) Para quais valores de h o E tem valor máximo? 
(c) Sea carga total do anel for Q, determine E para a > O. 


Solução: 
(a) Considere o sistema mostrado na Figura 4,9. Novamente, o ponto-chave para determinar E a par- 
tir da equação (4.14) é explicitar cada termo dessa equação. Nesse caso 


dl= ado, R = a(-a,) + ha. 





+ + R 
R=|Rj=[a"+n]”, aR=— 
R 
OL 
ar RR aa + ha, 
RE RP [+ ht|” 
Por isso, 
27 
- qa, + ha. 
E = É | ti Me 
ATE, 4=0 ja” + ho e 


Por simetria, as contribuições na direção a,se cancelam, Isso fica evidente se observarmos que, pa- 
ra cada elemento dl, existe um elemento correspondente em posição diametralmente oposta que ge- 
ra um campo de igual valor dE, mas com orientação oposta tal que essas duas contribuições se can- 
celam entre st. Dessa forma, restam só as componentes ao longo de 7. Isto É 





praha, | ”, Jó praha, 
4reo|h? + a a k Zed] hê + ep? 


conforme solicitado. 
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Figura 4,9 Anel carregado; referente 
ao Exemplo 4.4, 





(b) 
he + a PO — = (h2hlh” + a!” 
dlEl pia Envio 2 (h) qn” + a] 
dh ZE, [h” + a 
ci HE dê 
Para E máximo, Era = 0, o que implica 


[nº + efélnrra-3h|=0 


a -—-2h =0 ou h=++— 


(c) Como a carga está uniformemente distribuída, a densidade de carga da linha é dada por 


o 


Pr — Fe 


tal que 


Oh 


Como a 50, 


ou, em geral 


= 


= ce oro dp 
dest” 


que é o mesmo de uma carga pontual, como o esperado. 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 4.4 


Um disco circular de raio a está uniformemente carregado com pç C/m”. Considere 
o disco no plano z = O com seu eixo ao longo de z, 
(a) demonstre que, em um ponto (0, O, A) 


Roso 
E 28 U E 


(b) a partir disso, determine o campo E devido a uma lâmina infinita de cargas 
colocada sobre o plano z = 0. 
(c) Sea < h, demonstre que E é similar ao campo de uma carga pontual, 


Resposta: (a) a demonstração; (b) E a.:; (c) a demonstração. 
E, 


EXEMPLO 4.5 Uma lâmina finita Q na = 1,0 = y =: |, sobre o plano z = O, tem uma densidade de carga dada por 
p= xy +y +25)" nC/m'. Determine 
(a) a carga total na lâmina; 
(b) o campo elétrico em (0,0, 5); 
(c) a força experimentada por uma carga de — | ml localizada em (0, 0, 5). 


Solução: 


(a) O = [osas = | 


Li 
| av + yé + 257º dx edly nO 
00 


2 ) do = E! ns « 4 
Já que x dx = 1/2 d(x), integramos em relação a x” (ou fazemos uma mudança de variáveis: x = u, 
tal que x dx = du'2). 


NNE Ho : ao 
OQ =- | Y | DE sEve E 25y" dx) dy nº 
: [d) O 


dy 
0 


a ae 
— | y5()+yº + 252 
Bino 





| Ed l ” = Eu 2 E 
5 | ma + 262 — (pº + 2572] dy”) 
RE 





| 2 di 
65 [o PP -( 2] . 
| E j Ru 

= 35 (207? + (257? — 226] 


o) 
|| 


33,15 nº 
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Ps ds dp = | Ps dS (r er r') 


dire — E F 


(o) E = | 


4test” 
onder — r' = (0,0,5) — (x,7,0) = (=x, —y,5) Portanto, 


U “0 





das e 
dr -- (xo + yó + 25) 
367 
| | | 
= o|-| x dx | vydya,— | x dx | y dy a, +ó5 x dx | vdy a 
a Ph O 0 O “0 0 





= (—1,5, —1,5,11,25) Vim 


(c) F = qE = (1,5, 1,5, — 11,25) mN 


EXERCÍCIO PRÁTICO 4.5 


Uma placa quadrada descrita por 22 = x 5 2,-2=s y = 2,7 = O está carregada com 
12 |y! mC/m”. Determine a carga total na placa e a intensidade de campo elétrico E em (0, 0, 10). 


Resposta: 192 mC; 16,46 a. MV/m. 


Os planos x = 2 e y = -3 estão carregados com 10 nC/m' e 15 nC/m”, respectivamente, Se a linha 

EXEMPLO 4.6 4 E 
x = 0,7 = 2 estiver carregada com 107 n€/m, determinar E em (1, 1, -1) devido às três distribuições 
de carga. 


Solução: 
Seja 
onde E,, E, e E, são, respectivamente, as contribuições ao campo E no ponto (1, 1, —1) devido à lá- 


mina infinita 1, à lâmina infinita 2 e à linha infinita 3, como mostrado na Figura 4.10(a). Usando as 
equações (4.26) e (4.21), tem-se 





ps 10-10? 
E, = Ze, (—-a) = “107 a, = —ISlra, 
367 
15 + 10"* 
E, = oca =, 4, = 2707a, 
ZE IO 
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(a) Eb) 


Figura 4.10 Exemplo 4.6: (a) três distribuições de carga; 
(b) determinação de p e a, no plano y = 1. 


ue 


Pr 


E;=>——— a 
Ê 2 TED 


fi) 


onde a, (não é o a, convencional do sistema de coordenadas cilíndrico, mas tem um sigmficado se- 
melhante) é um vetor unitário ao longo de LP, perpendicular à linha de cargas, e p é o comprimento 
de LP determinado a partir da Figura 4.10(b). A Figura 4.10(b) resulta da Figura 4.10(a) se conside- 
rarmos o plano y = 1 sobre o qual está o vetor E, Da Figura 4.10(b), o vetor distância de L a P é 


R = -3a.+a, 


; R 3 
p=IR|=1o0, a, =7— = A — a. 








Portanto, 
107 - 10 1 
E; = a! Pta] 
3 , 10? TO 4 d+ ) 
Re 
= ISm(a, — 3a.) 


Assim, somando E,, E, c E,, obtemos o campo total como 
E = —lólZra, + 2707a, — Sdra. Vim 
Note que, para obter a, a ou a,, necessários para determinar F ou E, devemos ir da carga (cujo 


vetor posição é r”) até o ponto de interesse (cujo vetor posição é r); portanto, a,, a ou a,, qualquer 
um deles, é um vetor unitário ao longo de r — r”. Observe isso, atentamente, nas Figuras 4.6 a 4.10. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 4.6 


No Exemplo 4.6, se a linha x = 0, z = 2 girar 90º em torno do ponto (0, 2, 2), de tal modo que 
ela passe a ser descrita por x = 0, y = 2, determine E no ponto (1, 1,— 1). 


Resposta: -282,7a + 564,5 a, Vim. 
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4.4 DENSIDADE DE FLUXO ELÉTRICO 


EXEMPLO 4.7 


O fluxo devido ao campo elétrico E pode ser calculado usando a definição geral de fluxo na equação 
(3.13). Por razões de ordem prática, no entanto, a grandeza obtida dessa forma não é considerada co- 
mo a definição mais utilizada de fluxo em eletrostática. Também, as equações (4.11) a (4.16) mos- 
tram que a intensidade de campo elétrico depende do meio no qual está imersa a carga fonte do cam- 
po (nesse capítulo, consideramos espaço livre). Suponhamos um novo campo vetorial D, indepen- 
dente do meio, e definido por 


D = z,E (4.35) 


Deliniremos fluxo elétrico 'F em termos de D usando a equação (3.13), ou seja: 
P = [p “ds (4.36) 


Em unidades SI, uma linha de fluxo elétrico se inicia em uma carga de + 1 C e termina em uma car- 
gade-= 1 €. Por isso, o fluxo elétrico é medido em coulombs. Portanto, o campo vetorial D é deno- 
minado densidade de fluxo elétrico e é medido em coulombs por metro quadrado, Por razões histó- 
ricas, a densidade de fluxo elétrico é também denominada de deslocamento elétrico. 

Da equação (4.35) fica evidente que todas as fórmulas para calcular E, obtidas a partir da lei de 
Coulomb, nas Seções 4.2 e 4.3, podem ser usadas para calcular D, observando que devemos multi- 
plicá-las por s,. Por exemplo, para uma lâmina infinita carregada a partir das equações (4.26) e 
(4.35), obtemos 


D=—a, (4.37) 


e para uma distribuição de cargas em um volume, a partir das equações (4.16) e (4.35), obtemos 


By dv 
D = =a 4.38 
| AR” x 


Observe, a partir das equações (4.37) e (4.38), que D é só função da carga e da posição, ou seja, D é 
independente do meio. 





Determine D em (4, 0, 3) se houver uma carga pontual de — 57 mC em (4, 0,0) e uma linha de 
cargas de 3x mC/m ao longo do eixo y. 


Solução: 
Seja D = D, + D,, onde D, e D, são densidades de fluxo devido à carga pontual e à linha de cargas, 
respectivamente, como mostrado na Figura 4.11: 


Q Q(r—r) 
D,=2E=—> = ——s 
e 4mR> É dir - r'| 


onder=r' = (4,0,3)-(4,0,0) = (0,0,3). Donde, 


—-Sr- 10 40,0,3) À 
Do = at do = — 0,138 a. mCm? 
47I(0, 0, 3) | 


E, também, 
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D, 
ol | Pa P, E amrCim 
Fr 








x 
Figura 4.11 Densidade de fluxo D devido à carga pontual e à uma linha infinita de cargas. 
Nesse caso 
a = 49 — (0,0,0) (A, 0,3) 
2 K4,0,3) — (0,0,0)] 5 
p = |(4,0,3) — (0,0,0)] = 5 
Portanto, 
D, = El - (da, + 3a.) = 0,244, + 0,184, mC/m” 
27(25) 
Assim, 
D = Do + D, 


= 240a, + d2a. uCim” 


EXERCÍCIO PRÁTICO 4.7 


Uma carga pontual de 30 nC está localizada na origem, enquanto que um plano em y = 3 está 
carregado com 10 nC/m”. Determine D em (O, 4, 3). 


Resposta: 5,076 a, + 0,0573 a, nC/m”, 


4.5 LEI DE GAUSS - EQUAÇÃO DE MAXWELL 


A lei de Gauss constitui-se em uma das leis fundamentais do eletromagnetismo. 


A lei de Gauss estabelece que o fluxo elétrico total 'Fatravés de qualquer superfície fechada 
é igual à carga total encerrada por essa superfície. 


Dessa maneira, 


* Karl Friedrich Gauss (1777-1855), matemático alemão, desenvolveu o teorema da divergência, apresentado na Seção 3.6, popularmente conhecido como Teo- 
rema de Gauss. Foi o primeiro físico a medir quantidades elétricas c magnéticas em unidades absolutas. Para maiores detalhes das medidas de Gauss, consulte W, 
E. Magie, A Source Book in Plrysics. Cambridge: Harvard Univ. Press, 1963, p. 5109-524. 
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Isto É, 
FP = bar - bD-as 
= carga total encerrada O = pu cv (4.40) 
ou 


b D-dS = [o ev (4.41) 
5 


pv 





Aplicando o teorema da divergência à integral de superfície da equação (4.41): 


! D:'dS = | V-Ddv (4.42) 


*s v 


Comparando entre st as duas Integrais de volume das equações (4.41) e (4,42), obtém-se 


(4.43) 





a qual é a primeira das quatro equações de Maxwell a serem determinadas. A equação (4.43) estabe- 
lece que a densidade volumétrica de carga é igual à divergência da densidade de fluxo elétrico. Isto 
não deveria ser surpresa pelo modo como definimos divergência de um vetor na equação (3.32) e pe- 
lo fato que p, em um ponto é, simplesmente, a carga por unidade de volume nesse ponto. 

Note que: 


1. As equações (4.41) e (4.43) são, basicamente, formas diferentes de expressar a lei de Gauss. 
A equação (4.41) é a forma integral, enquanto que a equação (4.43) é a forma diferencial ou pontual 
da lei de Gauss. 

2. A lei de Gauss é uma forma alternativa de estabelecer a lei de Coulomb. A aplicação adequa- 
da do teorema da divergência à lei de Coulomb resulta na lei de Gauss. 

3. A lei de Gauss se apresenta como uma maneira fácil de se determinar E ou D para distribui- 
ções simétricas de carga, tais como uma carga pontual, uma linha infinita de cargas, uma superficie 
cilíndrica infinita de cargas e uma distribuição esférica de cargas. Uma distribuição contínua de car- 
gas tem uma simetria retangular se depende só de x (ou y, ou 2); simetria cilíndrica se depende só de 
p, ou simetria esférica se depende só de r (independente de 8 e à ). Convém salientar que se a distri- 
buição de cargas for simétrica, ou não, a lei de Gauss permanece válida. Por exemplo, considere a 
distribuição de cargas da Figura 4.12, onde v, e v, são superfícies (ou volumes) fechadas. O fluxo to- 
tal que sai de v, é 10—-5 = 5 n€ porque somente as cargas 10 nC e — 5 nC estão encerradas em v.. 
Embora as cargas 20 nC e 15 n€ fora de v, contribuam para o fluxo que atravessa v,, O Íluxo líquido 
que atravessa v,, de acordo com a lei de Gauss, não sofre contribuição dessas cargas externas. De ma- 
neira similar, 0 fluxo total que sai de v, é zero porque não existe carga encerrada em v,. Observamos 
que a lei de Gauss, P = O arma É Válida mesmo que a distribuição de cargas não seja simétrica. No 
entanto, não podemos utilizar a lei de Gauss para determinar E ou D quando a distribuição de cargas 
não for simétrica. Nesse caso, devemos recorrer à lei de Coulomb para determinar E ou D. 
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Figura 4.12 Nustração da lei de 
Gauss. O fluxo saindo de v, é 5 n€ 
15 nf e o [luxo saindo de v, é 0 €. 


FP 


20 nd 





4.6 APLICAÇÕES DA LEI DE GAUSS 


O método de aplicar a lei de Gauss para determinar o campo elétrico começa pela verificação da exis- 
tência de simetria. Uma vez identificada a existência de distribuição simétrica de cargas, construímos 
uma superfície matemática fechada (conhecida como superfície gaussiana). Essa superfície é esco- 
lhida de forma que o vetor D seja normal ou tangencial à superfície gaussiana. Quando D for normal 
à superfície, D - dS = D dS. Quando D for tangencial à superfície, D + dS = O. Dessa maneira, deve- 
mos escolher uma superfície que seja compatível com a simetria exibida pela distribuição de cargas. 
Aplicaremos essas idéias básicas aos casos seguintes. 


A. Carga pontual 


Suponha uma carga pontual Q posicionada na origem. Para determinar D no ponto P, é fácil enxer- 
gar que a escolha de uma superfície esférica contendo P irá satisfazer as condições de simetria. As- 
sim, nesse caso, uma superfície esférica centrada na origem é a superfície gaussiana, como mostra- 
do na Figura 4.13. 

Já que, nesse caso, D é, em qualquer lugar, normal à superfície gaussiana e constante sobre cla, 
isto é, D = Da, aplicando-se a lei de Gauss (P = Q j obtém-se 


encerrada 


O = , D-dS =D, b dS = D, 4xr” (4.44) 


E ps e ES] | e * poa n ) 
onde P dS =| ri ofi- or” sen 6 dg dy — 47r” é a área da superfície gaussiana. Dessa forma, 


D = = 
dar” 





a, (4.45) 


conforme esperado a partir das equações (4.11) e (4.35). 


1 Figura 4,13 Superfície gaussiana em torno de uma carga pontual, 





x 
superfície gausstano 
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Ê Figura 4.14 Superfície gaussiana em torno de uma linha infinita 
de cargas. 






ss: tim ele corgas p, Cim 


E supenficio gotesturi 


B. Linha infinita de carga 


Suponha uma linha infinita de carga uniformemente distribuída com p, C/m, ao longo do eixo 2. Pa- 
ra determinar D em um ponto P, escolhemos uma superfície cilíndrica que contém P, para satisfazer 
as condições de simetria, como mostrado na Figura 4.14. Dessa forma, D é constante sobre a super- 
fície gaussiana cilíndrica e normal à mesma, isto é, D — D a. Se aplicarmos a lei de Gauss a um tre- 
cho arbitrário ! da linha 


pt=0= b D-dS =D, b dS = D, 2x! (4.46) 


onde É dS = 2mpf é a área da superfície gaussiana. Note que a integral JD - dS, quando 
calculada nas tampas superior e inferior do cilindro, é zero, já que D não tem componente 
ao longo de z. Isto sigmfica dizer que D é tangencial a essas superfícies. Portanto, 


D = PL 


= 44 
6 a, (4,47) 


como esperado a partir das equações (4.21) e (4.35). 


€C. Lâmina infinita de cargas 


Considere uma lâmina infinita, com distribuição uniforme de cargas dada por p, C/m”, no plano z = 
O. Para determinar D no ponto P, escolhemos como superficie gaussiana uma caixa retangular corta- 
da simetricamente pela lâmina de cargas e com duas de suas faces paralelas à lâmina, como mostra a 
Figura 4.15. Como D é normal à lâmina, D = D.a,, e, aplicando a lei de Gauss, obtemos: 


ps [ds = 0 6 D-ds =D. | as + | 


ds | (4.48) 
superior inferior 
Observe que D « dS calculada nas laterais da caixa é zero porque D não tem componentes ao longo 
dea ca, Seas tampas superior e inferior da caixa têm, cada uma delas, área A, a equação (4.48) as- 
sume a seguinte forma 


psÃA=D.(A-+A) (4.49) 
e, dessa forma, 
Ps 
D=—a. 
2 
ou 
D 
E=>=“a. (4.50) 
Es ZE 


conforme esperado a partir da equação (4.25). 
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D. Esfera uniformemente carregada 


Considere uma esfera de raio a com uma distribuição uniforme de carga dada por p, C/m”. Para de- 
terminar D em qualquer ponto, construímos superfícies gaussianas considerando os seguintes casos, 
separadamente: r= aer=a. Já que a carga tem simetria esférica, fica evidente que a superfície es- 
férica é uma superfície gaussiana apropriada. 

Para r = a, a carga total encerrada pela superficie esférica de raio r, como mostrado na Figura d.l6(a) 


É, 
De = | p,dv = py | dv = p, | | | r? sen O dr do dg (4.51) 
$=0 "8=0 “r=0 
Ee 
= Pra Tr 
U 


P= 6 D-dS =D, b ds = D, | | 1º sen 8 do dó 
& Í 


=0 *0=0 
= D,4ar” (4.52) 

Donde, como FP = O mu Tesulta 

> 4mr” 
D, drr” = EE Do 
ou 
f 

D = 3 Pr a, O<rsa (4.53) 


Para r = a, a superfície gaussiana é mostrada na Figura 4.16(b). A carga encerrada por essa superfi- 
cie é a carga total distribuída na esfera, isto é, 


2x 7 “ 
One = | prdv = p, | dv = p, | | | rº sen 8 dr dê dó 
d=0 "p= 


p=) 
= pra (4.54) 
enquan to 


= b D-dS = D,4rr” (4.55) 


Figura 4.15 Superfície gaussiana para uma 
lâmina plana infinita de carga. 





Lâmina infinita de carga o, C/m” 
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mente carregada quando: (a) r= a e(bjr=a. 





IDI Figura 4.17 Gráfico de ID em função de r para uma 
esfera uniformemente carregada, 





mesmo resultado da equação (4,52). Consegiientemente, 


4 
D, 4mr” = 3 map, 
ou 
a 


D=—5pa ra 
Sp 


Assim, a partir das equações (4.53) e (4.56), D, em qualquer ponto, é dado por 


r 
7 Pv Ar Ú<r=a 
D=+4. 
no 
Rr r=za 


e IDI varia com a distância r, como mostrado no gráfico da Figura 4.17. 
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Figura 4.16 Superfície gaussiana para uma esfera, uniforme- 


(4.56) 


(4.57) 


Observe, a partir das equações (4,44), (4.46), (4.48) e (4.52), que a habilidade em extrair D das 
integrais é a chave para encontrar D usando a lei de Gauss. Em outras palavras, D deve ser constan- 


te sobre a superfície gaussiana (para facilitar essas integrações). 


EXEMPLO 4.8 Sabendo que D = zp cos 4 a. C/m”, calcule a densidade de cargas em (1, 7/4, 3) e a carga total 


encerrada no cilindro deraio Im com-2 =:=2m. 


Solução: 


dD. á 
—* = pcos à 
dz 


= 
| 
-<] 

fer 
| 
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Em (1, 7/4,3),p, = 1- cos” (m/4) = 0,5 Cim'. A carga total encerrada no cilindro pode ser determi- 
nada de duas maneiras diferentes. 


Método 1: esse método está embasado diretamente na definição de carga total em um volume. 


O = [or — | 9008 6 p dó dp de 


L 


2 2x I 
= | dz | cos qdé | o” do = 4m)(1/3) 
:=-2 0 "4=0 p= 
da 
= ás 


Método 2: alternativamente, podemos usar a lei de Gauss. 


[+|+Jjpas 


) dd 


0=P= 6 D-ds = 





Ta Es + F, RE P, 


Onde P,, Pe 'P, são, respectivamente, os fluxos através das superfícies lateral (sides), da tampa su- 
perior (top side) e da tampa inferior (bottom side) do cilindro (veja Figura 3.17). Uma vez que D não 
tem componente ao longo de a. P, = 0, para É, dS = p dê dp a,, então 


o) 


| 2x 
= | pédp | cos” & dó 
=2 0 0 





l rig 
P = | | zo cos” & p dó dp 


Il 
ad 
RT 
43 | — a 
ama” | 
= ] 
| 
cl RS 
o [5 


e, para P,, dS = —-p dg doa,, então 





l rim 
P,=— | | zo cos” & p de dp 
p=) 


| x 
= 2 | p” do | cos” & dó 
$=0) 0 ” 


= — 


27 


Dessa forma, 


conforme obtido anteriormente. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 4.8 


Se D= (2y +2z)a + d4xya + xa. Cm”, determine 

(a) a densidade volumétrica de cargas em (= 1,0, 3); 

(b) o fluxo através de um cubo definido por0 = x = |, 0=y= le0=7=|; 
(c) a carga total encerrada no cubo. 


Resposta: (a)-4Cim', (b)2€,(0)2 €. 
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EXEMPLO 4.9 Uma distribuição de cargas, com simetria esférica, tem densidade dada por: 
PO Q<r=R 
Pr — R 
Ó, r>R 


Determine É em um ponto qualquer. 


Solução: 
A distribuição de cargas é semelhante à da Figura 4.16. Como existe simetria, podemos aplicar a lei 
de Gauss para determinar E. 


Em à E ds = Cone e [orar 
(a) Parar< K 
e,E, 4x7” = On E | | | pr” sen 6 dá do dr 
oo 


r 4 

Pol Por 

— 4mr” —— fp = ———— 
[ R R 


ou 


2 
Po! 

=. — a, 
deR 


(b) Parar > R 
cEArr” = On = | | | pur sen 0 dé do dr 
Doo O 


KR à r 
= | ad dr + | 0-4mr” dr 
o É R 


ou 





EXERCÍCIO PRÁTICO 4.9 


Uma distribuição de cargas no espaço livre tem p, = 2r nC/m' para 0 =" = I0me é zero em 
todos os outros pontos do espaço, Determine Eem r=2mer= I2m. 


Resposta: 226 a, V/m; 3,027 a, kV/m. 
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4.7 POTENCIAL ELÉTRICO 


A partir das discussões nas seções precedentes, conclui-se que a intensidade de campo elétrico E de- 
vido a uma distribuição de carga pode ser obtido a partir da lei de Coulomb, no caso geral, ou a par- 
tir da lei de Gauss, quando a distribuição de carga tem uma simetria, Uma outra maneira de determi- 
nar esse campo E é a partir do potencial elétrico escalar Va ser definido nesta seção. Em certo senti- 
do, este modo de determinar E é mais fácil porque é menos trabalhoso operar com escalares do que 
com vetores. 

Suponha que queiramos movimentar uma carga pontual OQ, de um ponto À para um ponto 8, em 
um campo elétrico E, como mostrado na Figura 4.18. A partir da lei de Coulomb, conclui-se que a 
força sobre O é dada por F = OE tal que o trabalho realizado para provocar um deslocamento dl da 
carga é dado por: 


dWw=-F-dl=-0E-dl (4.58) 


O sinal negativo indica que o trabalho é feito por um agente externo. Dessa maneira, o trabalho total 
realizado, ou à energia potencial necessária, para movimentar Q de A para B é 


(4.59) 





Ao dividir W por Q na equação (4.59), resulta no valor da energia potencial por unidade de car- 
ga. Essa quantidade, denotada por V,,. é conhecida por diferença de potencial entre os pontos A e B. 
Assim: 


(4.60) 





Observe que: 


jesrea, 


- ao determinar V,,. 4 é o ponto inicial e B é o ponto final; 

2. se V,, é negativo, existe uma perda de energia potencial ao movimentarmos Q de A até B. 
Isso significa que o trabalho é feito pelo campo. Entretanto, se V,, é positivo, existe um ga- 
nho em energia potencial no movimento; isto é, um agente externo é responsável por esse tra 
balho; 

Vs é independente da trajetória realizada (será mostrado um pouco mais adiante); 

4, V,» é medido em joules por coulomb, ou mais comumente em volts (V). 


Had 


Figura 4,18 Deslocamento de uma carga pontual Q 
em um campo eletrostático E. 


Origem 
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Exemplificando, se o campo E na Figura 4.18 é devido a uma carga pontual Q localizada na origem, 
então, 


E = e (4.61) 


+ 
ATE!” 


de forma que a equação (4.60) pode ser reescrita como 


Vap = -| = “dra, (4.62a) 
Are 
2 [> 
dre, Lip Ta 
ou 
Van Ve Ma (4.62b) 


onde V, e V, são os potenciais (ou potenciais absolutos) nos pontos B e A, respectivamente. Assim, 
a diferença de potencial V, pode ser considerada como o potencial de 8 em relação a A, Em proble- 
mas envolvendo cargas pontuais, é costume considerar um ponto no infinito como a referência, isto 
é, consideramos que o potencial no infiímito é zero, Dessa forma, se V, = O quando r, — es na equa- 
ção (4.62), o potencial em qualquer ponto (r, — r) devido a uma carga pontual Q localizada na ori- 
gem é dado por: 





Note, a partir da equação (4.62a), que, pelo fato de E apontar na direção radial, qualquer contri- 
buição ao potencial devido ao deslocamento nas direções 8 ou é é descartada pelo produto-ponto 
E -dl= Ecos0 dt = E dr. Portanto, a diferença de potencial V,, é independente da trajetória, co- 
mo afirmado anteriormente. 


O potencial em qualquer ponto é a diferença de potencial entre esse ponto e um ponto esco- 
lhido no qual o potencial é arbitrado como zero. 


Em outras palavras, considerando potencial zero no infinito, o potencial a uma distância r da carga 
pontual é o trabalho realizado, por unidade de carga, por um agente externo, ao deslocar uma carga- 
teste do infinito até esse ponto. Dessa forma: 


V= | E - dl (4.64) 


er 


Se a carga pontual O na equação (4.63) não está localizada na origem, mas em um ponto cujo ve- 
tor posição é r”, o potencial Víx, x, Z) ou, simplesmente V(r), em r torna-se: 


Q 


V DO e rp 
(1) dreolr — r'| 


(4.65) 


Consideramos, até agora, o potencial elétrico devido a uma carga pontual, As mesmas considera- 
ções se aplicam a outros tipos de distribuição de cargas porque qualquer distribuição de cargas pode 
ser considerada como constituída de cargas pontuais. O princípio da superposição, que aplicamos pa- 
ra campos elétricos, aplica-se também a potenciais. Para n cargas pontuais Q,, O, ... OQ, localizadas 
em pontos com vetores posição F,, E,, ... E, O potencial em r é dado por 


Q, O, MET TE O, 


dreolr— r|  dmsglt— rs dreo|F — E,| 
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EXEMPLO 4.10 


OL 


l E 
V(r) = = 
Are, 4 |r — 4] 





(ponto de cargas) (4.66) 


Para distribuições contínuas de cargas, substituímos Q, na equação (4.66) pelo elemento de carga 
pr dl, pç dS ou p, dv e a soma se transforma em uma integração, tal que o potencial em r pode ser 
escrito como 





Vir) = o | pular Jal (inha de carga) (4.67) 
dirão), JE — F'| 
| É ds" 

Vir) = — | pe (superfície de carga) (4,68) 
ATE, E E =| 

Vi) = | O uma cnrea (4.69) 
dress |r—r'| 


onde as coordenadas-linha são usadas para denotar a localização do ponto-fonte;, as demais se refe- 
rem à localização do ponto de interesse (ponto no qual V vai ser calculado). 
E preciso destacar que: 


|. Ao obter as equações (4.63) a (4.69), o ponto de potencial zero (referência) foi escolhido, ar- 
bitrariamente, no infinito. Se qualquer outro ponto for escolhido como referência, a equação (4.65), 
por exemplo, torna-se 


A 


ATE 





+ DC (4.70) 


onde € é uma constante determinada no ponto de referência escolhido. O mesmo raciocínio se apli- 
ca às equações (4.63) a (4.69). 

2. O potencial em um ponto pode ser determinado de duas maneiras distintas, dependendo do que 
for conhecido: a distribuição de cargas ou o campo elétrico E. Se a distribuição de cargas for conhe- 
cida, usamos uma das equações (4.65) a (4.70), dependendo da distribuição de cargas. Se E for co- 
nhecido, simplesmente usamos 


v=-[ Ed +c (4.71) 


A diferença de potencial V,, pode ser determinada, genericamente, a partir de: 


a W 
Fi = Vo — 1=—) E-dl=— (4.12) 
A Q 


Duas cargas pontuais — 4 UC e 5 4C estão localizadas em (2, — 1, 3) e em (0, 4, — 2), respectivamen- 
te. Determine o potencial em (1, 0, 1), considerando potencial zero no infinito. 


solução: 
Seja 
O, = —4pC, O, = 5 ul 


v) = E + 
dreolr — rm]  4mreor— r4| 








EXEMPLO 4.11 
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Se V(x)=0,C,=0, 


r= "= ILO,D-C-LI=-1,1,-D| = V6 
Ir ias ro| E (1,0, 1) Ne (0, 4, — 2) — [6R -— 4, 3)| == 26 
Donde 


des arg 0 aO 4/26 
é 
367 
9 x 10º (—1,633 + 0,9806) 
— 5,872 kV 


| 


EXERCÍCIO PRÁTICO 4.10 
Se uma carga pontual de 3 uC estiver localizada na origem, além das duas cargas do exemplo 


4.10, determine o potencial em (= 1, 5, 2), considerando que V(=<) = 0. 


Resposta: 10,23 kV. 


Uma carga pontual de 5 nO está localizada em (= 3, 4, 0), enquanto que uma linhaem y = lez=1 
está carregada uniformemente com 2 nC/m. 


(a)S8e V=0V em O(0,0,0), determine Vem A(5,0, 1). 
(b) Se V= 100 Vem 5(1,2, 1). determine Vem C(-2,5,3). 


(c)SeV=-5 Vem O, determine Voe. 


Solução: 


Seja o potencial em um ponto qualquer dado por 


onde Vo e V, são as contribuições ao V, nesse ponto, devido à carga pontual e à linha de cargas, 
respectivamente. Para a carga pontual, 


Vo=-JE-dl= -| O indra; 
TEo! 
Q 


ATE 





Para a linha infinita de cargas: 
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Portanto, 


RE se PR In p + o 
ZTE ATE! 





+ € 


Onde €C = €C, + €C, = constante; p é a distância perpendicular da linha y = 1 ez = | a0 ponto de 
interesse; e r é a distância da carga pontual ao ponto de interesse. 


(a) Se V= Oem O (0,0,0)e Vem A(5,0, 1) deve ser determinado, precisamos primeiro obter os va- 
lores de p e rem O e em A. Determinar r é fácil, usamos a equação (2.31). Para determinar p para 
qualquer ponto (x, w, 7), utilizamos o fato de que p é a distância perpendicular do ponto (x, y, Z) à 
linha y = 1ez= 1, paralela ao eixo x. Portanto, p é a distância entre (x, y, z)e (x, 1, 1), porque o ve- 
tor distância entre esses dois pontos é perpendicular a a . Assim: 





p= [60] = vg DRT; 

Aplicando essa equação para p e a equação (2.31) para r, nos pontos O c A, obtemos: 
po = (0,0,0) — (0,1, | = V2 
Fo = (o, 0, 0) Ez: (= 4, 0)| -— 5 


pa = (5,0, —(5, 1, D| = 
ra = (5, 0, || —(=3,.4, 0)| = 9 








Portanto, 
E mi mb q O ==] 
» E 2ne, PA dreslro Ta 
210 42 sed [ão à 
= a O ray Es fo fiqundicr 
ih Do usos 
“367 “36m 
Ni 
0-V,= -36m 2 +45 (1-5) 
OM 


Vi=36InV2-4=8477V 


Observe que evitamos calcular a constante € subtraindo um potencial do outro, não importando qual 
deles é subtraído do outro. 
(bjSeV=100VemB(l,.2DeVem C(-2,5,3) deve ser determinado, fazemos 


p= LLD-LD|=1 
m=(L4D)-(-340=V2 
pe =(-2,5,3)— (2,1, D| = V'20 
re=-2,5,39) — (-3,4,0)] = Vl 


| | 
Ve — Va = tento, LL] 
ZTE, Pp Ares Lic Th 





+45-.|—=—-—= 


ve ogE sen PO = 
E “vm 43 


= — 50,175V 
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ou 
Ve = 49,825 V 


(c) Para determinar a diferença de potencial entre dois pontos, não necessitamos estabelecer uma re- 
ferência de potencial, caso uma referência comum for considerada. 


Vac =" Ve fare Va di 49,825 — 100 
E 


como obtido na parte (b). 


EXERCÍCIO PRÁTICO 4.11 


Uma carga pontual de 5 n€ está localizada na origem. Se V = 2V em (0, 6, — 8), determine: 
(a) o potencial em A(-3, 2,6): 

(b) o potencial em B(1,5, 7); 

(c) a diferença de potencial V q. 


Resposta: (a) 3,929 V: (b) 2,696 V: (c) - 1,233 V. 


4.8 RELAÇÃO ENTRE O CAMPO ELÉTRICO E O POTENCIAL ELÉTRICO - 
EQUAÇÃO DE MAXWELL 


Conforme mostrado na seção precedente, a diferença de potencial entre dois pontos A e B indepen- 
de da trajetória percormda. Por essa razão, 


Voa = —Vas 


Isto é, Vãa + Vw = GE-dl=0 


ou 


(4.73) 





Isso mostra que a integral de linha de E ao longo de uma trajetória fechada, como mostrado na Figu- 
ra 4.19, deve ser zero. Fisicamente, isso implica que não é realizado trabalho ao se movimentar uma 
carga, ao longo de uma trajetória fechada, no interior de um campo eletrostático. Aplicando o teore- 
ma de Stokes na equação (4.73), resulta em 


pe-a- [xE-as-o 


ou 
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EXEMPLO 4.12 


Figura 4.19 Natureza conservativa do campo 
eletrostático. 





Qualquer campo vetorial que satisfaça as equações (4.73) ou (4.74) é considerado conservativo, ou 
irrotacional, conforme discutido na Seção 3.8. Assim, um campo eletrostático é um campo conserva- 
tivo. Às equações (4,73) ou (4.74) são referidas como eguação de Maxwell para campos eletrostáli- 
cos (a segunda equação de Maxwell a ser obtida nesse texto). A equação (4.73) é a forma integral e 
a equação (4.74) é a forma diferencial. Ambas descrevem a natureza conservativa do campo eletros- 
tático. 


Partindo de nossa definição de potencial, V=—JfE -dl, segue que 


dV=-E-dl= -E dx— E, dy — E. dz 


Mas 


DV DV DV 
dV => dx + ad + 4 
y 





= 


d X ds 


Comparando as duas expressões para dV, obtemos: 





EV E) VW 1V 
= —— = ja Si (4.15) 
dA dy cz 
Assim, 
E=-VY (4.76) 


isto é, o campo elétrico É é o gradiente de V. O sinal negativo mostra que a direção de E é oposta à 
direção em que V cresce. E está orientado dos níveis mais altos para os níveis mais baixos de V. Já 
que o rotacional do gradiente de uma função escalar é sempre zero (V x VV = 0), a equação (4.74), 
obviamente, implica que É deve ser o gradiente de alguma função escalar. Dessa forma, a equação 
(4.76) poderia ter sido obtida da equação (4.74). 

A equação (4.76) mostra um outro caminho para obter o campo E, independente do uso da lei de 
Coulomb ou da lei de Gauss. Isto é, se o campo potencial V é conhecido, o E pode ser encontrado 
usando a equação (4.76). Pode parecer surpreendente que uma única função V possa conter toda a in- 
formação expressa pelas três componentes de E. Porém, nesse caso, as três componentes de E não 
são independentes uma das outras. Elas estão explicitamente relacionadas pela condição V x E = 0, 
O que essa formulação do potencial faz é explorar essa propriedade tirando dela o máximo proveito 
e, dessa forma, reduzindo um problema vetorial a um problema escalar. 


IO 
Dado o potencial V =— sen fi cos é, 
Ro 


(a) determine a densidade de fluxo elétrico D em (2, 7/2, 0); 
(b) calcule o trabalho realizado ao se movimentar uma carga de 10 uC do ponto A(I, 30º, 120º) até 
o ponto B(d, 90º, 60º). 
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Solução: 


(a) D = s,Ê 


Nas 





| dV Lav | dV 
E=-VV=-|—a,+-— a + ie 

Eu E rsenb do ] 
20 Io O 
= senfcosga,— — cosêcosda, + — sen das 
r r F 


Em (2, 7/2, 0), 


o 
| 


20 
=8E(r=2,0=12,6=0)= ls a, — 0a + 005) 
2,5e,a, Clm” = 22,1 a, pC/m” 


(b) O trabalho realizado pode ser encontrado de duas maneiras, usando E ou V. 
Método 1: 
W 
w=-o [E:a ou S- [Ed 


e como o campo eletrostático é conservativo, o caminho de integração é irrelevante. Consegquente- 
mente, o trabalho realizado para movimentar Q de A(I, 30º, 120º) até B(4, 90º, 60º) é o mesmo que 
o realizado para movimentar O de A até A”, de Aaté B'e de B' até B, onde: 


A(1, 30º, 120º) B(4, 90º, 60º) 
AF dl= dra, JU = Fdga; Tadl=rsenddçõa, 
A'(4, 30º, 120º) — B'(4,90º, 1209). 


Isto é, em vez de movimentar a carga O diretamente de A até B, a carga é movimentada de A> A”, 
A'—> Be de B'— B, tal que somente uma variável se altera por vez. Isso torna a integral de linha mui- 
to mais fácil de calcular. Assim, 
—W ne 
0 Es "o Mas T War + Wpa) 


(|. + [+ [Jeca 


[ 20 sen 8 cos & 
— e mifjic=e dr 




















-=1 , 9=30º, 4 = 120º 
oo” a 
— IO cos f cos. 
” | Ee cos É dê 
“il = HOP pr r=d. &= 150º 
CE 
HO sen 
+ | E É sentido 
é= 20 E r=4.0=90º 
W/-1 1 |é 
Ea. 
E) 2 dr" r= 
IO (—1) Do) | s0º | 
SE en 0 + — [13 — tos 
l6 2 iii 30º 164 is 120º 
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OL 
45 
W=— O = 28,125 
TG É pl 


Método 2: 
Já que V é conhecido, esse método é muito mais fácil. 


Ré) 


W = -o | E -dl= OVas 
A 
MVo — Va) 


= 10 (1 sen 90º cos 60º — e sen 30º cos 20º) «1078 


AG a 
= 10 [| — — | 107º 
te o 

= 28,125 q) 


como obtido anteriormente. 


II 


EXERCÍCIO PRÁTICO 4.12 


Dado E = (3x + y) a, + xa, kV/m, determine o trabalho realizado ao movimentar uma carga 
de — 2 uC do ponto (0, 5, 0) até o ponto (2, — 1, 0) usando a trajetória: 

(a) (0, 5, 0) — (2,5, 0) — (2, - 1,0); 

(b)yv=5-3x. 


Resposta: (a) 12 mJ, (b) 12 mi]. 


4.9 O DIPOLO ELÉTRICO E AS LINHAS DE FLUXO 


Tem-se um dipolo elétrico quando duas cargas pontuais de igual magnitude e sinais opostos 
estão separadas por uma pequena distância. 


A Importância do campo devido a um dipolo elétrico ficará evidente nos próximos capítulos. 
Considere o dipolo mostrado na Figura 4.20. O potencial em um ponto P(r,8, 4) é dado por 


v= Ei d)- 220 (4.77) 


dire, Li ra dTEs Fra 


onde r, e r; são as distâncias entre P e + Q e entre Pe — O, respectivamente, Ser d,r,-r,= dcos 
2 aa 
0, rr, =r a equação (4.77) torna-se 
O dcosb 
2 
dTso r 


(4.78) 
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Figura 4.20 Um dipolo elétrico. 





Jáquedcost=d-a,onded = da, se definirmos 
p= Qd (4.79) 


como momento de dipolo, a equação (4.78) pode ser escrita como 


p'a, 
po 
ATE! 


V = (4.80) 


Note que o momento de dipolo p está orientado de - O a +00. Se 0 centro do dipolo não está na ori- 
gem, mas em r”, a equação (4.80) torna-se 


pe(r—r) 


Vir) = (4.81) 


der — je 





O campo elétrico devido ao dipolo com centro na origem, mostrado na Figura 4.20, pode ser obtido 
diretamente das equações (4.76) e (4.78) como 


aV Lav 
E == 4 = od 
dr qugd 
Qd cos 8 Od sen 8 
= q 4 7 q 4 
ZTE Ares 


OU 


E = E (2cosfa, + sen O ag) (4.82) 


Test 





onde p = lp| = Ol, 


Observe que uma carga pontual é um monopofo e seu campo elétrico varia inversamente com E 
enquanto seu campo potencial varia inversamente com r [veja equações (4.61) e (4.63)]. Das equa- 
ções (4.80) e (4.82), observamos que o campo elétrico devido ao dipolo varia inversamente com É, 
enquanto seu potencial varia inversamente com 1”. Os campos elétricos devido a multipolos de or- 
dens sucessivamente superiores (tais como um quadrupolo, que consiste de dois dipolos, ou um oc- 
tupolo, que consiste de dois quadrupolos) varia inversamente com 1º, 1º, 1”, ..., enquanto seus poten- 
ciais correspondentes variam inversamente com P, P, FP, gre 

O conceito de linhas de fluxo elétrico (ou linhas de força elétrica, como são algumas vezes de- 
nominadas) foi introduzido por Michael Faraday (1791-1867), na sua investigação experimental, co- 
mo uma maneira de visualizar o campo elétrico. 
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linha de fluxo 






linha de Fluxo 






Faca superfície 
superfície equipotencial 
equipotencial 


(ad 


Ch) 


Figura 4.21 Superfícies equipotenciais para (a) uma carga pontual e (b) para um dipolo elétrico. 


Uma linha de fluxo elétrico é uma trajetória ou uma linha imaginária desenhada de tal modo 
que sua orientação em qualquer ponto é a orientação do campo elétrico nesse ponto. 


Em outras palavras, são as linhas para as quais o vetor densidade de fluxo elétrico D é tangencial 
em cada ponto. 

Qualquer superfície na qual o potencial elétrico é o mesmo em toda a sua extensão é conhecida 
como uma superfície equipotencial. A interseção de uma superfície equipotencial e um plano resul- 
ta em uma trajetória ou uma linha conhecida como finha equipotencial. Nenhum trabalho é realiza- 
do ao movimentar uma carga de um ponto a outro ao longo de uma linha ou superfície equipotencial 
(V,— Va = Oje, por essa razão, 


| E-dl=0 (4.83) 


sobre a linha ou sobre a superfície. A partir da equação (4.83), podemos concluir que as linhas de tor- 
ça ou linhas de fluxo (ou a direção de E) são sempre normais às superfícies equipotenciais. 
Exemplos de superfícies equipotenciais para carga pontual e para um dipolo são mostrados na Figu- 
ra 4.21. Note, a partir desses exemplos, que a direção de E é perpendicular às linhas equipotenciais 
em qualquer lugar. 
Veremos a importância das superfícies equipotenciais quando discutirmos a presença de corpos con- 
dutores em campos elétricos. Por agora basta dizer que esses corpos são volumes equipotenciais. 
Uma aplicação típica de mapeamento de campo (linhas de fluxo e superfícies equipotenciais) é 
encontrada no diagnóstico de doenças cardíacas. O coração humano bate em resposta a uma diferen- 
ça de potencial de campo elétrico interna. O coração pode ser caracterizado como um dipolo com um 
mapa de campo similar ao da Figura 4.21(b). Tal mapa de campo é útil para detectar posição anormal 
do coração.” Na Seção 15.2, discutiremos uma técnica numérica para fazer mapeamento de campo. 


EXEMPLO 4.13 Dois dipolos com momentos de dipolo — 5a. nC/m e 9a. nC/m estão localizados nos pontos 
: (0, 0, —- 2) e (0, 0, 3), respectivamente. Determine o potencial na origem. 


Solução: 


Pe" T; 


à 


* Para mais informações sobre esse assunto, ver R. Plonsey, Bivelectrie Phenomena. New York: Me Graw-Hill, 1969. 
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onde 

pr=-=5  n=(00,0-(00-2=2, n=[n]=2 

p> = 9a, r=(0,0,0)-(0,0,3)=—3a, n=|n|=3 
Portanto, 

l — |() 2! di 
v-—S| E -S 0 f 
A ID*| & Y 
“ a6m 
= — 20,25V 


EXERCÍCIO PRÁTICO 4.13 


Um dipolo elétrico de 100 a, pC - m está localizado na origem. Determine Ve E nos pontos: 
(a) (0, 0, 10); 
(b) (1, m/3, m/2). 


Resposta: (a)9mV, 1,8 a mV/m; (b) 0,45 V, 0,9 a, + 0,7794a, Vim. 


4.10 DENSIDADE DE ENERGIA EM CAMPOS ELETROSTÁTICOS 


Para determinar a energia armazenada em um arranjo de cargas, precisamos, em primeiro lugar, de- 
terminar a quantidade de trabalho necessária para reunir essas cargas. Suponhamos que se posicione 
três cargas pontuais O,, O, e O, em uma região do espaço inicialmente vazia, região sombreada na 
Figura 4.22. Não há necessidade de se realizar trabalho para transferir Q, do infinito até P, porque o 
espaço, inicialmente, está livre de cargas e não há campo elétrico presente [da equação (4.59), 
W = 0]. O trabalho realizado para transferir Q, do infinito até P, é igual ao produto de Q, pelo po- 
tencial V,, em P, devido a Q,. De modo similar, o trabalho realizado para posicionar O, em P, é igual 
a 0O(V, + V,), onde Ve V, são os potenciais em P, devido a O, e OQ ,, respectivamente. Portanto, 
o trabalho total realizado para posicionar as três cargas é: 


= 0 + 05V5, + OxXVa + Vão) RES 
Se as cargas fossem posicionadas na ordem reversa, 
We=W+W+W | 
ES a qa (4.85) 


Il 


O + Ovo + OdVio + Vis) 


onde V,, é o potencial em P, devido a QO,e V,, e V,, são, respectivamente, os potenciais em P, devi 
do aQO,e a Q,. Somando as equações (4.84) e (4.85), obtém-se 


2We = O(Via + Via) + QÁVa + Vos) + OMVa + Vas) 
= Vi, + Ovo + OaVa 


ou 


| 
WE = 3 (Wi + OsVo + 0/5) (4.86) 
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Figura 4.22 Arranjo de cargas. 





onde V,, V. e V, são os potenciais totais em P,, P, e P,, respectivamente. Em geral, se houver n car- 
gas pontuais, a equação (4.86) torna-se: 


(em joules) (4.87) 





Se, ao invés de cargas pontuais, a região tiver uma distribuição contínua de cargas, o somatório 
na equação (4.87) torna-se uma integral, isto é: 


l 
We = 3 | prV dl (linha de carga) (4.88) 
E 
We = 3 | osV ds (superfície de carga) (4.89) 
We = > | pv ev (volume de carga) (4.90) 


Já que p, = V- D, a equação (4.90) pode ser reescrita como: 


We=5 | (0: Vva (4.91) 


Ainda, para qualquer vetor A e escalar V, as identidades 
V-VA=A-VVAMV-A) 
ou 
(ViA)V=V:VA-A: VV (4.92) 
são válidas. Aplicando a identidade da equação (4.92) na equação (4.91), obtém-se: 
| 


me= 5] 0 VD) dv — 3 


| (D- VV) dv (4.93) 


Aplicando o teorema da divergência ao primeiro termo do lado direito dessa equação, temos: 


we= 54 (VD) + ds — o: VV) dv (4.94) 
$ y 


: 112 : ER 2 
Da Seção 4.9, relembramos que V varia com 1/r e D com 1/r para cargas pontuais; V varia com 1/r 
e D com 1/r para dipolos € assim por diante. Portanto, VD no primeiro termo do lado direito da equa- 
pr 3 - 2 a Ê : 
ção (4.94) deve variar pelo menos com 1/r, enquanto dS varia com r. Consegientemente, a primei- 
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ra integral na equação (4.94) deve tender a zero à medida que a superfície S torna-se cada vez maior. 
Por essa razão, a equação (4.94) reduz-se a 


We = — | (D:-VVdy = > | (D - E) dv (4.95) 


ejáque E = —VVe D=s,E 











(4.96) 
Disso, podemos definir a densidade de energia eletrostática w, (em Jim”) como 
dWe 1 | a Ef 
p= =D E=—eE == 4.97 
já dv 2 2 Ei ZE 
de forma que a equação (4.95) possa ser escrita como 
We = | we dv (4.98) 
EXEMPLO 4.14 Três cargas pontuais - |] nC, 4 nC e3nt estão localizadas em (0,0, 0), (0,0, 1) e (1,0, 0), respec- 
tivamente. Determine a energia interna do sistema. 
Solução: 
W — W, + Ha, + Ha, 
= 0 + ovo + QVa + Vas) 
cilbiio—— 
* 4re, |(0,0,1) — (0,0,0)| 
fes | O, di O» | 


0,0 
Va 


1 12 
= elfo e É 
el a) 


A 
f 367 


12 
- (5 a 1) nJ = 13,370] 
vo o. 





e mo [ojo: + Q404 + 
TE 





Alternativamente, 


ag 
Ve Lv = (ivo + oba srs) 
«Ate, O |+&] O, E O 





2 lámedl) 4medD] 2 L4medl) 4re(V9) 
O | O, Oo 

+ — E 
2 Láredl) qredVP) 
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EXEMPLO 4.15 


| 


ATE 





(oo: SL 0,0; + 


Cut 


v2 


12 
= o = 7) nJ = 13,371) 


2 


como obtido anteriormente. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 4.14 


As cargas pontuais Q = | n€, O,= —-2n€, O,= 3 nCe Q,= —4 nC estão 
posicionadas, uma por vez e nessa ordem, nos pontos (0, 0, 0), (1, 0,0), (0,0, — 1) 
e (0,0, 1), respectivamente. Calcule a energia armazenada no sistema depois do posiciona- 


mento de cada uma das cargas. 


Resposta: 0;-— 18 nJ;- 29,18 nJ; — 68,27 n]. 


Uma distribuição de carga com simetria esférica tem densidade 


— | Po, 
p=] 


D=r=R 
r>R 


Determine V em qualquer ponto e a energia armazenada na região r <R, 


Solução: 
O campo D já foi determinado na Seção 4.6D usando a Lei de Gauss. 
> 
(a) Parar=R, E = PR a 
JEgt” 


Sendo E conhecido, V é determinado por: 


Rê 
Ef ir. 
JE! 





Umavezque Hr==)=0, C,=0 








a 
V= -[r-a- ip [dr 
R 








: 
(b) Parar=R,E= Ca, 
3Es 
Donde, 
V = | E-dl= -— | rdr 
“o 
=p BBE qu 
ÕE, - 
Da parte (a) V(r = R) = fe . Portanto, 
lh 
R'po POR “Po 
The Ps GoG= 
dEq ÕE, j E 2 


RESUMO 
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Eb 





V= (ar? — +?) 
ÕE, 
Assim, a partir de (a) e (b) 
3 
poR ; r=R 
a JEar 
Pa ? 2 
e (RO =, r=R 
ÕEs 





Portanto, 








2 Pes 1,0 do=0 +=0 
2 AR é Do 
= Bo gi2| - mor , 
18E, 5 0 45E, 





EXERCÍCIO PRÁTICO 4.15 


SeV=x-y +axy + 22 V, determine E em (1, 2, 3) e a energia eletrostática armazenada em um 


cubo de lado 2 m, centrado na origem. 


Resposta: -3a —2a. Vim; 0,2358 nJ. 


1. As duas leis fundamentais para campos eletrostáticos (lei de Coulomb e lei de Gauss) são apre- 


sentadas nesse capítulo. A lei da força de Coulomb estabelece que 


0,0, Ê 
R 


= > a 
de” 





2. Tendo por base a lei de Coulomb, definimos a Intensidade de campo elétrico E como força por 


unidade de carga, isto é: 


E=-=-"sHTrTos 
p2 ! 3 

dreR dreoR 
3. Para uma distribuição contínua de cargas, a carga total é dada por 


O = | py dll para uma linha de carga 


af 


(somente para cargas pontuais) 
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Q= | ps ds para uma superfície de carga 


= «elv ara um volume de carva 
Q P, p Ê 


O campo E devido a uma distribuição contínua de cargas é obtido, a partir da fórmula para a car- 
ga pontual, substituindo O por dO = p, dl, dO = pç dS ou dO = p dVe integrando sobre a li- 
nha, a superfície ou o volume, respectivamente, 


4. Para uma linha infinita de carga, 





cp 
> A, 
ZTE 
e, para uma lâmina infinita de carga: 
Ps 
E = a, 
2Eg 


Ed 


A densidade de fluxo elétrico D está relacionada com a intensidade de campo elétrico (no espa- 
ço livre) na forma de 


D — :,E 
O fluxo elétrico através da superfície 5 é expresso por 


P = [Dias 
S 


6. Alei de Gauss estabelece que o fluxo elétrico liquido que penetra uma superfície lechada é igual 
a carga elétrica total envolvida por essa superfície, isto é, P = O mate Portanto, 


P = b D-dS = Qw = [od 


UL 


p,= VD (primeira das equações de Maxwell a ser obtida) 


Quando a distribuição de cargas é simétrica tal que a superfície gaussiana (onde D = Da é 
constante) possa ser definida, a lei de Gauss é útil para determinar D, isto é, 


E ami 


E ) ds = Ci ou E ei ç 


7. O trabalho total realizado, ou a energia potencial elétrica, para movimentar uma carga pontual 
O de um ponto A até um ponto 8, em um campo elétrico E, é 


6 
w=—o | E - «dl 
A 


8. O potencial em r, devido a uma carga pontual Q em r”, é 


10, 


1. 


12. 


13. 


14. 


15. 
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onde € é dado em um ponto de referência de potencial; por exemplo: € = O se V(r — cs) = 0, 
Para determinar o potencial devido a uma distribuição contínua de carga, substituímos Q na fór- 
mula para carga pontual por dQ = p, dt, dO = p,dS ou dQ = p, dv e integramos sobre uma li- 
nha, uma superfície ou um volume, respectivamente. 


Se a distribuição de carga não é conhecida, mas a intensidade de campo E é dada, determinamos 
o potencial usando: 


V= -| E-dl+cC 
A diferença de potencial V, ,, O potencial em B em relação ao potencial em A, é dada por: 


B 
| W 
Va = —]| Esdl=""= Vi — Va 
A Q 


Já que o campo eletrostático é conservativo (o trabalho líquido realizado ao longo de uma traje- 
tória fechada em um campo estático E é zero), 


p E-dl=0 
ou 
VxE=0 (segunda equação de Maxwell a ser obtida) 
Dado um campo potencial, o campo elétrico correspondente é determinado usando: 
E = —VV 
Para um dipolo elétrico centrado em r”, com momento de dipolo p, o potencial em r é dado por: 


| pi(r-—r') 
Va 
dreot— "| 


O vetor D é tangencial às linhas de fluxo elétrico em cada ponto. Uma superfície equipotencial 
(ou linha) é uma superfície (ou linha) em que V = constante. Em cada ponto, a linha equipoten- 
cial é ortogonal à linha de fluxo elétrico, 


A energia eletrostática devido a n cargas pontuais é; 
| n 
HE— 3 > Ovi 
k=1 


Para uma distribuição contínua de cargas em um volume, 


IS uli= | E 
We = 3 [DEM = 5 | eolBid 


QUESTÕES DE REVISÃO 





4.1 Duas cargas pontuais O, = InCe O, = 2 nº estão distantes uma da outra, Quais das seguintes 


afirmações são incorretas? 


(a) A força sobre Q, é repulsiva, 
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(b) A força sobre Q, é igual em magnitude à força sobre O. 
(c) À medida que a distância entre as cargas diminui, a força sobre O, aumenta linearmente. 
(d) A lorça sobre O, é ao longo da linha que une as cargas. 
(2) Uma carga pontual O, = — 3 n€ localizada no ponto médio entre O, e O, experimenta uma 
força resultante nula, 


4.2 O plano z = 10 m tem uma distribuição de cargas de 20 nC/mÍ, A intensidade de campo elétrico na 
origem é: 
(a) — 10 a. V/m 
(b) — 187 a. Vim 
(c) — 72x a, Vim 
(d) —- 3607 a. V/m 


4.3 As cargas pontuais 30 nC€, — 20 nC e 10 nC estão localizadas em (— 1, 0,2), (0,0, 0) e (1,5,-— 1), 
respectivamente. O fluxo total que sai de um cubo de 6 m de aresta, centrado na origem, é: 
(a) - 20 nC 
(bj 10 nC 
(c) 20 n0 
(d) 30 nC 
(2) 60 n€ 


d4 A densidade de fluxo elétrico sobre uma superfície esférica r = b é a mesma tanto para uma carga 
pontual Q localizada na origem, quanto para uma carga Q uniformemente distribuída sobre uma 
superficie r=a(a < b). 
(a) Sim. 
(b) Não. 
(c) Não necessariamente. 


4.5 O trabalho realizado pela força F = 4a -3a + 2a.N para provocar, em uma carga de 1 nC, 0 
deslocamento de 0a, + 2a, -7a.m é de: 
(a) 103 n] 
(b) 60 n] 
(c) 64 n] 
(d) 20 n] 


4.6 Dizer que um campo eletrostático é conservativo não significa dizer que: 


(a) O campo é o gradiente de um potencial escalar. 
(b) A circulação desse campo é identicamente zero. 
(c) O rotacional desse campo é identicamente zero. 
(d) O trabalho realizado em uma trajetória fechada no interior desse campo é zero. 


(2) A diferença de potencial entre quaisquer dois pontos é zero. 


4.7 Suponha que exista um campo elétrico uniforme no interior da sala em que você está trabalhando, 
tal que as linhas de força são horizontais e perpendiculares a uma das paredes. À medida que você 
caminha em direção à parede da qual as linhas de força emergem, você está caminhando na dire- 
ção dos: 

(a) Pontos de potencial mais alto? 
(b) Pontos de potencial mais baixo? 


(c) Pontos de mesmo potencial (inha equipotencial)? 


PROBLEMAS l 


4.8 


4.9 


4.10 


4.1 


4.2 


4.3 


dd 


4.5 
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Uma carga O é uniformemente distribuída em uma esfera de raio q. Considerando o potencial no 
infinito como zero, o potencial em r = b < a é dado por: 


b 
(a) -| ida 


o ATEU 


E 
(b) -| Ly 


dire” 


E ch 
(Cc) | Q dr | El di 


E: Ro, 
| ATE drTeça 


(d) -| o q dr 


ATE 





ci 





E 


Um campo potencial é dado por V= 3 xy — yz. Qual das afirmações a seguir não é verdadeira? 

(a) No ponto (1,0,- 1) Ve E são nulos. 

(b) xy = | é uma linha equipotencial no plano xy. 

(c) A superfície equipotencial V = — & passa pelo ponto P(2.- 1, 4). 

(d) O campo elétricoem Pé l2a —-8a, a. V/m. 

(e) A normal unitária à superfície equipotencial V = — 8 em P é dado por - 0,83a, + 0,55 a, + 
0,07 a.. 

Um campo potencial elétrico é produzido pelas cargas pontuais | ue 4 4C, localizadas nos pon- 

tos (— 2,1.5)e (1,3.- 1), respecivamente. A energia armazenada no campo é de: 

(a) 2,57 m] 

(b) 5,l4 ml] 

(c) 10,28 mJ 


(d) Nenhuma das respostas acima. 


Respostas: 4.1c, e; 4.2d; 4.3h; 4.d4a; 4.5d; 4.6e; 4.74; 4.8c; 4.99; 4.10b. 


Duas cargas pontuais Q, = 5 mC e Q, = — 4 mC€ estão localizadas nos pontos (3,2, Je (—4, 
O, 6), respectivamente, Determine a força sobre Q.. 


Cinco cargas pontuais idênticas de 15 mC cada estão localizadas no centro e nos cantos de 
um quadrado definido por=| < x,y < lez=0. 
(a) Determine a força sobre uma carga pontual de 10 ul localizada em (0,0, 2). 
(b) Calcule a intensidade de campo elétrico em (0, 0, 2). 
Duas cargas pontuais Q, e Q, estão localizadas em (4, 0, —- 3) e (2,0, 1), respectivamente. Se 
OQ, = 4 n€, determine OQ, tal que: 
(a) O campo E em (5.0, 6) não tenha componente em z. 
(b) A força sobre uma carga de teste em (5, 0, 6) não tenha componente em x. 
As cargas + Q e + 30 estão separadas por uma distância de 2 m. Uma terceira carga está lo- 
calizada em uma posição tal que o sistema eletrostático está em equilíbrio. Determine a lo- 
calização e o valor da terceira carga em termos de O. 
Determine a carga total: 

; É a 
(a) Sobre uma linha dada por0 < x < 5 m, se p= 12x mC/m. 


(b) Sobre um cilindro dado porp = 3.0<z<4m,sepç=p 2 nCim. 


Cim”. 





l 
rsen 6 


(c) Dentro de uma esfera com r = 4 m, se p, = 
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4.6 Calcule a carga total devido às distribuições de carga referidas por 4, Be € na Figura 4.23. 


4,7 


48 


4.9 


4.10 


“4.11 


Determine E em (5, 0, 0) devido à distribuição de carga referida por A na Figura 4.23. 


Devido à distribuição de carga referida por B na Figura 4.23, 
(a) Determine E no ponto (0,0,3)sep,= 5 mC/m?, 
(b) Determine E no ponto (0, 0,3) se pç = 5 sen é mem. 


Um disco circular de raio a está carregado com uma distribuição de carga dada por p, = 1/o C/m”. 
Calcule o potencial em (0, O, A). 


Um anel dado por y + 7 = 4e x = 0 está carregado com uma distribuição uniforme de carga de 

5 uCtm. 

(a) Determine D em P(3. 0, 0). 

(b) Se duas cargas pontuais idênticas Q forem colocadas em (0, — 3, 0) e (0, 3, 0), nas proximida- 
des do anel, determine o valor de O tal que D = O em B 


(a) Demonstre que o campo elétrico no ponto (0, O, A), devido ao retângulo descrito por -4 = x E 
a-b=y=bez= 0, carregado com uma distribuição uniforme de carga p, Clm”, é dado por: 


E APR ab 
E = tg é 
Teo * ça” + bo + ny) 





(b) Sea =2,b=5epç=10 * determine a carga total sobre o retângulo e a intensidade de cam- 
po elétrico em (0,0, 10). 


Fa 





p.= | mCmº 


Figura 4.23 Referente ao Problema 4.6. 


4.12 


4.13 


d.14 


4.15 


d.16 


4.17 


4.18 


4.19 


4.20 
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x Figura 4.24 Referente ao Problema 4.14. 





Uma carga pontual de 100 pC está localizada em (4, 1, — 3), enquanto o eixo x está carregado com 
: 4 ; 
2nC/m. Se o plano z = 3 também estiver carregado com 5 nC/m”, determine E no ponto (1, 1, 1). 


Alinhax = 3e7z=— | está carregada com 20 nC/m, enquanto o plano x = — 2 está carregado com 
4nC/m”. Determine a força sobre uma carga pontual de — 5 mC localizada na origem. 


Quatro cargas pontuais estão localizadas nos vértices de um quadrado de 4 m de lado, como mos- 
tra à Figura 4.24, Se O = 15 4C, determine D em (0, 0,6). 


Estabeleça a lei de Gauss. Deduza a lei de Coulomb a partir da lei de Gauss, mostrando que a lei 
de Gauss é uma forma alternativa da lei de Coulomb e que a lei de Coulomb está implícita na equa- 
ção de Maxwell: V- D = p. 


Determine a densidade de cargas devido a cada uma das seguintes densidades de fluxo elétrico: 


(a) D = 8xya, + 4x'a, Cm” 
(b) D=psenga,+ 2pcosda, + 27'a, Cim” 


2 cos 0 sen 6 à 
() D=""— a, + a cm? 
pr RE 


Seja E = xya, + xa, determine: 
(a) A densidade de fluxo elétrico D, 
(b) A densidade volumétrica de cargas p.. 


O plano x + 2y = 5 está carregado com pç = 6 nC/m”, Determine E em (= 1,0, 1). 


No espaço livre, D = 2y'a + 4xy a, - a, mC/m”. Determine a carga total armazenada na região 
I<Xax<2Zl<y<2i-l<z<á, 


Em uma certa região, o campo elétrico é dado por: 
D=2p(2+ Ikosga,-— p(z + Isenga, + p” cos q a. pCim 
(a) Determine a densidade de cargas, 
(b) Calcule a carga total encerrada em um volume dado por: 0 =p <20<p</2e0<;<4, 


(c) Confirme a lei de Gauss, determinando o fluxo liquido através da superficie que limita o 
volume dado em (b). 
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“4.21. O modelo de Thomson do átomo de hidrogênio é uma esfera de cargas positivas com um elétron 
(carga pontual) em seu centro. A carga positiva total É igual à carga eletrônica e. Prove que, quan- 
do o elétron está a uma distância r do centro da esfera positiva de cargas, ele é atraído com uma 
força 


onde R é o raio da esfera. 


4.22 Três cascas esféricas concêntricas com r = 1|,r=2er= 3mtêm, respectivamente, distribuições 
a 
de cargas dadas por 2, - 4 e 5 uCim'. 


(a) Calcule o fluxo através der= lômer=25m. 


(b) DetermineDemr=05,r=25er=35m. 


d.23 Dado que 


“ fiZpntm', |<p<2 
Pv O. fora desse intervalo 


determine D em qualquer ponto. 


d.24 Seja 
O time I<r<4 
Pv — Pr 
Õ, r> 0 


(a) Determine o fluxo líquido que atravessa as superlíciesr= 2mer= 6m. 
(b) Determine Demr= Imeemr=5m. 


d.25 Determine o trabalho realizado ao deslocar uma carga de 5 € do ponto P(I, 2, —- 4) até o ponto 
R(3, — 5, 6), na presença de um campo elétrico dado por 


a 
E=a+z'a,+ 2yza. Vim 


4.26 Dado o campo elétrico em uma certa região do espaço 


E =(z+ I)jsenga,+ (2z+ I)cosa, + psenga.Vim 


determine o trabalho realizado ao movimentar uma carga de 4 n€ de 
(a) A(1,0, 0) até B(4, 0,0) 
(b) B(4, 0, 0) até C(4, 30º, 0) 
(c) C(4, 30º, 0) até D(4, 30º, — 2) 
(d) A até D 
4.27 Em um campo elétrico E = 20 rsenf a, + 10 r costa, V/m, determine a energia empregada ao 
transferir uma carga de 10 nº 
(a) de A(S5, 30º, 0º) até B(5, 90º, 0º) 
(b) de A até C(1O, 30º, 0º) 
(c) de A até D(5, 30º, 60º) 
(d) de A até ECO, 90º, 60º) 
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: e Ê E Eae ê 
4.28 Seja V = xyz. Calcule a energia necessária para transferir uma carga pontual de 2 UC de (1,- 1,2) 


a(2,1,-3). 


4.29 Determine o campo elétrico devido aos seguintes potenciais: 


4.30 


4.3] 


d.32 


4.33 


4.34 


“4.36 


9 


(a) V=x"+2y + 47 
(b) V = sen + yº + 2)! 
(o) V = 9: + Isen 6 

(d) V=e"" send cos 24 


Três cargas pontuais 0,= | mC,0,=-2mCe O, = à mC estão localizadas, respectivamente, em 
(0, 0, 4), (—- 2,5, De (3,4, 6). 


(a) Determine o potencial Vem P(- 1, 1,2). 


(b) Calcule a diferença de potencial Va, se O é (1,2,3). 


No espaço livre, V = xy(z + 3) V. Determine: 
(a) E em (3,4,-6) 


(b) a carga dentro de um cubo de dimensões O < x,y,2< 1 


Uma distribuição esférica de cargas é dada por 


py = 


Determine Vem qualquer ponto. 
Para verificar que E = vza, + xza + ava. V/m é verdadeiramente um campo elétrico, demonstre que: 


(a, VXx E=0 
(b) y E «dl = O, onde L é o perímetro de um quadrado definido por O < xy<2,72=1. 


(a) Uma carga total Q = 60 uC é dividida em duas cargas iguais localizadas a 180º uma da outra, 
posicionadas em um anel circular de raio 4 m. Determine o potencial no centro do anel. 


(b) Se a carga O for dividida em três cargas iguais espaçadas em intervalos iguais de 120º nesse 
anel, determine o potencial no centro do anel. 


(c) Se a carga for distribuída ao longo do anel com uma distribuição lincar dada por p,= e de- 
termine o potencial no centro do anel, 87 


Para uma distribuição esférica de cargas dada por: 


“Toda -— rr, r<a 
P; Õ, r>a 


(a) Determine Ee Vpara r = a. 
(b) Determine E é Vpara r = a. 
(c) Determine a carga total, 


E Eu 


(d) Demonstre que E é máximo quando » = 0,145a. 


(a) Prove que, quando uma partícula de massa e carga constantes é acelerada a partir do repouso, 
na presença de um campo elétrico, sua velocidade final é proporcional à raiz quadrada da di- 
ferença de potencial sob a qual cla é acelerada. 


(b) Determine a magnitude da constante de proporcionalidade se a partícula for um elétron. 
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(c) Sob que diferença de potencial deve um elétron ser acelerado, considerando que não haja va- 
ração em sua massa, para adquirir uma velocidade de um décimo da velocidade da luz? (Em 
tais velocidades, a massa de um corpo torna-se consideravelmente maior do que sua “massa de 
repouso” e não pode ser considerada constante.) 


= ron + Fi - + 
*4,37 Um elétron é lançado com uma velocidade inicial 4, = 10 m/s em um campo elétrico uniforme 
existente entre duas placas paralelas, como mostra a Figura 4.25. O elétron entra no campo na po- 
sição média entre as duas placas. Se o elétron tangencia a placa superior ao sair do campo: 


(a) Determine a intensidade de campo elétrico entre as placas. 
(b) Calcule a velocidade do elétron quando ele abandona o campo. Desconsidere efeitos de borda. 


4.38 Um dipolo elétrico com p = pa. € - m está localizado em (x, 2) = (0, 0). Se o potencial em (0, 1) 
nm é de 9 V, determine o potencial em (1, 1) nm. 


4.39 Duas cargas pontuais O e — O estão localizadas em (0, d'2, 0) e (0, — d/2, 0). Demonstre que no 
ponto (r, O, q ), onde r >> d; 


—* Qdsenôseng 


V ; 
drenr” 
Determine o campo É correspondente. 
4.40 Determine o trabalho necessário para deslocar as cargas O, = ImC e O, = —- 2 m€ do infinito até 


os pontos (— 2,6, 1) e (3, — 4, O), respectivamente. 
4.41 Uma carga pontual O está na origem. Calcule a energia armazenada na região dada por r > a. 


4.42 Determine a energia armazenada em uma região delimitada pelo hemisfério r=2me0 <= 8 < 7, 
onde existe o campo elétrico expresso matematicamente por: 


E = 2rsenfcosga,+ rcosêcosda,— rsen é as Vim 


4.43 Se V = p': sen é, calcule a energia dentro da região definida por | <p< d,-2<;z:<2e 
0O<gd< ri. 








LO cm———————— 


Figura 4.25 Referente ao Problema 4.37. 


Capítulo 2 





CAMPOS ELÉTRICOS EM MEIO 
MATERIAL 


Os 12 princípios do caráter: (1) Honestidade, (2) Compreensão, (3) Compaixão, (4) Apreço, (5) 
Paciência, (6) Disciplina, (7) Firmeza, (8) Perseverança, (9) Humor, (10) Humildade, (11) Gene- 
rosidade, (12) Respeito. 

—— KATHRYIN B. JOHNSON 


5.1 INTRODUÇÃO 


No último capítulo, consideramos campos eletrostáticos no espaço livre ou na ausência de meios ma- 
teriais. Assim, o que desenvolvemos em eletrostática é o que podemos chamar de teoria de campos 
no “vácuo”. Da mesma maneira, O que vamos desenvolver nesse capítulo pode ser denominado de 
teoria dos fenômenos elétricos em um meio material, Como veremos em breve, a maioria das fórmu- 
las obtidas no Capítulo 4 são ainda aplicáveis, embora algumas necessitem de adaptações. 

Da mesma maneira que campos elétricos podem existir no espaço livre, eles podem existir em um 
meio material. Os materiais são classificados segundo suas propriedades elétricas, de maneira ampla, 
como condutores e não-condutores. Materiais não-condutores são usualmente referidos como isotan- 
tes ou dielétricos. Será feita uma rápida discussão sobre as propriedades elétricas dos materiais em 
geral para embasar o entendimento dos conceitos de condução, corrente elétrica e polarização. Além 
dessa, outras discussões versarão sobre algumas propriedades dos materiais dielétricos, como por 
exemplo: suscetibilidade, permissividade, linearidade, isotropia, homogeneidade, rigidez dielétrica e 
tempo de relaxação. O conceito de condição de fronteira para campos elétricos existentes em dois 
meios diferentes será também estudado nesse capítulo, 


5.2 PROPRIEDADES DOS MATERIAIS 


Em um texto dessa natureza, a discussão a respeito das propriedades elétricas dos materiais pode pa- 
recer fora de contexto. Porém, questões tais como: “porque os elétrons não escapam através da super- 
fície de um condutor”, “porque os fios condutores percorridos por uma corrente elétrica permanecem 
descarregados eletricamente”, “porque os materiais se comportam de maneira diferente na presença 
de um campo elétrico” e “porque as ondas eletromagnéticas se propagam com velocidade menor em 
meios condutores do que nos meios dielétricos” são facilmente respondidas considerando as proprie- 
dades elétricas dos materiais. Uma discussão extensa sobre esse assunto é usualmente encontrada em 
textos sobre eletrônica física ou de engenharia elétrica. Aqui, uma breve discussão será suficiente pa- 
ra nos ajudar a entender o mecanismo pelo qual os materiais influenciam no campo elétrico. 
Genericamente, os materiais podem ser classificados, de acordo com sua condutividade o (ex- 
pressa em mhos por metro (3 /m) ou em siemens por metro (S/m), como condutores ou não-condu- 
tores ou, ainda, do ponto de vista técnico, como metais ou isolantes (dielétricos). A condutividade de 
um material geralmente depende da temperatura e da frequência. Um material com elevada conduti- 
vidade (o => |) é referido como metal, enquanto um material com baixa condutividade (o < 1) é re- 
ferido como isolante. Um material cuja condutividade está entre a condutividade de metais e a dos 
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isolantes é denominado semicondutor. Os valores de condutividade de alguns materiais de uso co- 
mum estão mostrados na Tabela B.1, no Apêndice B. Dessa tabela se depreende que materiais como 
cobre e alumínio são metais, silício e germânio são semicondutores e vidro e borracha são isolantes. 

A condutividade dos metais geralmente aumenta com a diminuição da temperatura. Em tempera- 
turas próximas à do zero absoluto (T = 0ºK), alguns condutores apresentam condutividade infinita e 
são chamados de supercondutores. Chumbo e alumínio são exemplos típicos desses metais. À con- 
dutividade do chumbo a 4ºK é da ordem de 10” mhos/m. Ao leitor interessado recomendamos a lei- 
tura de textos sobre supercondutividade.' 

Nesse texto trataremos apenas de metais e isolantes. Microscopicamente, a diferença mais signi- 
ficativa entre metal e isolante reside na quantidade de elétrons disponíveis para a condução de cor- 
rente elétrica. Os materiais dielétricos têm poucos elétrons disponíveis para a condução da corrente 
elétrica, ao contrário dos metais, os quais têm elétrons livres em abundância. Nas seções subsegien- 
tes, será também discutida a presença de condutores e dielétricos em campos elétricos. 


5.3 CORRENTES DE CONVECÇÃO E DE CONDUÇÃO 


A voltagem elétrica (ou a diferença de potencial) e a corrente são duas quantidades fundamentais em 
Engenharia Elétrica. Estudamos o potencial no capítulo anterior. Antes de considerarmos como o 
campo elétrico se comporta em meios condutores ou dielétricos, é apropriado estudarmos a corrente 
elétrica. A corrente elétrica é, geralmente, provocada pelo movimento de cargas elétricas. 


A corrente (em ampéres) através de uma área é a quantidade de carga que passa através des- 
sa área na unidade de tempo. 


Isto é: 


p= "É (5.1) 


Assim, para uma corrente de um ampére, a carga está sendo transferida a uma taxa de um coulomb 
por segundo, 

Introduziremos, agora, o conceito de densidade de corrente J. Se uma corrente A/ atravessa uma 
superfície AS, a densidade de corrente é dada por 


AL 
Ji =—— 
H AS 
Ou 
df = J,áS (5.2) 


considerando que a densidade de corrente é perpendicular à superfície. Se a densidade de corrente 
não for normal à superficie: 


Al=]J:AS (5.3) 
Dessa maneira, a corrente total atravessando a superfície $ será dada por: 


[= | J: ds (5.4) 
s 


“Cexemplar de agosto de 1989 de Proceedings of IEEE é dedicado às “Aplicações da Supercondutividade” (“Applications of Superconductivity”). 
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Figura 5.1 Corrente em um filamento. 





Dependendo de como Fé gerada, haverá diferentes tipos de densidades de corrente: densidade de cor- 
rente de convecção, densidade de corrente de condução e densidade de corrente de deslocamento. 
Neste capítulo, consideraremos as densidades de corrente de conveceção e de condução. A densida- 
de de corrente de deslocamento será considerada no Capítulo 9. O que devemos ter em mente é que 
a equação (5.4) se aplica a qualquer tipo de densidade de corrente. Comparada à definição geral de 
fluxo, na equação (3.13), a equação (5.4) mostra que a corrente 7 através de $ é simplesmente o flu- 
xo da densidade de corrente J. 

A corrente de convecção, diferentemente da corrente de condução, não envolve condutores e, 
consequentemente, não satisfaz a lei de Ohm, Resulta do fluxo de cargas através de um meio isolan- 
te tal como um líquido, um gás rarefeito ou o vácuo. Um feixe de elétrons em um tubo de vácuo, por 
exemplo, é uma corrente de convecção, 

Considere o filamento da Figura 5.1. Se houver um fluxo de cargas, de densidade p,, a uma velo- 
cidade u = a a, da equação (5.1) tira-se que a corrente através do filamento é dada por: 


voy 


Á At 
AI = AQ = p, AS E =p, AS, (5.5) 


A densidade de corrente em um dado ponto é a corrente através de uma área unitária normal 
aquele ponto. 


A componente em y da densidade de corrente J, é dada por: 


AI 
=— E pu. 6 
Jd, AS Put; (5.6) 


Portanto, em geral: 


J=pu (5.7) 


A corrente / é a corrente de convecção e J é a densidade de corrente de convecção em ampéres/me- 
tro quadrado (Alm). 

A corrente de condução ocorre necessariamente em condutores. Um condutor é caracterizado por 
uma grande quantidade de elétrons livres que promovem a corrente de condução ao serem impulsio- 
nados por um campo elétrico. Quando um campo elétrico E é aplicado, a força sobre um elétron com 
carga — e é de: 


F = —e2E (5.8) 


Já que o elétron não está no espaço livre, ele será acelerado pelo campo elétrico, sofrerá inúmeras coli- 
sões com a rede cristalina e derivará de um átomo para outro, Se um elétron, com massa 1, move-se em 
um campo elétrico E com uma velocidade média de deriva u, de acordo com a lei de Newton, a varia- 
ção média no momentum do elétron livre deve se igualar à força aplicada. Assim, 


—eE 
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OL 


u=-—E (5.9) 
In" 


onde Té o intervalo de tempo médio entre as colisões. Isso indica que a velocidade de deriva do elé- 
tron é diretamente proporcional ao campo aplicado. Se houver n elétrons por unidade de volume, a 
densidade de carga eletrônica é dada por: 


Pv = —he (5.10) 


Dessa forma, a densidade de corrente de condução É 


OL 


J=gE (5.11) 


E g AR à : 

onde o = ne T/m é a condutividade do condutor. Conforme mencionado anteriormente, os valores de 
o para os materiais mais comuns são dados na Tabela B.1, no Apêndice B. A relação expressa na 
equação (5.11) é conhecida como forma pontual da lei de Ohm. 


5.4 CONDUTORES 


Um condutor possui, em abundância, cargas elétricas que estão livres para se movimentar. Conside- 
re um condutor isolado, tal como mostrado na Figura 5.2(a). Quando um campo elétrico externo E, 
é aplicado, as cargas livres positivas são empurradas no sentido do campo aplicado, enquanto que as 
cargas livres negativas movem-se no sentido oposto. Essa migração das cargas ocorre muito rapida- 
mente. Em um primeiro momento, essas cargas se acumulam na superficie do condutor, formando 
uma superfície de cargas induzidas. Em um segundo momento, essas cargas, induzidas, estabelecem 
um campo elétrico interno induzido E,, o qual cancela o campo elétrico externo aplicado É. O resul- 
tado disso é mostrado na Figura 5.2(b). Isso leva a uma importante propriedade dos condutores: 


Um condutor perfeito não pode conter um campo eletrostático em seu interior. 


Um condutor é um corpo eguipotencial, o que implica que o potencial é o mesmo em qualquer pon- 
to no condutor. Isso baseia-se no fato de que E = VV = 0. 

Uma outra maneira de analisar isso é através da lei de Ohm, J = qE. Para manter uma densidade 
de corrente finita J em um condutor perfeito (o — ==), É necessário que o campo elétrico no interior 
do condutor se anule. Em outras palavras, E — O porque o — es em um condutor perfeito, Se algu- 
mas cargas forem introduzidas no interior de tal condutor, as cargas se moverão para a superfície e se 
redistribuirão rapidamente, de tal maneira que o campo no interior do condutor se anule. De acordo 
com a lei de Gauss, se E = 0, a densidade de carga p, deve ser zero. Concluímos, novamente, que 
um condutor perfeito não pode conter campo eletrostático em seu interior. Sob condições estáticas: 


p=), V,=0 no interior do condutor (5.12) 
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(a) tb) 


Figura 5.2 (a) Um condutor isolado sob a influência de um campo elétrico aplicado: (b) um condutor 
tem um campo elétrico nulo sob condições estáticas. 


Consideremos um condutor cujos terminais são mantidos a uma diferença de potencial V, como 
mostrado na Figura 5.3. Note que, nesse caso, E + O no interior do condutor, como mostra a Figura 
5.2. Qual é a diferença? Não há equilíbrio estático na situação mostrada na Figura 5.3, uma vez que 
o condutor não está isolado, mas ligado a uma fonte de força eletromotriz que compele as cargas l- 
vres a se movimentarem e evita o estabelecimento do equilíbrio eletrostático, Dessa forma, no caso 
da Figura 5.3, um campo elétrico deve existir no interior do condutor para manter o fluxo de corren- 
te. À medida que os elétrons se movem, encontram algumas forças amortecedoras denominadas re- 
sistência. Tomando por base a lei de Ohm na equação (5.11), obtemos a resistência do material con- 
dutor. Suponhamos que o condutor tem uma seção reta uniforme $ e um comprimento £. A orienta- 
ção do campo elétrico E produzido é a mesma orientação do [luxo de cargas positivas ou corrente /, 
Essa orientação é oposta à orientação do fluxo dos elétrons. O campo elétrico aplicado é uniforme e 
sua magnitude é dada por 


E = (5.13) 
Como o condutor tem uma seção reta uniforme: 
É (5.14) 
$ E 


Substituindo as equações (5.11) e (5.13) na equação (5.14) tem-se: 


Em p= (5.15) 
S [) f a o 
Portanto, 
V 
Í os 
ou 


(5.16) 
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Figuras 5.3 Um condutor de seção reta uniforme 
sob um campo aplicado E, 





onde p, = I/o é a resistividade do material. A equação (5.16) é útil para determinar a resistência de 
qualquer condutor de seção reta uniforme. Se a seção reta do condutor não for uniforme, a equação 
(5.16) não é aplicável, Entretanto, a definição básica de resistência R como sendo a razão entre a di- 
ferença de potencial V, entre os dois terminais de um condutor, e a corrente elétrica F, que atravessa 
o condutor, ainda se aplica. Portanto, utilizando as equações (4.60) c (5.4), obtém-se a resistência de 
um condutor de seção reta não uniforme, isto é, 


(5.17) 





Note que o sinal negativo antes de V = — [ E - dl desaparece na equação (5.17) porque JE -d < 0, 
se 1 => 0. A equação (5.17) só será utilizada a partir da Seção 6.5. 

A potência P (em watts) é definida como a taxa de variação da energia W (em joules) ou força ve- 
zes velocidade. Portanto, 


[ordve: W= | E pudor 


OL 


(5.18) 





que é conhecida como lei de Joule. A densidade de potência w, (em watts/m”) é dada pelo integran- 
do na equação (5.18), isto é: 


Wp = “ =E-J=o|E/ rd 


Para um condutor com seção reta uniforme, dv = dS dt, tal que a equação (5.18) torna-se 
P= [Eai | sas = Vi 
L $ 


OL 


P = IÍR (5.20) 


que é a forma mais comum da lei de Joule em Teoria de Circuitos Elétricos. 


EXEMPLO 5.1 


EXEMPLO 5.2 
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Lo 
Se] ==(Qcosfa, + send as) Alm”, calcule a corrente que passa através de: 
E 


(a) uma casca hemisférica de raio 20 em; 
(b) uma casca esférica de raio 10 cm. 


Solução: 


E= Tas, onde dS = r” sen 8 dê db a, nesse caso. 


=) b= r 
E 





r=0,2 


qi fix 
Às ; 
(a) 1 = | = 2cos0 r” sen 8 dg do 
0 
2 


II 





q! 
“27 | sen 8 d(sen 8) 
! ds r=0,) 
q 


4x sen? O 
Estad ta = 107 = 3144 


a 2 








E 


(b) A única diferença nesse caso é que temos 0 = 8 = r ao invésde0= 8 = 71/2er=h0,. Por- 
tanto: 


- 
= 4x sen" O 


= = 
0,1 2 


O 





Alternativamente, nesse caso, 


I= bJ-dS=[V-Jdv=0 


uma vez que V-J=0, 


EXERCÍCIO PRÁTICO 5.1 


Para a densidade de corrente ] = 10z sen” 6 a, Alm”, determine a corrente através de 
uma superfície cilíndrica dado porp = 2] =7z=5m. 


Resposta: 754 A. 


Um exemplo típico de transporte convectivo de cargas é encontrado no gerador de Van de Graaff, 
no qual as cargas são transportadas sobre uma correia que se movimenta da base até a calota estéri- 
ca, como mostrado na Figura 5.4. Se uma densidade superficial de cargas de 10" Cim” é transpor- 
tada a uma velocidade de 2 m/s, calcule a carga coletada em 5 s. Considere a largura da correia de 
IO cm. 


Solução: 


Se pç, = densidade superlicial de cargas, u = velocidade da correia e w = largura da correia, a cor- 
rente na calota esférica é de: 


[= pçtuw 


A carga total coletada em t = 5 sé 


I 


O=lt=puwt=10"x2X01X5 


100 nº 
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z Figura 5.4 Gerador de Van de Graaff; referente ao 
remoção f pers Exemplo da 
calota esférica 
de cargas E 


pe condutora 


suporte isolante 






| 
carregamento de cargas| 


= = | 
E base 


condutora 
ETRO LO | 


EXERCÍCIO PRÁTICO 5.2 


Em um gerador Van de Graaff, w = 0,1 m, u = 10 m/s e os caminhos de fuga têm 
resistência de 10 Q. Se a correia transporta 0,5 uC/m” de carga, determine a 
diferença de potencial entre a calota esférica e a base. 


Resposta: 50 MV. 


10 € a diâmetr dada 7 29 du as 3 | 
EXEMPLO 5.3 Um fio de | mm de diâmetro e de condutividade 5 X 10 S/m tem 10" elétrons livres/m quando 
um campo elétrico de 10 mV/m é aplicado, Determine: 


(a) a densidade de carga dos elétrons livres; 

(b) a densidade de corrente; 

(c) a corrente no fio; 

(d) a velocidade de deriva dos elétrons. Considere a carga eletrônica como e = = 1,6 x 107 ad 8 
Solução: 

(Nesse problema particular, as correntes de convecção e de condução são as mesmas.) 


(a) p, = ne = (10%-1,6 x 10") = —1,6 x 10º Cir? 
(b) 3 = 0E = (5 x 10)(10 x 107?) = 500 kA/m” 


dé 5 a 
(1 =]5 =(5X (EE) = E 10 *- 10º = 0,393 A 


J 5 x 0 
(d) Jiquel=a4i=—=—————.=3,/105 XW0""m/s 
; e; 16x 10º 


EXERCÍCIO PRÁTICO 5.3 
A densidade de cargas livres no cobre é de 1,81 X 10º C/m'. Para uma densidade 


de corrente de 8 X 10º A/m”, determine a intensidade do campo elétrico e a 
velocidade de deriva. 


Resposta: 0,138 V/m; 4,42 x 10 “m/s. 
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Figura 5.5 Seção reta da barra de chumbo do Exemplo 5.4, 





EXEMPLO 5.4 Uma barra de chumbo (o = 5 X 10º S/m), de seção reta quadrada, tem um furo ao longo de seus 4m 
E de comprimento, cuja seção reta é mostrada na Figura 5,5, Determine a resistência entre as 
extremidades da barra. 


Solução: 
Já que a seção reta da barra é uniforme, podemos aplicar a equação (5.16), isto é, 
Ê 
R=— 
os 
onde S=d = 3 (5) 9 - em 
1 = El = Ti = ir =] = = ms, — E T 
2) 4º 
Portanto, 
4 
R = O E Ee ed 974 nu 
5 x 109 — m/4) x 10 
EXERCÍCIO PRÁTICO 5.4 


Se o furo na barra de chumbo do Exemplo 5.4 é preenchido completamente com 
cobre (o = 5,8 X 10º mhos/m), determine a resistência da barra assim composta, 


Resposta: 876,7 us. 


5.5 POLARIZAÇÃO EM DIELÉTRICOS 


Na Seção 5.2, destacamos que a diferença principal entre um condutor e um dielétrico reside na dis- 
ponibilidade de elétrons livres, nas camadas atômicas mais externas, para a condução de corrente. 
Embora as cargas em dielétricos não sejam capazes de se movimentar livremente, estão presas por 
forças finitas e, certamente, é esperado um deslocamento das mesmas quando uma força externa é 
aplicada. 

Para compreender o efeito macroscópico de um campo elétrico sobre um dielétrico, considere um 
átomo de um dielétrico como constituído de uma carga negativa — O (nuvem eletrônica) e uma carga 
positiva + OQ (núcleo), como mostra a Figura 5.6(a). Uma representação semelhante pode ser adota- 
da para uma molécula dielétrica, Podemos tratar os núcleos nas moléculas como cargas pontuais € a 
estrutura eletrônica como uma única nuvem de cargas negativas. Uma vez que temos iguais quanti- 
dades de cargas negativas e positivas, o átomo como um todo, ou a molécula, é eletricamente neutro. 
Quando um campo elétrico E é aplicado, a carga positiva é deslocada de sua posição de equilíbrio no 
sentido de E pela força F, = QE, enquanto que a carga negativa é deslocada no sentido oposto pela 
força F = QE. Um dipolo resulta do deslocamento das cargas e o dielétrico é dito estar polarizado. 
No estado polarizado, a nuvem eletrônica é deformada pelo campo elétrico aplicado E. Essa distri- 
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buição deformada de cargas é equivalente, pelo princípio da superposição, à distribuição original 
mais um dipolo cujo momento é dado por 


p = Od (5.21) 


onde d é o vetor distância entre as cargas do dipolo, - O e + Q, como mostra a Figura 5.6(b). Se 
houver Ndipolos em um volume Av do dielétrico, o momento de dipolo total devido ao campo elé- 
trico é de: 

N 


Qd, + Qd,+*:*+Ondy= > Ou, (5.22) 
k=] 


Com o objetivo de estabelecer uma medida de intensidade de polarização, definimos polarização 
P (em coulombs/metro quadrado) como o momento de dipolo por unidade de volume do dielétri- 
co, isto é; 


(5.25) 





Dessa forma, concluímos que o maior efeito do campo elétrico É sobre o dielétrico é a geração de 
momentos de dipolo que se alinham na direção de E. Esse tipo de dielétrico é denominado apolar. 


Exemplos de tais dielétricos são o hidrogênio, o oxigênio, o nitrogênio e os gases nobres. As molé- 
culas de dielétricos apolares não possuem dipolos enquanto não for aplicado o campo elétrico, con- 
forme já dissemos anteriormente, Outros tipos de moléculas, tais como da água, do dióxido de enxô- 
fre e do ácido clorídrico, possuem dipolos internos permanentes, randomicamente orientados, como 
mostra a Figura 5.7(a), e são ditos polares. Quando um campo elétrico E é aplicado sobre uma mo- 
lécula polar, o dipolo permanente sofre um torque que tende a alinhar esse momento de dipolo para- 
lelamente ao campo E, como mostrado na Figura 5.7(b). 

Calculemos, agora, o campo devido ao dielétrico polarizado, Considere o material dielétrico mos- 
trado na Figura 5.8 como constituído de dipolos com momento de dipolo p por unidade de volume. 
De acordo com a equação (4.80), o potencial dV em um ponto externo O devido ao momento de di- 
polo p dv' é dado por 


= + 





(a) (b) 


Figura 5.7 Polarização de uma molécula polar: 
(a) dipolo permanente (E = 0), (b) alinhamento 
de dipolo permanente (E = 0). 





(a) (b) 
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a Figura 5.8 Um bloco de material dielétrico com 


di momento de dipolo p por unidade de volume. 
Mx, 4,2) 





2 P-apdv 


elV = 
dreR” 


(5.24) 


onde Rº = (ex + (y- vY + (7- 27 e Ré a distância entre o elemento de volume dv'em (x), w, 2) 
e o ponto de interesse O (x, y, 2). Podemos transformar a equação (5.24) de forma a facilitar a interpre- 
lação física. Será mostrado, logo a seguir (veja Seção 7.7), que o gradiente de 1/R em relação às coor- 
denadas linha é dado por: 


v' = 


Assim, 





Ao aplicar a identidade vetorial 


V-fA=fV-CA+FA: VF, 


a V'-P 








Substituindo a equação (5.25) na equação (5.24) e integrando sobre todo o volume ví do dielétrico, 
obtemos: 





Po 
V= | Er Dus o. ' 
| : | FR pe par 


Aplicando o teorema da divergência ao primeiro termo chegamos, finalmente, à 
Pra —V'.P 
V = | -— ds + | ————— gy (5.26) 
pe ATEOR 


onde a” é o vetor unitário normal que aponta para fora da superficie «/S' do dielétrico. Comparando 
os dois termos do lado direito da equação (5.26) com as equações (4.68) e (4.69), temos que os dois 
termos denotam o potencial devido a distribuições de cargas superficial e volumétrica, cujas densi- 
dades são dadas por (omitindo os índices linha): 


(5.27) 
(5.27b) 
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Em outras palavras, a equação (5.26) revela que, quando a polarização ocorre, uma densidade volu- 
métrica de cargas equivalente p,, se forma no interior do dielétrico, enquanto que uma densidade su- 
perficial de cargas equivalente p,, se forma sobre a supertície do dielétrico. Referimos p, e p,, como, 
respectivamente, densidade superficial e densidade volumétrica de cargas ligadas (ou de polariza- 
ção), como uma forma de distingui-las das densidades superficial e volumétrica de cargas livres p, € 
P, As cargas ligadas são cargas que não são livres para se movimentar no interior do material dielé- 
trico. Elas surgem em função do deslocamento, que ocorre em escala molecular, durante o processo 
de polarização. As cargas livres são aquelas que são capazes de se mover ao longo de distâncias ma- 
croscópicas, como elétrons em um condutor. São essas as cargas que podemos controlar. O total de 
cargas positivas ligadas sobre a superfície S, que contorna o dielétrico, é 


O, = | P-dS = | Pps AS (5.28a) 
enquanto que a carga que permanece no interior de $ é dada por: 
— 0, = | Ppnogiyi== — | V- Pay (5.28b) 


“= | v 


Desse modo, a carga total do material dielétrico permanece igual a zero, Isto é: 


Carga total = 4 Pos ES + | Pro dv = Us D,=0 


5 V 


Esse resultado é o esperado porque o dielétrico foi eletricamente neutralizado antes da polarização. 


Consideremos, agora, O caso em que a região do dielétrico contém cargas livres. Se p, é a densi- 
dade volumétrica de cargas livres, a densidade volumétrica de cargas total p, é dada por; 


DP; = Dy e Pr e V ; EE (5.29) 
Portanto, 
Pv ea V ; Eolé Ea Ppv 
=V-(gE + P) (3.30) 
="V.D 
onde 





Concluímos que o efeito líquido do dielétrico sobre o campo elétrico E é de aumentar D no interior 
do dielétrico de uma quantidade P. Em outras palavras, devido à aplicação de E no material dielétri- 
co, a densidade de fluxo é maior do que seria se esse campo fosse aplicado no espaço livre. Deve ser 
observado que a equação (4.35), que define D no espaço livre, é um caso especial da equação (5,31) 
porque P = O no espaço livre. 

Seria de se esperar que a polarização P variasse diretamente com o campo E aplicado. Para al- 
guns dielétricos, isso É o que ocorre e temos 


P = x,8,E (5.32) 


onde x. conhecida como suscetibilidade elétrica do material, é aproximadamente a medida de quan- 


to um dado dielétrico é suscetível (ou sensível) aos campos elétricos. 
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5.6 CONSTANTE E RIGIDEZ DIELÉTRICA 


Substituindo a equação (5.32) na equação (5.31), obtemos 


D = dl + x )E = 28,E (5.33) 
ou 
D = «E (5.34) 
onde 
E = SE, (5.33) 


(5.36) 





Nas equações (5.33) a (5.36), e é chamado de permissividade do dielétrico, £, é a permissividade 
do espaço livre, definida na equação (4.2) como, aproximadamente, DO “367 Efm, e £, é chamado de 
constante dielétrica ou permissividade relativa. 


A constante dielétrica (ou permissividade relativa) s é a razão entre a permissividade do 
dielétrico e a do espaço livre. 


Deve ser também observado que £, e x, são adimensionais, enquanto que £ e £, são em farads/metro. 
Os valores aproximados das constantes dielétricas de alguns materiais usuais são apresentados na Ta- 
bela B.2 no Apêndice B, Os valores apresentados na Tabela B.2 são para campos estáticos ou de bai- 
xa frequência (< 1000 Hz). Esses valores podem se alterar em altas frequências. A partir da tabela, 
observe que £, é sempre maior ou igual à unidade. Para o espaço livre e materiais não-dielétricos (co- 
mo os metais), £, =1. 

A teoria dos dielétricos pressupõe dielétricos ideais. Na prática, nenhum dielétrico é ideal. Quan- 
do o campo elétrico no interior de um dielétrico é suficientemente elevado, ele começa a arrancar os 
elétrons das moléculas e o dielétrico torna-se condutor. A ruptura dielétrica ocorre quando o dielé- 
trico torna-se condutor. À ruptura dielétrica ocorre em todos os tipos de materiais dielétricos (gases, 
líquidos ou sólidos) e depende da natureza do material, da temperatura, da umidade e do intervalo de 
tempo em que o campo elétrico é aplicado. O menor valor de campo elétrico para o qual essa ruptu- 
ra ocorre é chamado de rigidez dielétrica do material dielétrico. 


A rigidez dielétrica é o máximo campo elétrico que o dielétrico pode suportar (ou ao qual po- 
de ser submetido) sem que haja ruptura. 


Na Tabela B.2 também estão listadas a rigidez dielétrica de alguns dielétricos usuais. Já que nossa 
teoria dos dielétricos não se aplica quando ocorre a ruptura dielétrica, consideraremos sempre dielé- 
tricos ideais e evitaremos a ruptura dielétrica. 


'5.7 DIELÉTRICOS LINEARES, ISOTRÓPICOS E HOMOGÊNEOS 


Embora as equações (5.24) a (5.31) sejam para materiais dielétricos em geral, as equações (5.32) a 
(5.34) são aplicáveis apenas para materiais lincares isotrópicos. Um material é dito linear se D varia 
linearmente com E. Em caso contrário, é dito não linear. Os materiais para os quais & (ou 0) não va- 
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EXEMPLO 5.5 


ria na região que está sendo considerada e, consegiientemente, é o mesmo para todos os pontos (isto 
é, independente de x, y, z), são ditos homogêneos. São ditos não homogêneos (ou heterogêneos) 
quando £ depende das coordenadas espaciais. A atmosfera é um exemplo típico de meio não homo- 
gênco. Sua permissividade varia com a altitude. Materiais nos quais D e É estão na mesma direção 
são ditos isotrópicos, isto é, dielétricos isotrópicos são aqueles que têm as mesmas propriedades em 
todas as direções. Em materiais anisotrópicos (ou não isotrópicos), D, E e P não são paralelos. « ou 
%. tem nove componentes que são coletivamente referidas como um tensor. Por exemplo, em lugar 
da equação (5.34), temos 


Fr | E] 
D. | Eu E XY Ev E x 

[= a 
D, | * | Ep my Ey E, Y (5.37) 
D. Em my Ez Es 


para materrais anisotrópicos. Os materiais cristalinos e o plasma magnetizado são anisotrópicos. 


Um material dielétrico (para o qual D = £zE + se aplica) é linear se £ não varia com o 
campo E aplicado, homogêneo se £ não varia ponto a ponto e isotrópico se s não varia com 
a direção. 


O mesmo conceito é válido para um material condutor, para o qual J = cE se aplica. O material é li- 
near se o não varia com o E, homogêneo se o é o mesmo em todos os pontos e isotrópico se o não va- 
ria com a direção. 

Na maior parte do tempo, consideraremos apenas meios lineares, isolrópicos e homogêneos. Pa- 
ra tais meios, todas as fórmulas obtidas no Capítulo 4 para espaço livre podem ser aplicadas simples- 
mente substituindo £, por e ,£,. Assim, a lei de Coulomb, por exemplo, expressa na equação (4.4), po- 
de ser reescrita como 


0,0» | 
il 5.38 
ame É pao) 
e a equação (4.96) torna-se 
| . 
W = à| eae E dv (5.39) 


quando aplicada ao meio dielétrico. 


Um cubo dielétrico de aresta L e centro na origem tem polarização radial dada por P = ar, onde a é 
uma constante er = xa, + ya, + za.. Determine todas as densidades de cargas ligadas e demonstre 
que a carga ligada total se anula. 


Solução: 
Para cada uma das seis faces do cubo, existe uma carga superficial p,.. Para a face localizada em x = 
L!2, por exemplo: 
E açÃ o = dx = qL!2 
x= ES =L2 








O total da carga ligada superficial é dada por: 


ERA pl? 
| Gal 
O, = | Pes ds = Õ | | DP pes ely dz a pi 


; -L0 
Jal; 


EXEMPLO 5.6 


A densidade volumétrica de cargas ligadas é dada por 
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Pr VW P= ata ra E -Sa 


e o total da carga ligada volumétrica é dada por: 


E | Pr dv = — 3a | dv = — 3ab 


Dessa maneira, a carga total é: 


0,=0.+0,= 3al” — 3al* = 0 


EXERCÍCIO PRÁTICO 5.5 


Uma haste fina de seção reta A se estende ao longo do eixo x de x = Oatéx = L. A 
polarização da haste ocorre ao longo de seu comprimento e é dada por P, = ax + b. 
Calcule p,, e p, em cada extremidade da haste. Demonstre que a carga ligada total 


se anula nesse caso. 


Resposta: 0, -2aL;-— b; al? + b; a demonstração. 
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A intensidade do campo elétrico no poliestireno (s, = 2,55), que preenche o espaço entre duas placas 


de um capacitor de placas paralelas, é 10 kV/m. A distância entre as placas é de 1,5 mm. Calcule: 


(a) D; 

(b) P; 

(c) a densidade superficial de cargas livres nas placas; 
(d) a densidade superficial de cargas de polarização; 
(e) a diferença de potencial entre as placas. 








Solução: 
—4 
Eid meg - (2,55) - 10º = 225,4 nC/m? 
367 
VE 4 3 
(b) ps XeBol Es (1,53) “10º = 137 n€/m 


367 
(c) ps=D-a, = D, = 2254 nCm 
(d) po; =P-a,=P,= 137nC/m” 
(e) V=Ed=10"(1,55x 10) = I5V 


II 


EXERCÍCIO PRÁTICO 5.6 


Um capacitor de placas paralelas, com separação entre placas de 2 mm, tem diferença 
de potencial entre as placas de 1 kW, Se o espaço entre as placas é preenchido com 


poliestireno (g, = 2,55), determine E, P e P ps: 


Resposta: 500 a, kV/m: 6,853 a, pC/m”: 6,853 uC/m”. 
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Uma esfera dielétrica (s, = 5,7), de raio 10 cm, tem uma carga pontual de 2 p€ colocada em seu 
EXEMPLO 5.7 sa Pp P 

centro, Calcule: 

(a) a densidade superficial de cargas de polarização sobre a superficie da esfera; 

(b) a força exercida pela carga sobre uma carga pontual de — 4 pC localizada sobre a esfera. 








Solução: 
(a) Aplicamos a lei de Coulomb ou a lei de Gauss para obter: 
cs 
dA Tee 
P XeEo Xe q a, 
dire” 
(sc — DO (gn 0 E 
ad É a E o 
dre,ré 47(5,7) 100 x 10 
= 13,12 pC/m? 
Usando a lei de Gauss, temos: 
' — 42) x 102 
po Ol = ChDRIOO 
EsE ad 
RS asa 47 + — (5,7) 100 X 1074 
367 
= — 1,263 a, pN 


EXERCÍCIO PRÁTICO 5.7 


Em um material dielétrico, E, = 5 V/me P = o Ga-— a, + da) nC/m”. 
Calcule: 

(a) X 

(b) E; 

(c) D. 


Resposta: (a) 2,16; (b) 5a, — 167a, + 6,67a. Vim; (c) 139,7a, — 46,6a, + I86,3a. pC/m”. 


EXEMPLO 5.8 Determine a força de atração entre as placas de um capacitor de placas paralelas. Determine também 
a pressão sobre a superfície de cada placa devido ao campo. 


Solução: 
Da equação (4.26), a intensidade do campo elétrico sobre a superfície de cada placa é 


onde a, é uma normal unitária à placa e pç é a densidade superficial de cargas. A força total em cada 
placa é 





F=0E = p8 a, = 2 


— a 
2E 4 E pi 
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Ou 
os 0 
Ze 2e5 


q 


e 





A pressão (força/área) é à 
E ge pr 


EXERCÍCIO PRÁTICO 5.8 


Na Figura 5.9 é mostrado um dispositivo de medida de potencial chamado 
eletrômetro. Basicamente, consiste em um capacitor de placas paralelas, com uma 

das placas tendo uma posição móvel suspensa pelo braço de uma balança, de tal modo 
que a força F sobre ela é medida em termos do peso no prato da balança. Se S é a área 
de cada placa, demonstre que 


Depto 
ES. | 





ni =| 


Resposta: a demonstração. 


Figura 5.9 Um eletrômetro; referente 
ao Exercício 5.8. 





5.8 EQUAÇÃO DA CONTINUIDADE E TEMPO DE RELAXAÇÃO 


Devido ao princípio de conservação da carga, a taxa de diminuição da carga em um dado volume, em 
um determinado tempo, deve ser igual à corrente líquida que sai da superfície fechada que limita es- 
se volume, Dessa forma, a corrente /, que sai da superfície fechada, é dada por 

=» dO: 


[= 63 ds = Er (5.40) 


onde O, é a carga total no interior da superfície fechada. Usando o teorema da divergência: 


b3as= | V-Jdo (5,41) 
A [ 
e 
Ai - | [des 
q e dr=:—| = 5.42 
dt dt fá | at od (Sa) 


Substituindo as equações (5.41) e (5.42) na equação (5.40), tem-se 
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pes 
= 
—— 
ta 
| 
| 
preta, 
lo 
o 
E 


OL 


(5.43) 





que é conhecida como equação da continuidade de corrente. Deve-se ter em mente que a equação da 
continuidade é derivada do princípio de conservação da carga e, essencialmente, estabelece que a car- 
ga elétrica não pode ser destruída. Para correntes estacionárias, dp, /dt= O e, porisso, V- J=0, 
mostrando que a carga total que sat de um volume é a mesma carga total que entra nesse volume. A 
Lei de Kirchhoflf das correntes é consegiiência dessa propriedade. 

Tendo já discutido a equação da continuidade e as propriedades o e e dos materiais, podemos ana- 
lisar 0 que ocorre ao introduzir cargas em algum ponto no interior de um dado material (condutor ou 
dielétrico). Faremos uso da equação (5.43) junto com a lei de Ohm 


J=0E (5.44) 
e alei de Gauss 
V.E=— (5.45) 


Substituindo as equações (5.44) e (5.45) na equação (5.43), obtém-se 


OP, dp, 
V-9E = ii ds eta 
E dt 
ou 
dp, , O 
ee ,=0 5.46) 
Fp Ki (3.46, 


Essa é uma equação diferencial lincar, ordinária e homogênea. Por separação de variáveis, a partir de 


(5.46), obtemos 
dd q 
E = piu (5.47) 


e, Integrando ambos os lados da igualdade, tem-se 


qt 
In By — ns + In Pro 


onde p,. é uma constante de integração. Dessa forma, 








(5.48) 

onde 
T.= (5.49) 
Na equação (5.48), p,, é a densidade de carga incial (isto é, p, em £ = 0). A equação mostra que, co- 


mo resultado da introdução de cargas em algum ponto no interior do material, ocorre um decréscimo 
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na densidade volumétrica de cargas p,. O movimento da carga, do ponto no interior onde foi introdu- 
zida até a superfície do material, está associada a esse decréscimo. A constante de tempo TF, (em se- 
gundos) é conhecida como tempo de relaxação ou tempo de rearranjo. 


Tempo de relaxação é o tempo que uma carga no interior de um material leva para decair a 
= CERs 
e = 36,8% de seu valor inicial. 


Esse tempo é curto para bons condutores e longo para bons dielétricos. Por exemplo, para o cobre 
- 17 
c=58x 10 'mhosm,s=le 


£o 10? | 
| e =] é eee ai 
ho 367 5,8 x 10' (5.50) 
1,53 x 10 "ºs 








mostrando um rápido decréscimo da carga colocada no interior do cobre. Isso implica que, para bons 
condutores, o tempo de relaxação é tão curto que a maior parte da carga desaparece dos pontos inter- 
nos e aparece na superficie (como carga superficial). Por outro lado, para quartzo fundido, por exem- 
plo, o= 10" mhos/m, e, = 5, 








107º 
E = Es o 
367 10 1 (5.51) 

= 51,2 dias 


mostrando um tempo de relaxação bastante longo. Assim, para bons dielétricos. podemos considerar 
que a carga permanecerá no ponto onde foi introduzida. 


5.9 CONDIÇÕES DE FRONTEIRA 


Até agora, consideramos a existência do campo elétrico em um meio homogêneo. Se existe campo 
em uma região formada por dois meios diferentes, as condições que o campo deve satisfazer, na in- 
terface de separação entre os meios, são chamadas condições de fronteira. Essas condições são úteis 
na determinação do campo em um lado da fronteira se o campo no outro lado for conhecido. Obvia- 
mente, as condições serão ditadas pelos tipos de materiais dos meios. Consideraremos as condições 
de fronteira na interface de separação entre os meios: 


e dielétrico (£,,) e dielétrico (£,, ) 
e condutor e dielétrico 
e condutor e espaço livre 


Para determinar as condições de fronteira, precisamos usar as equações de Maxwell: 


- 


dE -dl=0 (5.52) 


bp AS = Oenc (5.53) 


Também precisamos decompor a intensidade de campo elétrico E em suas duas componentes orto- 
gonais: 


E=E-HE, (5.54) 


onde E,e E, são, respectivamente, as componentes tangencial e normal de E em relação à interface 
de interesse. Uma decomposição semelhante pode ser feita para a densidade de fluxo elétrico D. 
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A. Interface dielétrico-dielétrico 


Considere o campo elétrico E existente em uma região formada por dois dielétricos distintos carac- 
terizados por £, = £,£, € &, = £,£,., como mostrado na Figura 5.10(a). E, e E, nos meios 1 e 2, res- 
pectivamente, podem ser decompostos como: 


E, = E, + Ei, (5.554) 
E, = E,, + Es, (5.55b) 


Aplicamos a equação (5.52) ao caminho fechado abeda da Figura 5.10(a), assumindo que o caminho 
é muito pequeno em relação à variação de E. Obtemos 


O = E,, Aw — Pa a. Esp E Es, Aw + Ea Bia (5.56) 


Ah Ah Ah Al 
2 2 2 


onde E, = |EJe E, = |E,). Como Ah > 0, a equação (5.56) torna-se: 


Dessa forma, as componentes tangenciais de E são as mesmas em ambos os lados da fronteira. Em 
outras palavras, E, não sofre alteração na fronteira e é dito contínuo através da fronteira. Já que D = sE 
= D + D, a equação (5.57) pode ser escrita como 





D,, D., 
La E = Ey= & 
OL 
D, D 
= —& (5.58) 
Ei Es 


Isto é, D, sofre alguma alteração ao atravessar a interface. Por isso, D, é dito descontínuo através da 
interface. 

Similarmente, aplicamos a equação (5.53) ao cilindro (superfície gaussiana) da Figura 5.10b. Fa- 
zendo Ah — O, tem-se 


AQ > Ês AS = Ds AS — Ds, AS 
ou 


50) 





(a) (b) 


Figura 5.10 Fronteira dielétrico-dielétrico. 
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onde p, é a densidade de cargas livres colocadas, deliberadamente, na fronteira. É preciso ter em 
mente que a equação (5.59) se baseia no pressuposto de que D está apontando da região 2 para a re- 
gião 1, e essa equação deve ser aplicada de acordo com esse pressuposto. Se não existirem cargas li- 
vres na interface (isto é, se cargas não forem, deliberadamente, colocadas nessa região), p; = Oca 


equação (5.59) torna-se: 


Dessa forma, a componente normal de D é contínua através da interface; isto é, D, não sofre nenhu- 
ma alteração na fronteira. Já que D = £E, a equação (5,60) pode ser escrita como 


EE = EE (5.61) 


mostrando que a componente normal de E é descontínua na fronteira, As equações (5.57) e (5.59) ou 
(5.60) são referidas, no seu conjunto, como condições de fronteira. Essas condições devem ser satis- 
feitas por um campo elétrico na fronteira de separação entre dois dielétricos. 

Como mencionado anteriormente, as condições de fronteira são usualmente empregadas para de- 
terminar o campo elétrico em um lado da fronteira, dado o campo no outro lado. Além disso, pode- 
mos usar as condições de fronteira para determinar a “refração” do campo elétrico através da inter- 
lace. Considere D, ou E, e D, ou E, fazendo ângulos 8, e O, com a normal à interface, como ilustra- 
do na Figura 5,11, Usando a equação (5.57), temos 


E, sen Õ, = E, es Es, = E, sen 0, 


ou 
E, sen 8, = E sen 8, (5.62) 
Similarmente, aplicando a equação (5.60) ou (5.61), obtemos 
g;E, cos 6, = Dj, = Ds, = esFs cos À 
ou 
s,E, cos 0, = es, cos 8 (5.63) 
Dividindo a equação (5.62) pela equação (5.63), obtém-se: 


tg0 — 126, 


E) £2 (SE) 


Figura 5.11 Refração de D ou E 
em uma fronteira diclétrico-dielétrico. 
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Jáquee, = se, te, = 8,8, à equação (5.64) torna-se: 


(5.65) 





Essa é a lei da refração do campo elétrico em uma fronteira livre de cargas (Já que se considera p, = 
OQ na interface), Dessa forma, em geral, uma interface entre dois dielétricos causa o desvio das linhas 
de fluxo, como resultado da diferença no número de cargas de polarização que se acumulam em ca- 
da um dos lados da interface. 


B. Interface condutor — dielétrico 


Esse é o caso mostrado na Figura 5.12. O condutor é considerado perfeito (isto é, o > «e ou p > 0). 
Embora tal condutor não seja concebível na prática, podemos considerar condutores, tals como o co- 
bre e a prata, como se fossem condutores perfeitos. 

Para determinar as condições de fronteira em uma interface condutor-dielétrico, seguiremos o 
mesmo procedimento usado para o caso da interface dielétrico-dielétrico, com exceção de que con- 
sideraremos E = O no interior do condutor. Aplicando a equação (5.52) ao caminho fechado abeda 
da Figura 5.12(a), tem-se: 


Ah Ah Ah Ah 
0=0-Aw+0- +E, E Aw- E —0-— (5.66 
w + O 2 nº p* Aw ns dio (5.66) 
Como Ah > O: 
E, = 0 (5.67) 


De maneira similar, aplicando a equação (5.53) ao cilindro da Figura 5.12(b) e fazendo Ah > O, ob- 
temos 


AO =D, AS-O-AS (5.68) 


porque D = sE = Q no interior do condutor. À equação (5.68) pode ser escrita como 


OL 


D, = ps (5.69) 


dielétrico dielétrico 


condutor (E condutor (É = 0) 





(a) 


Figura 5.12 Fronteira condutor-dielétrico. 
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Dessa forma, sob condições estáticas, a respeito de um condutor perfeito, pode-se concluir que: 


1. Não existe campo elétrico no interior de um condutor, isto é: 


(5.70) 





2. Já que E = —- VV = 0, não pode existir diferença de potencial entre dois pontos no interior do 
condutor, isto é, o condutor é um corpo equipotencial, 
3. Pode existir um campo elétrico E externo ao condutor e normal à sua superfície, isto é: 


D=esE=0 D,=e8E,= ps (5.71) 





Uma aplicação importante do fato de que E = 0, no interior do condutor, é em isolamento ou blinda- 
gem eletrostática. Se um condutor A, mantido a um potencial zero, circunda um condutor B, como 
mostrado na Figura 5.13, B é dito estar eletricamente isolado por A de outros sistemas elétricos, tais 
como o condutor €C, externo à A. Da mesma maneira que o condutor €, externo à A, está isolado de 
B pela presença de A. 


Figura 5.13 Isolamento eletrostático. 





Assim, 0 condutor A atua como um isolador ou uma blindagem, e as condições elétricas no interior 
e no exterior de A são completamente independentes uma das outras. 


C. Interface Condutor — Espaço Livre 


Esse é um caso especial da interface condutor- dielétrico e está ilustrado na Figura 5.14. As condi- 
ções de fronteira na interface entre um condutor e o espaço livre podem ser obtidas da equação 
(5.71), substituindo £, por | (porque o espaço livre pode ser considerado um dielétrico especial, pa- 
rao qual e,= 1). Conforme esperado, o campo elétrico externo ao condutor é normal a sua superfi- 
cie. Assim, as condições de Ironteira são: 


Figura 5.14 Fronteira condutor - 
espaço livre. 


o, PSA Pg 
Condutor (E =U 
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(5.72) 


Deve-se observar, novamente, que a equação (5.72) implica que o campo E deve se aproximar da su- 
perfície condutora perpendicularmente à ela. 


EXEMPLO 5.9 Dois dielétricos isotrópicos homogêneos muito extensos são justapostos de modo que sua interface 
E se encontra no plano z = 0. Paraz = 0,5, = 4e paraz = 0, e, = 3. Um campo elétrico uniforme 


E, = 5a, —-2a, + 3a, kV/m existe para z = 0. Determine: 


(a) E, paraz = 0; 

(b) Os ângulos que E, e É, fazem com a interface; 

(c) As densidades de energia, em J/m”, em ambos os dielétricos; 

(d) A energia no interior de um cubo, de 2 m de aresta, centrado em (3, 4,- 5). 
Solução: 

Seja o problema como mostra a ilustração na Figura 5.15. 


(a) Já que a. é normal ao plano da interface, obtemos as componentes normais fazendo: 


En Eca, = E, ca.=3 


E = 3a. 

E, = (E, - a.Ja. 
Também 

E =E+E, 
Portanto: 


E, era E, iene E,, E 5a, = Za, 
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Dessa forma: 
E, = E, = 5a, — 2a, 
De maneira similar 
Do, = Di, — e2E5, — eAÉi 


ou 
EM d 
Es, e E Bia E 3 Ca.) Ra da, 


Assim, 


E, = E,, + Es, 
= 5a, — 2a, + da. kVim 
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(b) Sejam «, € «, os ângulos que E, e É, fazem com a interface e É, e É, os ângulos que esses vetores 


fazem com a normal à interface, como mostrado na Figura 5.15, isto é, 


o = 90 — 8, 
oq, = 90 — à 


Jáque E, =3Je E,=V25+4=WV29 
E, N'29 


t2 0, = E RE 1,795 — 8, = 60,9º 
Donde: 
o, = 29,1º 
Alternativamente, 
E, a, = |E;|-1-cosô, 
ou 


É) 
cos 8, = —= = 0,4867 = 0, = 60,9º 


V'a8 


De maneira similar, 


Em = 4 Es, = E = 29 


E N29 


tob,=— =—— = |,346 = 8, = 53,4º 
E Po E. 4 2 
Donde, 
o = 36,6º 
te 8 ER So 
Note que —E— = 2 é satisfeita. 
lg 8, Fo 
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(c) As densidades de energia são dadas por 








| 10º 
= aa (25+4+9x 10º 
= 672 uJim” 
| g 1 o 
we, = 5 So]Bo|P = 5 "3: — (25 + 4 + 16) x 10º 


(d) No centro (3, 4, — 5) do cubo de aresta 2 m, 2 = — 5 < O, Isto é, o cubo está na região 2 com 2 
=x=4,3=y5,-6=7=-4. Porisso: 





Um dielétrico homogêneo (E = ay preenche uma região dk (x = 0), enquanto que a 
Tegião 2 (x = 0) é o espaço livre. o E 

(a) Se D,= I2a, «— 10a, + da nC/m, determine D;. e 8. 

(b) SeE,=12 Vime 8, = so, determine E, e 0. , Considere de 0, como definido 
no exemplo anterior. 








Resposta: (a) 12a,-4a, + 1,69, nC/m?; 19,75%; (b) 10,67 Vim, 77º. 


EXEMPLO 5 10 A região y = 0 consiste de um condutor perfeito, enquanto a região y = O é um meio dielétrico 
di (£, = 2), como na Figura 5.16. Se existe uma carga superficial de 2 nC/m” no condutor, determine 
E e D em: 


(a) A(3, ETA, des 2) 
(b) B(-4, 1,5) 


Solução: 

(a) O ponto A (3, — 2, 2) está localizado no condutor, já que y = —-2 < Oem. Portanto, 
E = 0=D 

(b) O ponto B(- 4, 1, 5) está localizado no meio dielétrico, já que y = 1= 0 em B. 


D. = ps = InCim” 


Figura 5.16 Veja Exemplo 5.10. 


Condutor 





RESUMO 
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Portanto, 
D = 2a, nC/m” 
La 
3 Ê 
E="—=2X IO Bs BR 10" a, = 367a, 
= HôS,la, Vim 
EXERCÍCIO PRÁTICO 5.10 


O campo elétrico em um ponto particular na interface entre o ar e a superfície de um 
condutor é de E = 60a, + 20a, — 304, mV/m. Determine D e p, nesse ponto. 


Resposta: 0,531a, + 0,177a, - 0,265a, pC/m”; 0,619 pC/m”. 


10. 


Os materiais podem ser classificados, grosso modo, como condutores (o => 1, £, = 1) e dielétricos 
(o< 1,2, = 1), em termos de suas propriedades elétricas o e £,, onde o é a condutividade e £, 
é a constante dielétrica ou permissividade relativa. 

A corrente elétrica é o fluxo da densidade de corrente elétrica através de uma superfície, isto é: 


[= [u:as 


A resistência de um condutor de seção reta uniforme é: 


R=> 
os 

O efeito macroscópico da polarização, em um dado volume de um material dielétrico, é o de 

“pintar” sua superfície com cargas ligadas O, = $;, Po; 5 e produzir, em seu interior, um acú- 

mulo de cargas ligadas Q, = 1 ,p, dv, ondep, =P-a,ep,=-V-P. 


Em um meio dielétrico, os campos D e E estão relacionados por D = E, onde e =££ é a per- 
missividade do meio. 

A suscetibilidade elétrica 7. (= £, — 1) de um dielétrico mede a sensibilidade do material ao 
campo elétrico. 

Um material dielétrico é linear se D = £E se verifica, isto é, se £ é independente de E. É homo- 
gêneo se & é independente da posição. É isotrópico se £ é um escalar. 

O princípio da conservação da carga, base da Lei de Kirchhofl das correntes, é estabelecido na 
equação da continuidade: 


FP 


VT + A 
df 


= () 

O tempo de relaxação, T, = 2/0, de um material é o tempo que leva uma carga colocada em seu 
" “ E " E a - | F 

interior para diminuir de um fator de e = 37%. 

As condições de fronteira devem ser satisfeitas por um campo elétrico existente em dois meios 
diferentes separados por uma interface. Para uma interface dielétrico-dielétrico: 


Di ci Ds, = Ds ou D,, rs Ds, SE Ps E O 
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Para uma interface dielétrico-condutor 
E, = O D, — 8E, = Ps 


porque E = O dentro do condutor. 


QUESTÕES DE REVISÃO 





5.1 Qual das situações a seguir não é um exemplo de corrente de convecção? 
(a) Uma correia carregada em movimento, 
(b) O movimento dos elétrons em um válvula eletrônica. 
(c) Um feixe de elétrons em um tubo de televisão. 
(d) Uma corrente eletrônica que flui em um fio de cobre. 


5.2 Quando uma diferença de potencial constante é aplicada entre os terminais de um fio condutor, 
(a) Todos os elétrons se movem com uma velocidade constante, 
(b) Todos os elétrons se movem com uma aceleração constante. 
(c) O movimento randômico dos elétrons será, em média, equivalente à velocidade 
constante de cada elétron. 
(d) O movimento randômico dos elétrons será, em média, equivalente à uma 
aceleração não nula constante de cada elétron. 


5.3 A fórmulaR = £405) só se aplica para fios de bitola pequena. 
(a) Verdadeiro. 
(b) Falso. 


(c) Não necessariamente. 


5.4 A água do mar tem £, = 80. Sua permissividade é de: 
(a) 8] 
(b) 79 
(c) 5,162 x 10“ Fim 
(d) 7,074 x 10” Fim 


5.5 Os parâmetros s, e x. são adimensionais. 
(a) Verdadeiro. 
(b) Falso. 


5.6 SeasrelaçõesV.D=eV.EecV.J]J=oV.E são satisfeitas em um determinado material, esse 
material é dito: 
(a) linear; 
(b) homogêneo; 
(Cc) isolrópico; 
(d) linear e homogêneo; 
(2) linear e isotrópico; 


(f) isotrópico e homogêneo. 


5.7 O tempo de relaxação da mica (o = 10" “mhos/m, e, = 6)éde: 
(a) 5x 10": 
(b) 10'º's; 
(c) 5 horas; 
(d) 10 horas; 


(2) 15 horas. 
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5.8 Os campos uniformes, mostrados na Figura 5.17, estão perto de uma interface dielétrico-dielétri- 


5.9 


5.10 


co mas em lados opostos da mesma. Quais configurações estão corretas? Considere que a interfa- 
ce esteja livre de cargas e que s, > 8. 


Quais das afirmações seguintes estão incorretas? 

(a) As condutividades dos condutores e isolantes variam com a temperatura e a 
fregiiência. 

(b) Um condutor é um corpo equipotencial e E é sempre tangencial ao condutor. 

(c) Moléculas não polares não têm dipolos permanentes. 

(dy) Em um dielétrico linear, P varia linearmente com E. 


As condições elétricas (carga e potencial) dentro e fora de uma blindagem eletrostática são com- 
pletamente independentes uma da outra. 


(a) Verdadeiro. 
(b) Falso. 


Respostas: 5. ld; 5.2c; 5.3c; 5.4d; 5.5b; 5.6d; 5.7e; 5.8€; 5.9b; 5.10. 








(a) (bb) ch 





(d) te) (É) 


Figura 5.17 Referente à Questão de Revisão 5.8. 
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PROBLEMAS 


5.1 


5.2 


Si) 


5.4 


Deo) 


5.6 


Sul 


5.8 


5.9 


5.1) 


5d 





Em uma certa região, J = 3 cos 6 a, - É sen O a, Alm. Determine a corrente que atravessa a 
superficie definida por 8 = 30, 0<= 9<2r,0<r<2m. 


500a. 


2 





Determine a corrente total em um fio de raio Ló mmse J = Alm 


A densidade de corrente em um condutor cilíndrico de raio a é de: 
Li dr | 
J = 10€ “Pa. Almí 
Determine a corrente através da seção reta do condutor. 


—4 —3 r a E - a e Pl E = 
A carga 10“ e” Cé removida de uma esfera através de um fio, Determine a corrente no fio em 
t=0et=25s5. 


(a) Seja V = xy z em uma região (e = 2º) definida por -| < x,y 2z< |, Determine a densidade 

de carga p, nessa região. 

(b) Se uma carga se desloca a uma velocidade de 10ºya, m/s, determine a corrente que atravessa 
a superfície definida por0 < x,y <05,y= 1. 


Se as extremidades de uma barra cilíndrica de carbono (o = 3 X 10º), de raio 5 mm e comprimen- 
to 8 cm, são submetidas a uma diferença de potencial de 9Y, determine: (a) a resistência da barra; 
(b) a corrente através da barra; (c) a potência dissipada na barra, 


A resistência de um fio longo de seção reta circular, de 3 mm de diâmetro, é de 4,04 O/km. Se uma 
corrente de 40 A percorre o fio, determine: 
(a) a condutividade do fio e identifique o material do fio; 


(b) a densidade de corrente elétrica no fio. 


Uma bobina é feita de 150 voltas de fio de cobre enroladas em torno de um núcleo cilíndrico. Se o 
raio médio das voltas é de 6,5 mm e o diâmetro do fio é de 0,4 mm, calcule a resistência da bobi- 
Ni. 


Um condutor de 10 m de comprimento consiste de núcleo de aço de 1,5 em de raio e de uma ca- 

mada externa de cobre 0,5 em de espessura. 

(a) Determine a resistência do condutor. 

(b) Se a corrente total no condutor é de 60 A, qual a corrente que flui em cada metal? 

(c) Determine a resistência de um condutor sólido de cobre, de comprimento e área de seção 
reta iguais às da camada externa. Considere as resistividades do cobre e do aço iguais a 
177 x 10*e 11,8 x 10 “Q.m, respectivamente. 


Um cilindro oco de 2 m de comprimento tem sua seção reta mostrada na Figura 5.18. Se o cilindro 
go q " a a - np 

é feito de carbono (o = 10 mhos/m), determine a resistência entre as extremidades do cilindro. 
Considere a = 3cmcb = 5cm. 


= E E 5 E 
A uma determinada temperatura e pressão, o gás de hélio contém 5 x 10" átomos/m'. Um campo 
de 10 KV/m aplicado no gás provoca um deslocamento médio de 10 “m na nuvem eletrônica. De- 
termine a constante dielétrica do hélio. 


Figura 5.18 Referente aos Problemas 5.10 e 5.15. 


5.12 


5.16 


5.17 


5.20 


5.22 
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Um material dielétrico contém 2 x 10” moléculas polares/m', cada uma com momento de dipolo 

- - a a " ; . sa E 
de 1,8 X 10 — Cim. Considerando que todos os dipolos estão alinhados na direção do campo elé- 
trico E = 10" a, V/m, determine Pe s.. 


Em uma placa de material dielétrico de e = 2.4e,c V= 3007 V. determine: (a) Dep: (b)Pe Pis 


Parax< 0, P=S5 sen (ayv)a, onde « é uma constante. Determine p, € p,,. 


Considere a Figura 5.18 como uma casca dielétrica esférica dee = ee para <r<bes=e, 
paraQ0 <r <a. Se uma carga O for colocada no centro da casca, determine: 

(a) Pparaa <r <b 

(bh) DP, paraa <r <b 


(c) p,emr=acer=b 
Duas cargas pontuais no espaço livre exercem uma força de 4,5 UN, uma sobre a outra. Quando o 


espaço entre elas é preenchido com um material dielétrico, a força muda para 2 uN. Determine a 
constante dielétrica do material e identifique o material. 


Uma esfera condutora de raio 10 cm está centrada na origem é imersa em um material dielétrico 
com e = 2,5e,. Se a esfera está carregada com uma densidade superficial de cargas de 4 nC/m”, de- 
termine E em (- 3 em, d cm, 12 cmo). 


No centro de uma esfera dielétrica oca (s = s,£,) é colocada uma carga pontual O, Se a esfera tem 


ur 


um raio interno a e um raio externo b, calcule D, E e P. 


Uma esfera de raio a e constante dielétrica £, tem uma densidade uniforme de carga de p,. 
(a) No centro da esfera, demonstre que: 


V= LL 05,+ 1) 
ÕE,E, 


(b) Determine o potencial na superficie da esfera. 


Para campos estáticos (independentes do tempo), quais das seguintes densidades de corrente são 
possiveis? 


; 3 MR 2 
(a) J=2x'ya, + 4x'za,— oxyra. 


(b) J=axya;+y(z+ Da, + 2ya, 


Fi 
(co) J= o do + z cos ga. 





e, 
E 
"ae 
mi] 
II 
[e] 


a, 


Ro Ro 
| 
M 





obtenha D para: (a) E = 10a, + 10a, V/m, (b) E = 10a, + 20a, — 30a, V/m. 


; LO0 : 
Se J = — a,. determine: (a) a taxa de aumento da densidade volumétrica de carga; (b) a corren- 
p? 


te total que passa através de uma superfície definida porr = 20 <:< 10< 6 < 27. 
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5.23 


5.24 


Ea 


5.26 


5.27 


5.28 


5.28) 


5.30 


+ 5,5] 


5.32 





- Hr 





Dado que J = a, Alm”, em t = 0,1 ms, determine: (a) a corrente que passa através da su- 


perfície r = 2 m; (b) a densidade de carga p, nessa superficie. 
Determine o tempo de relaxação para cada um dos seguintes meios: 
(a) Borracha dura (o = 10" S/m, e = 3,lg,) 

(b) Mica (o = 10“ Sim, e = 68,) 

(c) Água destilada (o = 107“ S/m, e = 808,) 


O excesso de cargas, em um determinado meio, decai a um terço de seu valor inicial em 20 gs. 
(a) Se a condutividade do meio é de 10“ S/m, qual é a constante dielétrica desse meio? (b) Qual é 
o tempo de relaxação? (c) Após 30 us, qual a fração de carga que ainda permanece? 


Uma descarga elétrica atinge uma esfera dielétrica de raio 20 mm, para a quale, = 2,5 ec 0 =5 x 
10 “mhos/m, e deposita, uniformemente, uma carga de 10 uC. Determine a densidade de carga ini- 
cial e a densidade de carga após 2 us. 


A região 1 (z < 0) contém um dielétrico para o qual s, = 2,5, enquanto que a região 2 (z > 0) é ca- 
racterizada por s, = 4. Considere E, = — 30a, + 50a, + 70a, V/m e determine: (a) D,, (b) P,, (c) 
o ângulo entre E, e a normal à superfície. 


Dado que E, = 10a, — 6a, + 12a. V/m na Figura 5.19, determine: (a) P,, (b) E, e o ângulo que E, 
faz com o eixo y; (c) a densidade de energia em cada região. 


Duas regiões dielétricas homogêneas 1 (p = 4 ecmje 2 (p = 4 cm) têm constantes dielétricas 3,5 € 
1,5, respectivamente, Se D, = 12a, — 6a, + da. nC/m2, calcule: (a) E, e D,, (b) P,e 0, (0) à den- 
sidade de energia em cada região. 


Uma esfera condutora de raio a está semi-imersa em um meio dielétrico líquido de permissivida- 
de £,, como mostra a Figura 5.20. A região acima do líquido é um gás de permissividade s,. Se a 
carga total sobre a esfera é Q, determine a intensidade do campo elétrico em qualquer ponto. 


Duas lâminas de vidro (£, = 8,5) paralelas, montadas verticalmente, estão separadas, entre suas fa- 
ces internas, por uma região de pequena espessura de ar uniforme. As lâminas, adequadamente se- 
ladas, são imersas em óleo (s, = 3,0), como mostrado na Figura 5.21. Um campo elétrico unitor- 
me de 2.000 V/m existe no interior do óleo, na direção horizontal, Calcule a intensidade e a orien- 
tação do campo elétrico no vidro e na camada de ar entre as duas lâminas quando: (a) o campo elé- 
trico uniforme de 2.000 V/m existe no interior do óleo, na direção horizontal. Calcule a intensida- 
de e a orientação do campo elétrico no vidro e na camada de ar entre as duas lâminas quando: (a) 
o campo elétrico é normal às superfícies de vidro, (b) o campo elétrico no óleo faz um ângulo de 
75º com a normal às superfícies de vidro, Despreze os efeitos de borda. 


(a) Dado que E = 15a, — 8a. V/m, em um ponto sobre a superfície de um condutor, qual é a den- 

sidade superficial de carga nesse ponto? Considere e = &,. 

(b) A região y = 2 é preenchida por um condutor, Se a carga superficial no condutor é de 
= 20 nC/m”. determine D imediatamente fora do condutor. 


F 


E|j = den 


Figura 5.19 Referente ao Problema 5.28. 
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Figura 5.20) Referente ao Problema 5,30. 





vidro Figura 5.21 Referente ao Problema 5.31. 


óleo óleo 





5.33 Uma esfera, no espaço livre, revestida de prata, de raio 5 cm, está carregada com uma carga total 
de 12 n€, uniformemente distribuída em sua superfície. Determine (a) ID| sobre a superfície da 
esfera, (b) D externo à esfera, (€) a energia total armazenada no campo. 


Capítulo 6 





PROBLEMAS DE VALOR DE 
FRONTEIRA EM ELETROSTATICA 


Nossas escolas deveriam investir esforços para dar conta de seu mais importante desafio: ensinar 
seus alunos a se expressar de maneira clara e precisa, tanto na fala quanto na escrita. Em outras 
palavras, levá-los a dominar sua própria língua. Sem isso, toda a nossa instrução em matemática 
e ciência é uma perda de tempo. 

— JOSEPH WEIZENBAUM, MIT 


6.1 INTRODUÇÃO 


O procedimento utilizado para determinar o campo elétrico E nos capítulos precedentes basicamen- 
te consistiu em utilizar ou a lei de Coulomb ou a lei de Gauss, quando a distribuição de carga é 
conhecida, ou em utilizar E = — VV, quando o potencial V é conhecido em uma região. No entanto, 
na maioria das situações práticas, nem a distribuição de cargas nem a distribuição de potencial são 
conhecidas. 

Neste capítulo, consideraremos problemas práticos de eletrostática onde somente as condições 
eletrostáticas (carga e potencial), em algumas fronteiras de uma determinada região, são conhecidas, 
e é desejável determinar E e V ao longo de toda essa região. Tais problemas são usualmente resolvi- 
dos utilizando a equação de Poisson! ou a equação de Laplace” ou, ainda, o método das imagens, Es- 
tes problemas são usualmente referidos como problemas de valor de fronteira. Os conceitos de resis- 
tência e capacitância serão abordados. Utilizaremos a equação de Laplace para obter a resistência de 
um objeto e a capacitância de um capacitor. O Exemplo 6.5 deve ser visto com atenção porque nos 
referiremos a ele, algumas vezes, na parte restante do capítulo. 


6.2 EQUAÇÕES DE LAPLACE E DE POISSON 


As equações de Laplace e de Poisson são facilmente obtidas a partir da lei de Gauss (para um meio 
linear) 


V.D=V-cE=»p, (6.1) 


E = —VFV (6.2) 


Substituindo a equação (6.2) na equação (6.1), obtém-se 


Ve(-sVY) = p, (6.3) 


para um meio não homogêneo. Para um meio homogêneo, a equação (6.3) torna-se: 


* Simeon Denis Poisson (1781-1840), matemático é físico francês. 


* Pierre Simon de Laplace (1749-1829), astrônomo & matemático francês, 
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(6.4) 





Esta é conhecida como eguação de Poisson. Um caso especial desta equação ocorre quando p, = O 
(isto é, para uma região livre de cargas). A equação (6.4) torna-se, então 


VV =0 (6.5) 


que é conhecida como equação de Laplace. Observe que, ao retirar « do lado esquerdo da equação 
(6.3) para obter a (6.4), assumimos que « é constante em toda a região na qual V é definido. Para uma 
região não homogênea, « não é constante e a equação (6.4) não resulta da (6.3). A (6.3) é a equação 
de Poisson para um meio não homogêneo; torna-se a equação de Laplace para um meio não homo- 
gênco quando p, = 0. 

Lembre que o operador laplaciano Vº foi obtido na seção 3.8. Então, a equação de Laplace em 
coordenadas cartestanas, cilíndricas ou esféricas é dada, respectivamente, por 





(6.6) 
(6.7) 

| d E) | Fica A 
Ea Sn | É 6.8 
r“sen 8 d0 s | 5) rsen 009º | (6.8) 


dependendo se o potencial é Vix, v, 2), Mp, O, 2) ou Vir, 6, d). A equação de Poisson nesses sistemas 
de coordenadas pode ser obtida simplesmente substituindo o zero do lado direito das equações (6.6), 
(6.7) e (6.8) por — pe. 

A equação de Laplace é de fundamental importância na solução de problemas de eletrostática en- 
volvendo um conjunto de condutores mantidos em diferentes potenciais. Exemplos de tais problemas 
incluem capacitores e válvulas eletrônicas. As equações de Laplace e de Poisson não só são úteis pa- 
ra resolver problemas de campos eletrostáticos, mas também são utilizadas em muitos outros proble- 
mas que envolvem campos. 

Por exemplo, V poderia ser interpretado como o potencial magnético em magnetostálica, como a 
temperatura em condução de calor, como uma função tensão em fluxo de fluidos e como uma perda 
de carga em vazamentos. 


'6.3 TEOREMA DA UNICIDADE 


Já que existem vários métodos (analíticos, gráficos, numéricos, experimentais, etc.) para resolver um 
determinado problema, poderiamos questionar se resolver a equação de Laplace de diferentes manei- 
ras resultaria em diferentes soluções. Por conseguinte, antes de começarmos a resolver a equação de 
Laplace, precisamos responder à seguinte pergunta: se a solução da equação de Laplace satisfaz um 
dado conjunto de condições de fronteira, será essa a única solução? A resposta é sim, existe apenas 
uma única solução. Dizemos que a solução é única. Portanto, qualquer solução da equação de Lapla- 
ce que satisfaça as mesmas condições de fronteira deve ser a única solução, independente do méto- 
do escolhido para determiná-la. Esse é conhecido como o teorema da unicidade. O teorema se apli- 
ca a qualquer solução da equação de Laplace ou da equação de Poisson em uma dada região ou su- 
perfície fechada. 
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O teorema é demonstrado por absurdo. Assumimos que há duas soluções V, e V, da equação de 
Laplace que satisfazem as condições de fronteira do problema. Portanto: 


vv ="0 =D (6.9a) 
Vi = MV na fronteira (6.9b) 
Consideramos a diferença 
Vi=W-—vY (6.10) 
que obedece 
Vo VW WV,=0 (6.11a) 
Vi =0 na fronteira (6.11b) 


de acordo com a equação (6.9). Do teorema da divergência: 


[ViAdo= Pads (6.12) 
S 


Consideramos A = V, VV, e usamos a identidade vetorial: 
VA =V(ViVVo = Va VV + VVar VVs 
Contudo, VºV, = 0, de acordo com a equação (6.11). Então: 
VÃ = YVo VV, (6.13) 
Substituindo a equação (6.13) na equação (6.12), obtém-se: 


| VV, VVydv = , Vi VV, ds (6.14) 


[ 4 


Das equações (6.9) e (6.11), fica evidente que o lado direito da equação (6.14) se anula. 
Portanto: 


VViPedv=0 


Já que a integração é sempre positiva, 


VV, =0 (6.15a) 
ou 
V.=V,-V, = constante em qualquer ponto no intertior de v (6.15b) 


Contudo, a equação (6.15) deve ser consistente com a equação (6.9b). Portanto, V, = O ou V, = V,em 
qualquer ponto, demonstrando que V, e V, não podem ser soluções diferentes do mesmo problema. 


Teorema da unicidade: se uma solução da equação de Laplace que satisfaça as condições de 
fronteira pode ser encontrada, então a solução é única. 


O mesmo procedimento pode ser adotado para demonstrar que esse teorema também se aplica à 
equação de Poisson e também para o caso em que o campo elétrico (gradiente do potencial) é espe- 
cificado na fronteira, 
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Antes de começarmos a resolver problemas de valor de fronteira, devemos ter em mente três ca- 
racterísticas que descrevem univocamente um problema: 


|. A equação diferencial apropriada (neste capítulo, equação de Laplace ou equação de Poisson). 
2. A região de interesse para a solução. 
3. As condições de fronteira. 


Um problema não tem solução única e não pode ser resolvido completamente se não for considera- 
do um desses três itens. 


6.4 PROCEDIMENTO GERAL PARA RESOLVER A EQUAÇÃO DE LAPLACE OU A 
EQUAÇÃO DE POISSON 


O seguinte procedimento geral pode ser adotado ao resolver um dado problema de valor de frontel- 
ra envolvendo a equação de Laplace ou a equação de Poisson: 


1. Resolver a equação de Laplace (se p, = 0) ou de Poisson (se p, = 0) utilizando ou (a) inte- 
gração direta quando V é uma função de uma variável, ou (b) separação de variáveis se V é 
função de mais de uma variável. A solução, nesta etapa, não é única, mas sim expressa em 
termos de constantes de integração a serem determinadas. 

2. Aplicar as condições de fronteira para determinar uma solução única de V, partindo do pres 
suposto que, para determinadas condições de fronteira, existe uma única solução. 

3. Tendo obtido V, encontrar E usando E = = VVe Da partir de D = cE. 

4. Se desejado, encontrar a carga Q, induzida em um condutor, fazendo Q = f ps dS, onde pç = 
De D éa componente de D normal ao condutor, Se necessário, a capacitância entre dois 
condutores pode ser encontrada fazendo € = 0/V. 


Resolver a equação de Laplace (ou de Poisson), de acordo com a etapa 1, não é sempre tão com- 
plicado quanto parece. Em alguns casos, a solução pode ser obtida por mera inspeção do problema. 
Por outro lado, uma solução pode ser conferida fazendo o caminho inverso e determinando se ela 
satisfaz a equação de Laplace (ou a de Poisson) e as condições de [ronteira impostas. 


EXEMPLO 6.1 Componentes condutores em equipamentos de potência de alta tensão devem ser resfriados, a fim de 
eliminar o calor causado pelas perdas ôhmicas. Uma maneira de bombear esse calor é baseada na 
força transmitida para o fluido refrigerante por cargas em um campo elétrico. O bombeamento ele- 
troidrodinâmico (EHD) está representado na Figura 6.1, A região entre os eletrodos contém uma 
carga uniforme p, que é gerada no eletrodo da esquerda e coletada no eletrodo da direita. 
Calcule a pressão da bomba se p, = 25 mC/m' e V, = 22 kV. 


Solução: 
Já que p, * O, aplicamos a equação de Poisson: 


VV = — 


E 


As condições de fronteira V(z = 0) = Ve Viz = d) = O mostram que V depende somente de z (não 
existe qualquer dependência com p ou q). Portanto: 





dÍV po 
dz” E 
Integrando uma vez, obtém-se 
dY —pns 
ima Por + Á 
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Figura 6.1 Uma bomba eletroidrodinâmica; 
referente ao Exemplo 6.1. 


área 5 





Integrando -Se novamente 


y=-PÊ A +B 
ZE 


onde A e B são constantes de integração a serem determinadas pela aplicação das condições de fron- 
teira. Quando z = 0,V=V, 


4=-0+0+B5B=V, 


Quandoz=d,V=0, 





pod? 
0 = — E + Ad + V 
ou 
Potl LÊ 
A 
ZE d 


O campo elétrico é dado por: 


A força líquida é: 


J 
F= [nkav=p, | ds | E d: 
O) 


ef 
a. 
É 


Pa 
ZE 





Voz a 
= 28 [E + —º (p* — do | 


F = pSVoa. 
A força por unidade de área, ou pressão, é: 


F | | ' 
E pto= 25 x 105 22 x 10º = 550 Nim 


EXERCÍCIO PRÁTICO 6.1 
Em um dispositivo unidimensional, a densidade de carga é dada por p, = pa. 
ScE=0emx=0eV=0Oemax = a, determine Ve E. 


po? 


Po 3 3 
ON) Ho 
( ) HE x 


Resposta: 
P fed 





EXEMPLO 6.2 
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Uma máquina de cópia xerográfica é uma importante aplicação da eletrostática. A superfície de um 
fotocondutor é, de início, carregada uniformemente, como mostra a Figura 6.2(a). Quando a luz, 
refletida pelo documento a ser copiado, incide no fotocondutor, as cargas da superfície inferior do 
fotocondutor combinam com as da superfície superior e ocorre a neutralização de umas com 
as outras. 

A imagem é obtida ao se pulverizar a superfície do fotocondutor com um pó negro carregado eletri- 
camente. O campo elétrico atrai o pó carregado que posteriormente é transferido para o papel, sendo 
fundido para formar uma imagem permanente. Desejamos determinar o campo elétrico acima e abai- 
xo da superfície do fotocondutor. 


Solução: 
Considere a Figura 6.2(b) que é uma versão da Figura 6.2(a). Já que p, = O nesse caso, aplicamos a 
equação de Laplace. Além disso, o potencial depende somente de x, Então: 


q DER 
VY=—==0 
dx” 
Integrando duas vezes, obtém-se: 
V=Ax+B 


Sejam os potenciais acima e abaixo da superfície V, e V,, respectivamente. 


V = Ax + B&B, X>a (6.2.la) 
W=AX+B, x<a (6.2.1b) 


As condições de fronteira nos eletrodos aterrados são: 
Vilx=d=0 (6.2.2.8) 
Valx = 0) = O (6.2.2b) 


| 





luz 
“E 
ppt ++ 


| Doo vo PRRRFERHEREITTT 
fotocondutor =| | = | | ) | ) [1 recombinação 


EE ES E 








E 





Figura 6.2 Referente ao Exemplo 6.2. 
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EXEMPLO 6.3 


Na superfície do fotocondutor: 


Vilx=a)=Víix=a) (6.2.3a) 


Dm Day = ps (6.2.3b) 


Nu 


Para determinar as quatro constantes desconhecidas A,, A,, B, e B,, utilizamos as quatro condições 
das equações (6.2.2) e (6.2.3). Das equações (6.2.1) e (6.2.2): 


0=0+5B5B, =0 (6.2.4b) 
Das equações (6.2.1) e (6.2,3a): 
Aja + B, = Asd (6.2.5) 


Ao aplicar (6.2.3b), lembre que D = sE = — eVV, de forma que 





dV dV 
Ps D,, — Do, e EE Ep. EE oa bi a + &2 - 
elx dx 
OU 
ps = —ejÃy + esA> (6.2.6) 


Resolvendo para À, e A,, nas equações (6.2.4) a (6.2.6), obtém-se: 


a. 
E, = Aja, = e E 


EXERCÍCIO PRÁTICO 6.2 


Para o modelo representado na Figura 6.2(b), se pç = 0 e o eletrodo superior é 
mantido em V.. enquanto o eletrodo inferior é aterrado, demonstre que: 


= Vo A =Vo à: 


Dois semiplanos condutores, é = e À = 7/6, estão separados por uma fenda de largura infinitesimal, 
como mostra à Figura 6.3. Se Vtd = 0) = 0 e Vig = 7/6) = 100 V, determine Ve E na região entre 
os semiplanos. 

Solução: 

Se V depende somente de à, a equação de Laplace em coordenadas cilíndricas torna-se: 


E A 


VyV=—— 
po” dg” 





O 
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É Figura 6.3 O potencial V(g) devido a 
semiplanos condutores, 





Já que p = O não faz parte da solução devido à fenda que separa os dois semiplanos, podemos mul- 
tplicar a equação anterior por p” para obter 





d*V 
3 =D 
dp” 
que é integrada duas vezes para obter 
V=Ag+B 


Aplicamos as condições de fronteira para determinar as constantes A e B. Quando 6 = 0,V= 0: 


0=0+B5B=0 


Quando 6 = 6,V=V; 


V, =Ag,SAÃ=— 
Portanto, 
v= o 
e 


600, 600 


Confira: VV =0,V(6=0)=0,V(d = 1/6) = 
EXERCÍCIO PRÁTICO 6.3 
Duas placas condutoras de tamanho | x 5m estão inclinadas 45º uma em relação à 
outra, com um espaçamento de 4 mm entre elas, conforme mostrado na Figura 6.4. 


Determine um valor aproximado da carga por placa se as placas forem mantidas a uma 
diferença de potencial de 50 V. Considere que o meio entre elas tenha s, = 1,5. 


Resposta: 22,2 n€. 
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EXEMPLO 6.4 


Figura 6.4 Referente ao Exercício Prático 6.3. 






espaçamento de 4 mm 


Dois cones condutores (8 = 7/10 e 8 = 7/6), de extensão infinita, estão separados por um espaça- 
mento infinitesimal em r = 0. Se V(6 = 7/10) = 0e Wi = 7/6) = 50 V, determine V e E entre os cones. 


Solução: 

Considere o cone coaxial da Figura 6.5, onde o espaçamento serve como elemento isolador entre os 
dois cones condutores, V depende somente de 6, Então, a equação de Laplace, em coordenadas esté- 
ricas, torna-se 





5 l d dV 
VV =— — | sen6— | = 0 
rºsen 0.0 ser do | 


Jáquer = 0€e8 = 0ou q não fazem parte da solução, podemos multiplicar a equação anterior por 
a | 
r sen 8 para obter: 


d | dV 
e — | =0 
do [sen do 
Integrando uma vez, obtém-se 
etV 
nê— = A 
sen PF”; 
OU 
RE o 
do senê 


Figura 6.5 Potencial Vg) devido a cones condutores. 





T——— espaçamento 
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Integrando esta equação, obtemos: 


VE | de A | dê 
sen ,— 2 cos 8/2 sen 8/2 


- 4 | diBee Sad 1/2 sec” 8/2 dê 
te 0/2 
- | dE dítg 0/2). 
te 8/2 
= Aln(tg0/2) + B 





Aplicaremos, agora, as condições de fronteira para determinar as constantes de integração A e B. 


V0=0)=050=AIn(g0/0)+B 


ou 
B=-Aln (tg 0,2) 
Portanto: 
tg 0/2 | 
V=Aln|-—- 
i | te 8,2 
Também, 
ig 0512 
H6 =-60)=WVHH>V=A] - 
( 3) o a n nisa 
ou 
E Vo 
In E 82 | 
te 0,/2.. 
Então: 





1 8/2 
V, n [ES | 


“120,2 
a E Bu)? | 
te 0,/2 
LdV À 
E=-VV=--— a=—-—— 
rodo y r sen À je 
a + 
i E 0,42] É 
rsenôln 
tg 89,12 


Fazendo À, = 7/10,0, = m/6 e V, = 50, obtém-se 


tg 8/2 
o 12 7/20 te 0/2 
ni Ea - 95,1 | É |y 
[28 
tg 7/20 








Confira: VV =0,V(0 = T10))=0eV8 = 7/6)=V 
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EXEMPLO 6.5 


SU V 





espaçamento À 


Figura 6.6 Referente ao Exercicio Prático 6.4. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 6.4 


Um cone condutor (8 = 45º) está colocado sobre um plano condutor e há, entre eles, 
um pequeno espaçamento, como mostra a Figura 6.6. Se o cone está conectado à uma 
fonte de 50 V, determine Ve E em (= 3, 4,2). 


Resposta: 22,13 V; 11,36 a, V/m 


(a) Determine a função potencial para a região dentro de uma calha de seção reta retangular e de 
comprimento infinito, cuja seção reta está mostrada na Figura 6.7. 
(b) Para V, = 100 V e b = 2a, determine o potencial em x = q/2, y = 3a/4. 


Solução: 
(a) O potencial V, neste caso, depende de x e y. À equação de Laplace é escrita como: 
ova 
Vy=D + = (6.5.1) 
dx” dy” 


Temos que resolver essa equação com as seguintes condições de fronteira: 


Vx=0,0=y7y=9)=0 (6.5.2a) 
Vxa=b0=y=9)=0 (6.5.2h) 
H0O=rx=by=0=0 (6.5.20) 


HO=sx=bhy=a=VY (6.5.2d) 


Figura 6.7 Potencial devido a uma V (x,y) 
calha retangular condutora. 


A 
a 


ESPaÇAMENO (| e ao FREGE RETO 





Problemas de Valor de Fronteira em Eletrostática E 203 


Resolvemos a equação (6.5.1) pelo método da separação de variáveis, isto é, procuramos uma solu- 
ção de V na forma de um produto. Seja 


Vi, 3) = A(x) Hey) (6.5.3) 


onde X é uma função somente de x e Y é uma função somente de y. Substituindo a equação (6.5.3) na 
equação (6.5.1), obtemos: 


Xy+YWrX=0 
Dividindo todos os termos por XY e separando os termos em X dos termos em Y, obtemos: 


dE 


7 6.5.4: 
X Y ore re 


Já que o lado esquerdo da equação é uma função só de x e o lado direito é uma função só de y, para 
salislazer a igualdade, ambos os lados devem ser iguais a uma constante À, Isto é: 


mt ES Sa (6.5.4) 


À constante À é conhecida como a constante de separação. Da equação (6.5.4b), obtemos 


A FAX=O0 (6.5.5a) 


E = AF =0 (6.5.5b) 


Dessa forma, as variáveis estão separadas neste ponto e nos referimos às equações (6.5.5) como 
equações separadas. Podemos determinar X(x) e N(v), separadamente, e então substituir essas solu- 
ções na equação (6.5.3). Para tanto, as condições de fronteira nas equações (6.5.2) precisam estar se- 
paradas, se possível, A separação é feita como segue: 


HO, y) = X(0)F0O) = 05 X(0) = O (6.5.6a) 
V(b,y) = X(b)F(y) = 05 X(b) = O (6.5.6b) 
Víx, 0) = ACO)HO) = 0> HD) = 0 (6.5.6c) 
Vix, a) = X(O)YNa) = Vo (inseparável) (6.5.6d) 


Para determinar X(x) e Y(y) nas equações (6.5.5), consideramos as condições de fronteira das equa- 
ções (6.5.6). Consideramos os valores possíveis de À que satisfaçam tanto as equações separadas 
(6.5.5) quanto as condições de fronteira (6.5.6). 





CASO A 
Se À = 0, então a equação (6.5.5a) torna-se 
dPX 
X = 0 ou >=] 
dx” 
a partir da qual, após integrarmos duas vezes, obtemos 
X=Ax+B (6.5.7) 


As condições de fronteira nas equações (6.5.6a) e (6.5.6b) implicam que 


4(x=0)=050=0+B ou B=0 


Eb 
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Xx=b)=050=A-b+0 ou A=0 
porque b + 0, Dessa forma, a solução para X, na equação (6.5.7), torna-se 
X(x) = O 


o que torna Y = O na equação (6.5.3). Então, consideramos X(x) = O como uma solução trivial e con- 
cluímos que À = 0, 


CASO B 
Se À < 0, digamos À = — q”, então a equação (6.5.5a) torna-se 


X-w2x=0 ou (D-0)X=0 


do. 
onde D = —, isto é, 
dx 


DX = taX (6.5.8) 


mostrando que temos duas soluções possíveis correspondendo aos sinais positivo e negativo, Para o 
sinal positivo, a equação (6.5.8) torna-se 


XxX | dX 
de = WA ou X = walx 


Dessa forma, 
1X | 
[= [aa ou InXÃ = ox+InAÁ, 


onde In A, é uma constante de integração. Portanto, 
X = AjeS (6.5.9a) 
De maneira similar, resolvendo a equação (6.5.8), para o sinal negativo, obtém-se: 
X= Ae E (6.5.9b) 
Reunindo os resultados das equações (6.5.94) e (6.5.9b): 
X(x) = Ape? + Age E (6.5.10) 


Jáquecoshox= (e +e CW esenhax=(e -e"Y2 oque” = coshax + senhaxece * = 
cosh ax — senh ax, a equação (6.5.10) pode ser escrita como 


KO) = B, cosh ex + B, senh «x (6.5.11) 
onde B = A, + A,e B, = A, — À,. Em função das condições de fronteira impostas, preferimos a 
equação (6.5.11) em vez da equação (6.5.10) como solução. Novamente, as equações (6.5.6a) e 


(6.5.6b) exigem que 


Xx=0=050=B,-(D+B.-(0) o B=0 


Ax = b)=05>0=0+ Bsenhab 
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Já que «0 cb +0,sen ab não pode ser zero porque sen x = O se e somente se x = O, como mos- 
trado na Figura 6.8. Dessa maneira, B, = O e 


X(x) = O 


Essa é uma solução trivial e concluímos que À não pode ser menor do que zero. 


CASO € | 
Se À > 0, digamos À = B e então a equação (6.5.5a) torna-se 
X+B'X=0 
Isto É, 
(D +B9)X=0 ou DX=HjBX (6.5.12) 


onde | = W-—l1, Das equações (6.5.8) e (6.5.12), observa-se que a diferença entre os casos B e € 
consiste em substituir a por ;5. Procedendo da mesma maneira como no caso B, obtemos a solução: 


Xl) = Ce” + Ce (6.5.13a) 
Jáquee” = cosBx+jsenbxee* = cos Bx-jsen Bx, a equação (6.5.13a) pode ser escrita como 
X(x) = go cos Bx + g, sen Bx (6.5.13b) 


ondeg,=C,+C,eg,=C,-yC,. 
Em função das condições de fronteira dadas, preferimos usar a equação (6.5.13b). Impondo as con- 
dições de fronteira nas equações (6.5.6a) e (6.5.6b), obtém-se: 


Xx=0=050=g:(D+O0 ou g=0 


Atx =b)=050=0+ g,sen Bb 
Supondo g, = O (senão teríamos uma solução trivial), então: 
sen Bb = O = sennz 


B =— = LD vio (6.5.14) 


Figura 6.8 Representação de cosh x é de senh x 
mostrando que senh x = O se e somente se x = 0. 
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Observe que, diferentemente de senh x, que é zero apenas quando x = O, sen x é zero para um núme- 
ro infinito de pontos, conforme mostra a Figura 6.9. Note, também, que n = O porque 5 * O. No caso 
A, tínhamos considerado a possibilidade se 8 = O, o que resultou em uma solução trivial. Ainda não 
precisamos considerar n = — 1,-2,-3,-4,.. porque À = B permaneceria o mesmo para valores 
positivos e negativos de n. Portanto, para um dado n, a equação (6.5.13b) torna-se 





Tx | 
MAX) = &, sen (6.5.15) 
Tendo encontrado X(x) e 
» nm | 
x=8?=>5 (6.5.16) 
br 
resolvemos a equação (6,5.5b), reescrita como: 
r-pêr=0 


A solução dessa equação é semelhante à da equação (6.5.11), obtida no caso B, isto é: 
Y(y) = ho, cosh By + h, senh By 
A condição de fronteira na equação (6.5.6c) implica que: 
Fy=0=0->0=&A:(D+0 ou h=0 


Portanto, nossa solução para Y(y) torna-se 


nTy 


Y.0) = h, senh (6.5.17) 


Substituindo as equações (6.5.15) e (6.5.17) — que são as soluções das equações separadas [equações 
(6.5.5)]. na solução-produto [equação (6.5.3)], tem-se: 


HTX Pr 
ValX, x) e Ena ER Pl 
E) 


Isto mostra que há muitas soluções possíveis V,. V,, V,, V,. e assim por diante, para n = 1,2,3, 4, etc. 
Pelo teorema da superposição, se Vj Vas Vs «o V, são soluções da equação de Laplace, a combi- 
nação linear 


V = ci, + Covas + Cava or foros Cu Va 





Figura 6.9 Representação de sen x mostrando que sen x = O para um 
número infinito de pontos. 
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(onde c,, Es. Cy. .... €, SãO constantes) é também uma solução da equação de Laplace. Portanto, a so- 
lução da equação (6.5.1) é 
nTy 


Vix, y) = a Es sen senh = (6.5.18) 
p= | 2 É, 


onde c, = £g,1, são os coeficientes a serem determinados a partir da condição de fronteira descrita na 
equação (6.5.6d). Impondo esta condição, obtém-se: 


ei 





” ETA nNTA 
Vx,yv=0)=V,= > C, SEN senh — (6.5.19) 
n=] 4 3 


que é uma expansão em série de Fourier de V. Multiplicando ambos os lados da equação (6.5.19) por 
sen mmx/b c integrando em O < x < b, obtém-se: 





f ex b 
NTX ma nTX  nTX 
| V.sen—— de= > e; senh ro | sen sen—— dx (6.5.20) 
: b Re 


nel 


Pela propriedade de ortogonalidade das funções seno e cosseno (veja Apêndice A.9): 


Ti/2, m=n 


” 
Ô, mn 
sen mx sen nx dy = 
1) 


Incorporando essa propriedade na equação (6.5.20), todos os termos no lado direito da equação 
(6.5.20) se cancelarão, à exceção de um único termo, para o qual m = n. Assim, a equação (6.5.20) 
se reduz a 





b h 

HTA o. NTE q PPTAÃ 
| Vosen dx = cysenh— | sen —— dx 
0 0 











b b b 
b nmx |* nmal [” 2n7x 
po Cng e | Cp np es L:—=: cos dx 
nx b lo Ra b 
Vo nta b 
cn 4) Mane ni = c, senh—— « — 
EE ( COS nT) = €, SE » o 
ou 
nma 2V, 
c, senh E Ra (1 — cos nm) 
A, n=1,3,5.. 
=4nT 
Ú, n=2,4,6,. 
Isto É; 
4V, ; 
á n = impar 
e, = 4 nm senh FÉ 
' b (6,5.21) 


Õ, n= par 


208 





B Elementos de Eletromagnetismo 


Substituindo as igualdades acima na equação (6.5.18), obtém-se a solução completa: 





sen E senh 
dl RB 
Vo, y) =: - e TE = == (6.5.22) 
Palas aah e 
b 


Confira: VV=0,Vx=0, j=0=Va=bym)=Vwy=0,VO, y=a)= V.Asolução da equa- 
ção (6.5.22) não deveria ser uma surpresa. Ela poderia ser intuída por mera observação do 
arranjo da Figura 6,7, Dessa figura, observamos que, ao longo de x, V varia de O (em x = 0) a O (em 
x = b) e somente uma função seno pode satisfazer essa condição. De maneira similar, ao longo de y, 
Vvaria de O (em y = 0)a V (em y = q) e somente uma função seno hiperbólico pode satisfazer es- 
sa condição. Portanto, uma solução como a da equação (6.5.22) era esperada. 

Para determinar o potencial em cada ponto (x, y) no interior da calha, tomamos os primeiros pou- 
cos termos da série infinita convergente mostrada na equação (6.5.22). Considerar quatro ou cinco 
termos pode ser suficiente. 


(b) Parax = a2 e y = 3a/4, onde b = 2a, temos: 





E ) AV, — sennq/4 senh 3nx/8 
T nSAS n senh nm/2 
Va [E m/4 senh 37/8 | sen 37/4 senh 9x/8 





+ 
T senh 7/2 3 senh 37/2 
se sen Sx/4 senh Elgin A 


5 senh 5m/4 


4Vo 
a (0,4517 + 0,0725 — 0,01985 — 0,00645 + 0,00229 + - - +) 


= 0,6374VY, 





É interessante considerar um caso especial em que A = b = Ime V, = 100 V. Os potenciais em alguns 
pontos específicos são calculados usando a equação (6.5.22), e os resultados estão mostrados na Figu- 
ra 6.10(a). As linhas de fluxo e as linhas equipotenciais correspondentes estão mostradas na Figura 
6.10(b). Um programa simples em Matlab, bascado na equação (6.5.22) está apresentado na Figura 
6.11. Esse programa é auto-explicativo e pode ser usado para determinar V (x, v) em qualquer ponto no 
interior da calha. Na Figura 6.11, V(x = b/4,y = 3a/d4) é calculado e o valor encontrado é de 43,2 volis. 


| linha equipotencial 


TOO W F= 100 linha de fluxo 





(a) (b) 


Figura 6.10 Referente ao Exemplo 6.5: (a) V (x, v) calculado em alguns pontos, (h) representação esquemáti- 
ca das linhas de fluxo e das linhas equipotenciais. 


EXEMPLO 6.6 
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& SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE LAPLACE 


& — jo per ro e pag ba ta CDS alo o oa TR pe a 

& ESTE PROGRAMA RESOLVE O PROBLEMA 
& DE VALOR DE FRONTEIRA BI-DIMENSIONAL 
& DESCRITO NA FIGURA 6.7 

%& a E b SÃO AS DIMENSÕES DA CALHA 

& x E y SÃO AS COORDENADAS DO PONTO 
& DE INTERESSE 

P=[ ]; 

vo = 100.0; 

& = Ty: 

E ="a; 

* = 'Db/á: 


n = g*k = 1 
al = sin (n*préex/m) 
a2 = sinh (n*pi*y/b); 
as = nºsinh intpi*a/b): 
sum = sum + ctal*aZ/a3; 
P = In, gum] 

end 

diarv test.out 

P 

diarv ofÉ 


Figura 6.1 Programa em Matlab referente ao Exemplo 6.5. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 6.5 


No problema do Exemplo 6.5, considere V, = 100 V,b = 2a = 2m. 
Determine Ve E em: 

(a) (x, v) = (a, al2) 

(b) (x, y) = (3a/2, al4) 


Resposta: (a) 44,51 V,- 99/25 a, Vim; (b) 16,5 V, 20,6 a, — 70,34 a, Vim. 


Para o exemplo anterior, determine a distribuição de potencial se V, não for uma constante, mas 
dado por: 


(a) V,= I0sen3mxb,y=a,0=r=b 


| TX l 5STx 
(b) Va = é senso + o CD; +) =ab=r=b» 


Solução: 

(a) Do exemplo anterior, cada passo antes da equação (6.5.19) permanece o mesmo, isto é, a solução 
Ef 

é da forma 


HT HTY 


Vi, y) = by €, Sen—— senh 


6.6.1 
z po sad) 
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como na equação (6.5.18). Porém, ao invés da equação (6.5.19), temos, agora: 








3mx E nTx na 
V(y = a) = V,= l0sen = > csen E senh= — 
H= 


Ão equacionar os termos em seno, em ambos os lados da equação, obtemos: 


Er=0, ns 





Para n = 3, 
ãra 
JO = c; senh— 
b 
ou 
LO 
C3 = 
- 3ra 
senh—— 
bh 
Portanto, a solução da equação (6.6.1) torna-se: 
Iv 
pisa - 
ITA 
Vix, y) = 10 sen 
ima 
senh —— 
b 


(b) De maneira similar, ao invés da equação (6.5.19), temos agora 


Vo = Viy = a) 
ou 
mx 1 Sax e nTx nxa 
2 sen + — senh>— = 5 c, senh—= senh—— 
bh HO bh a b h 
Equacionando os termos em seno: 
cSo0, n5& 1,5 
Paran = 1; 
Ta p) 
2 = cy senh— ou Cj = 
b | Tá 
senh — 
b 
Para n = 5: 
| h Sra | 
— = cs senh—— ou Cs = 
TO b 


Dessa forma: 


Ty 5STX 5TY 


TX 
2 sen — senh » sen — senh— — 





Vox, y) = 


senh—— TO PRN 
b b 


EXEMPLO 6.7 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 6.6 
No Exemplo 6.5, suponha que todos os dados sejam os mesmos, à exceção de V., que 
é substituído por 


Tax E 
Va Sen 0O<=r=sb,y = a.Determine V(x, y). 


Tax Tay 
Vo sen senh— 
Resposta: = 
enc 
É b 


Obtenha as equações diferenciais separadas para a distribuição de potencial Vip, À, z) em uma região 
livre de cargas. 


Solução: 
Esse exemplo, como o Exemplo 6.5, ilustra o método de separação de variáveis. Já que a região é li- 
vre de cargas, precisamos resolver a equação de Laplace em coordenadas cilíndricas, isto é: 








pv=lê(çã) SH +D=0 (6.7.1) 
p dp do pood dz” 
Seja 

Vip. 4.2) = R(p) Pl) Z(z) (6.7.2) 


onde R, ? e Z são, respectivamente, funções de p, de z. Substituindo a equação (6.7.2) na equação 
(6.7.1) resulta em 








ERR (º dE) a (6.7.3) 
o do N do p dg” 


a 
dz” 


Dividindo por RZ, obtém-se: 











| d IR | db | dºZ 
aa (Es ) E ae (6.7.4) 
pR do + dp | [= 


O lado direito dessa equação fica somente em função de z, enquanto o lado esquerdo não depende de 
z. Para que os dois lados sejam iguais, é preciso que eles sejam iguais a uma constante, isto é, 


— É (6.7.5) 


Sr PERO E 
o P dg” £ dz” 





| à (dê) Exa o 


pR do N dp E 


onde — X” é uma constante de separação. Dessa forma, a equação (6.7.5) pode ser separada em duas 
partes: 


—— = Nº (6.7.6) 


ou 


7-NXZ=0 (6.7.7) 
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p d fpdR RE e 
= + No + — = Te 
pá (poi) No TÉNTO 0 (6.7.8) 


A equação (6.7.8) pode ser escrita como 


o APR pdR E 
| E -|- Et a + AO = — E = re 6.1.9 
R dp” R do A b dd” E 








onde u é uma outra constante de separação. Assim, a equação (6.7.9) é separada como 


bd =ub=0 (6.7.10) 


PROPOR Hp N-uR=0 (6.7.11) 
As equações (6.7.7), (6.7.10) e (6.7.11) são as equações diferenciais separadas requeridas pelo pro- 
blema. A equação (6.7.7) tem uma solução similar à solução obtida no caso B do Exemplo 6.5, isto 
É, 
Z(z) = cy cosh hz + c, senh hz (6.7.12) 
A solução da equação (6.7.10) é similar à solução obtida no caso € do Exemplo 6.5, isto é: 
P(d) = cs cos ué + cy sen ud (6.7.13) 
A equação (6.7.11) é conhecida como equação diferencial de Bessel e sua solução está além do es- 


. à 
copo deste livro. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 6.7 
Repita o Exemplo 6.7 para Vír, 8, q). 


Resposta: Se V(r. 0.4) = R() F(O) PH), BD" + ND =0, R' + ER = ER = (, 
r 
F" + cotg 6 F' + (uy — Nº cossec” 0) F = 0. 


6.5 RESISTÊNCIA E CAPACITÂNCIA 


Na Seção 5.4, 0 conceito de resistência foi abordado e obtivemos a equação (5.16) para encontrar a 
resistência de um condutor com seção reta uniforme, Se a seção reta do condutor não for uniforme, 
a equação (5.16) torna-se inválida, e a resistência é obtida diretamente da equação (5.17): 


(6.16) 





1 = E asi = z E 5 : 
“Paraa solução completa da equação de Laplace em coordenadas cilindricas ou em coordenadas esféricas, veja. por exemplo, D, T, Paris e F, K. Hurd, Basie Elec- 
tromagnetic Fheory. New York: McGraw-Hill, 1969. p. 150-159. 
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O problema de determinar a resistência de um condutor de seção reta não uniforme pode ser tratado 
como um problema de valor de fronteira. Utilizando a equação (6.16), a resistência R (ou condutân- 
cia G = 1/R) de um dado material condutor pode ser encontrada conforme os seguintes passos: 


1. Escolher um sistema de coordenadas adequado. 

2. Considerar V, como a diferença de potencial entre terminais condutores. 

Resolver a equação de Laplace VºV para obter V. Então, determinar E a partir da solução 
de E =-VVefa partir da solução de / = | cE - dS. 

4. Finalmente, obter R como VI. 


«s determinamos fe a partir desses determinamos R = V/f 
De maneira alternativa, podemos assumir um valor de corrente 7, determinar a diferença de potencial 
correspondente Ve determinar R a partir de R = Vi! Como discutiremos a seguir, a capacitância de 
um capacitor é obtida utilizando uma técnica similar. 

De modo geral, para termos um capacitor precisamos ler dois (ou mais) condutores carregados 
com cargas iguais e de sinais contrários. Isso implica em que todas as linhas de fluxo que saem de um 
condutor devem, necessariamente, terminar na superfície do outro condutor, Os condutores são, por 
vezes, referidos como as placas do capacitor. Às placas podem estar separadas por espaço livre ou 
por um dielétrico. 

Considere o capacitor de dois condutores da Figura 6.12, Os condutores são mantidos sob uma 
diferença de potencial V dada por 


Essencialmente, assumimos um valor V 


| 


v=n-W=-| E dl (6.17) 


+ 
de 


onde E é o campo elétrico existente entre os condutores e se assume que o condutor 1 está carrega- 
do positivamente. (Observe que o campo E é sempre ortogonal às superfícies condutoras.) 

Definimos a capacitância € do capacitor como a razão entre o valor da carga em uma das placas 
e a diferença de potencial entre elas. Isto é: 


(6.18) 





O sinal negativo antes de V = — J E - dl foi desconsiderado porque estamos interessados no valor ab- 
soluto de V. A capacitância € é uma propriedade física do capacitor e é medida em farads (F). Utili- 
zando a equação (6.18), € pode ser obtido, para qualquer capacitor de dois condutores, seguindo um 
destes dois métodos: 

1. Assumindo um valor de O e determinando V em termos de Q (utilizando a lei de Gauss). 

2. Assumindo um valor de Ve determinando O em termos de V (utilizando a resolução da 

equação de Laplace). 

O primeiro método será utilizado a seguir e o segundo será utilizado nos Exemplos 6.10 e 6.11. O pri- 
meiro método implica o uso dos seguintes passos: 

1. Escolher um sistema de coordenadas apropriado. 

2. Atribuir, às duas placas condutoras, as cargas + Qe — OQ, 


Figura 6.12 Capacitor de dois condutores. 
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Cad 


Determinar E utilizando a lei de Coulomb ou a lei de Gauss e encontrar V a partir de 
V=-[E-d.O sinal negativo pode ser ignorado, nesse caso, porque estamos interessados 
no valor absoluto de V, 

4d. Finalmente, obter € a partir de € = 0/V. 

Aplicaremos agora esse procedimento para determinar a capacitância de algumas configurações 
importantes a dois condutores. 


A. Capacitor de Placas Paralelas 


Considere o capacitor de placas paralelas da Figura 6.13(a). Suponha que cada uma das placas tem 
uma área 5 e que estão separadas de uma distância d. Assumiremos que as placas 1 e 2, respectivamen- 
te, estão carregadas com cargas + O e — Q, uniformemente distribuídas sobre elas, de tal modo que: 


p=" (6.19) 


Um capacitor de placas paralelas ideal é aquele em que a separação d entre as placas é muito peque- 
na quando comparada com as suas dimensões. Considerando tal caso ideal, o vazamento ou disper- 
são do campo nas bordas das placas, como mostra a Figura 6.13(b), pode ser desprezado, dessa for- 
ma o campo entre as placas pode ser considerado uniforme. Se o espaço entre as placas for preenchi- 
do com um dielétrico homogêneo com permissividade dielétrica £, e se desprezarmos o vazamento 


do fluxo nas bordas das placas, da equação (4.27), D = pça ou 


Ps 
E = e (—a,) 
6.20 
Ens Q : (6.20) 
es 
E Figura 6.13 (a) Capacitor de placas pararelas, 


(b) efeito de vazamento nas bordas de um 
capacitor de placas paralelas. 


dietético & área da placa 5 





(hj 
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Assim, 


(6.21) 


(6.22) 





Essa fórmula apresenta uma maneira de se determinar a constante dielétrica £, de um determinado 
dielétrico. Ao medir a capacitância € de um capacitor de placas paralelas com o espaçamento entre 
as placas preenchido com o dielétrico, e a capacitância €, com o ar entre as placas, determinamos e, 
a partir de 


E, = — (6.23) 


Utilizando a equação (4.96), pode-se demonstrar que a energia armazenada em um capacitor é dada 
por. 


(6.24) 





Para o capacitor de placas paralelas, substituímos a equação (6.20) na equação (4.96) e verifica- 
mos que 
o” sO"Sd 


ess dv = 
e? 


Sº QRege 





Wa 


| 
to | — 
| e, 


conforme esperado. 


B. Capacitor coaxial 


Um capacitor coaxial é, essencialmente, um cabo coaxial ou um capacitor cilíndrico coaxial. Consi- 
dere L o comprimento de dois condutores coaxiais, O interno com raio a e o externo com raio b (b > 
a), como mostra a Figura 6.14. Seja o espaço entre os condutores preenchido com um dielétrico ho- 
mogêneo com permissividade £. Assumimos que os condutores | e 2, respectivamente, estão carre- 
gados com cargas + OQ e — O, uniformemente distribuídas sobre eles. Aplicando a lei de Gauss em 
uma superfície gaussiana arbitrária cilíndrica de raio p (a <p <b), obtemos: 


O =e p E -dS = 2E,27pL (6.25) 


» 


Assim: 


E = REL a, (6.26) 
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Figura 6.14 Capacitor coaxial. 





dielétrico & 


nm 
aê 


Desprezando o vazamento do fluxo nas extremidades do cilindro, 








l e 
V=-— o EEE | 
| ns | o a pia (6.27a) 
Bat 
So (6.27b) 


Portanto, a capacitância de um cilindro coaxial é dada por 


(6.28) 





C. Capacitor esférico 


Esse é o caso de dois condutores estféricos concêntricos. Considere a esfera interna, de raio a e a es- 
fera externa de raio b (b => a), separadas por um meio dielétrico com permissividade £, como mostra 
a Figura 6.15. Assumimos cargas + OQ e — O sobre as esferas interna e externa, respectivamente. 
Aplicando a lei de Gauss em uma superfície gaussiana arbitrária esférica, de raio r(a <r < b), 





O = be -dS = eE Ar” (6.29) 
Isto é, 
E = 2 = à, (6.30) 
der 


Figura 6.15 Capacitor esférico. 





A diferença de potencial entre os condutores é: 
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«Lis (6.31) 


Portanto, a capacitância do capacitor esférico é: 


(6.32) 





Fazendo b > «s, € = 47ea, que é a capacitância de um capacitor esférico, cuja placa externa está in- 
finitamente distante. Esse é o caso de um condutor esférico a uma grande distância de outros corpos 
condutores — a esfera isolada. Mesmo um objeto de forma irregular, com aproximadamente o mes- 
mo tamanho da esfera, terá praticamente a mesma capacitância. Este fato é útil na estimativa da ca- 
pacitância parasita de um corpo isolado ou de uma peça de um equipamento. 

Lembre da Teoria de Circuitos que, se dois capacitores com capacitâncias €, e €, estão em série 
(isto é, eles têm a mesma carga), como mostrado na Figura 6.16(a), a capacitância total é 


l 
E 


La 
E q e 


Ou 


C, € 
C= | Ca 


= O? 6.33 
E +, (6,25) 


Se os capacitores estão em paralelo (isto é, eles têm a mesma voltagem entre suas placas), como mos- 
trado na Figura 6.16(b), a capacitância total é: 


Reconsideraremos as expressões para encontrar a resistência R e a capacitância C de um sistema 
elétrico, As expressões foram dadas nas equações (6.16) e (6.18), aqui repetidas: 


v JE-dl 

Re 6.16 
[ JoE-ds fio 
O egE-dS 

PE a seria 6.18 
vO JE-a fi 


Figura 6.16 Capacitores em (a) série & 
(b) paralelo. 


C 





(a) (b) 


O produto entre essas expressões nos leva a 
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(6.35) 





que é o tempo de relaxação T, do meio que separa os condutores. Deve-se destacar que a equação 
(6.35) é válida somente quando o meto é homogêneo. Isto é facilmente inferido das equações (6.16) 
e (6.18). Supondo que os meios são homogêneos, a resistência dos vários capacitores mencionados 
anteriormente podem ser rapidamente obtidas utilizando a equação (6.35). Os exemplos seguintes 
servirão para ilustrar essa idéia. 

Para um capacitor de placas paralelas: 











es d 
AA R=— 6.36 
d as dedo. 
Para um capacitor cilíndrico: 
b 
2xeL a 
TE. 
C = ; = 6.37 
b iroL 
In 
d 
Para um capacitor esférico: 
La 
de a b 
(E =—s R=—— 6.38 
TI = (6.38) 
a b 
E, finalmente, para um condutor esférico isolado: 
| 
C = drea, R = (6.39) 
dra 


Deve-se observar que a resistência R em cada uma das equações de (6.35) a (6.39) não é a resistên- 
cia da placa do capacitor, mas é a resistência de perdas entre as placas. Portanto, o, nessas equações, 
é a condutividade do meio dielétrico que separa as placas. 


EXEMPLO 6.8 Uma barra metálica de condutividade o é dobrada de modo a formar um setor plano de 90º de raio 
interno a, raio externo b e espessura +, como mostra a Figura 6.17, Demonstre que: (a) a resistência 


da barra entre as superfícies verticais curvas em p = «e p = b é dada por 


] 
E H— 
Ud 





KR = 
Omi 


e (b) a resistência entre as duas superfícies horizontais em z = Dez = 1 é dada por 


di 


om(b” — a”) 


Ê 


Solução: 

(a) Entre as extremidades verticais curvas, situadasem p= «e p = b, a barra tem uma seção reta não 
uniforme e, portanto, a equação (5.16) não se aplica. Temos que utilizar a equação (6.16). Seja V, 
uma diferença de potencial mantida entre as superfícies curvas em p = a e p = btal que 
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Figura 6.17 Barra metálica do 
Exemplo 6.8, 





V(o = a) =0e V(p = b) = V,. Resolvemos a equação de Laplace para V"V = O em coordenadas ci- 
líndricas. Já que V = Víp): 
> La [av 
VV=-—|0——-|=0 
p dp (o e) 


Como p = O não [az parte da solução, após multiplicar por p € integrar uma vez, obtemos 


ou 
dV A 
de p 
Integrando novamente 
V=Alno+B 


onde A e B são constantes de integração a serem determinadas a partir das condições de fronteira. 





VHpo=)=050=Alna+B ou B--Alna 
b V, 
Ho=b)=Vo3Vo=Alnb+B=Alnb-—Alna=aAlnm ou A=—, 
É 
In — 
E 

Assim, 
Y=Alnp=Aha=AhnÊ= in 
In — 
dV A V 
E =-VV= do e a do = ne 
o In — 
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Então, 





conforme solicitado. 
(b) Seja V, a diferença de potencial entre as duas superfícies horizontais, tal que Viz = 0) = 0 e 
Viz = =V,.V= V(), então a equação de Laplace VºV = O torna-se: 


d'V E» 
dz” 





Integrando duas vezes: 
V=Az+B 
Aplicando as condições de fronteira para determinar À e 6; 


VHiz=0=050=0+B ou B=0 














| V 
Vzc=)=W4h>V=A4t ou A == 
Assim, 
ms, 
V V 
E=-VyV=-—a.=-—a. 
dz 
V. 
J=06= "a, dS = —p dé dp a. 
Hb mil 
Vo 
1= [3:48- | | dá io 
p=a "6=0 É 
“Va ae] Noro -s) 
É SA da 4r 
Então: 
== 
f om(b” — q”) 


Alternativamente, para este caso, a seção reta da barra é uniforme entre as superfícies horizontais 
emz=0ez= tea equação (5.16) é válida. Desta forma, 
Ê f 


R' = — = 
os 


EE 4 a 
c— (bê = aq 
a « ) 


4H 


om(b" — a”) 


conforme solicitado. 


EXEMPLO 6.9 


EXEMPLO 6.10 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 6.8 


Um disco de espessura t tem um raio b e um furo central de raio a. Considerando a 
condutividade do disco o, determine a resistência entre: 
(a) o furo e a periferia do disco; 
(b) entre as duas faces planas do disco. 
Inbta f 
AD) 
2xio om(b — à) 





Resposta: (a) 


Um cabo coaxial contém um material isolante de condutividade o. Seo raio do fio central ége o 
raio da blindagem é b, demonstre que a condutância do cabo, por unidade de comprimento, é 
(veja equação (6.37)): 


270 


“nba 


Solução: 

Considere L o comprimento de um cabo coaxial, conforme mostra a Figura 6.14, Seja V, a diferença 
de potencial entre os condutores interno e externo, tal que V(p = 0)=0ecVMpo =b)=V.VeE po- 
dem ser encontrados da mesma forma que na parte (a) do exemplo anterior, Assim: 


—0 Vo 
J = 0E = SiEhia dS = — pdy dz a, 
Za L 
V 
fi= [s:as- | | ri £ de do 
4=b a Dra 
— 2mLoVo 
In bia 


A resistência, por unidade de comprimento, é 


R Es In bia 
[ L 210 





e a condutância, por unidade de comprimento, é: 


| 210 
dio R “nha 





conforme solicitado. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 6.9 


Um cabo coaxial contém um material isolante de condutividade cr, na sua metade 
superior e um outro material de condutividade o, na sua metade inferior (situação 
semelhante à da ilustrada na Figura 6.19b). Se o raio do fio central é a e o raio da 
blindagem é b, demonstre que a resistência de perdas de um comprimento É do cabo é: 
R=—>—— pÊ 
mto, ar 05) “ 
Resposta: a demonstração, 


Cascas esféricas condutoras com raios a = 10 cm e b = 30 em são mantidas sob uma diferença de 
potencial de 100 V, tal que V(r = b) = 0 e Vir = à) = 100V. Determine Ve E na região entre as 
cascas. Se «, = 2,5 na região, determine a carga total induzida nas cascas e a capacitância do capaci- 
tor. 
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Solução: 
Considere as cascas esféricas como mostradas na Figura 6.18. Já que V depende somente de r, a 


equação de Laplace torna-se 


a E | dy 
eps | E =| E 
rd | | 


; é ag z “ps das + p. 
Já que r + O na região de interesse, multiplicamos a equação anterior por r e obtemos: 


4 | 2 E -0 
dr dr 
Integrando uma vez, 
adV 
Ea A 
dr 
ou 
av A 
dr pº 
Integrando, novamente, obtém-se 
A 
V = = + B 


Como é usual, as constantes A e B são determinadas a partir das condições de fronteira. 


| A 
Sir li mA ço ou =, 


Dessa maneira, 


E também, quando r= a, V=V59VW=A E 


ou 
Vo 





Figura 6.18 Potencial V(r) devido às cascas esféricas condutoras 
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Portanto, 
= 
ro b 
= F 
0) 1 o. l. 
a b 
dV A 
E=--VV=-— a, -a, 
dr ) 


E tr DR ds 
Q = [ex dS = | | cCto 2 sen O dó do 
à=0 “6=0 ui JL 
a b 
— AreçE-Vo 
E 
a b 





que é o mesmo resultado obtido na equação (6.32). Na Seção 6.5 assumimos uma carga Q é encon- 
tramos o V correspondente. Aqui, porém, assumimos um valor de potencial V, e encontramos a car- 
ga O correspondente para determinar €. Substituindo a = 0,Im,b=03me V = 100V, obtém-se: 


a 


E 

j k) | IO 
load qto), 
Confira: VV =0,Vr=03m)=0,Wr=0Im)= 100. 


100 
E = EE ERES: 
[0 — 10/3] 
10? (2,5) - (100) 
= + 4 Pr é Pi E aa Ar E 2 HP o, 
2 "ar 10= 108 
= +4167nC 


15 
ado VA 
E 


A carga positiva é induzida na esfera interna e a carga negativa é induzida na esfera externa. Também, 


“lol 4167x 10º 


E V, 100 


= 41,67 pF 


EXERCÍCIO PRÁTICO 6.10 


Se a Figura 6.19 representa as seções retas de dois capacitores esféricos, determine 
suas capacitâncias. Sejam a = | mm, b = 3mm,c= 2mm,s, =25€e8,=35. 


Resposta: (a) 0,53 pF; (b) 0,5 pF. 
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EXEMPLO 6.11 


Figura 6.19 Referente aos Exer- 
cícios Práticos 6.9, 6.10 e 6.12. 





(a) tb) 


Na Seção 6.5 foi mencionado que a capacitância € = 0/V de um capacitor pode ser encontrada ou 
assumindo um valor de Q e determinando V, ou assumindo um valor de V e determinando O, 
A primeira abordagem foi utilizada na Seção 6.5, enquanto que a última foi utilizada no exemplo 
anterior. Utilizando esse último método, obtenha a equação (6.22). 


Solução: 

Assuma que as placas paralelas na Figura 6.13 sejam mantidas a uma diferença de potencial V, tal 
que Vox = 0) e Vix = d) = V.. Isso requer a solução de um problema de valor de fronteira unidimen- 
sional, isto é, resolver a equação de Laplace: 


- 


tv 
VV = Cid = 
elx” 
Integrando duas vezes, 
V=Axrx+B 


onde A e B são constantes de integração a serem determinadas a partir das condições de fronteira. Em 
x=0,VYV=050=0+5,0uB=0,cemyx=dV=V=>HK=4d+00A=Vid. 
Assim: 


A] 
V=——x 


d 


Observe que essa solução satisfaz a equação de Laplace e as condições de fronteira. 

Uma vez que consideramos V, a diferença de potencial entre as placas, nosso objetivo é determi- 
nar a carga Q em cada uma das placas, de tal modo a obtermos a capacitância € = 0/V.. A carga em 
cada placa é dada por 











Q = | ps ds 
No entanto, p;= D-a, = «E -a,, onde: 
dV V 
E=-VV=-— a,=-da=-—— a, 
dx o i fo 
Nas placas inferiores, a, = a,. Assim: 
ev, eVS 
pm mis 
d d 
Nas placas superiores, a, = — a . Assim: 
EV o) evs 
em e = 
é” Cd 


EXEMPLO 6.12 
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Conforme esperado, OQ é igual, mas de sinal oposto em cada uma das placas. Então, 


O 
E = AO 
Vo d 


o que está de acordo com a equação (6.22). 


EXERCÍCIO PRÁTICO 6.11 


Obtenha a fórmula para a capacitância € = 0/V, de um capacitor cilíndrico na 
equação (6.28), supondo um valor de V. e determinando O, 


Determine a capacitância de cada um dos capacitores da Figura 6,20, Considere  , = 4,2,=6€ 
d=5mm,S = 30cm”. 


Solução: 
(a) Já que D e E são normais à interface dielétrica, o capacitor da Figura 6.20(a) pode ser considera- 
do como constituído de dois capacitores €, e C,em série, como na Figura 6. 1 6(a). 


E gr 5 = 2E98, 5 


dt? do 


Ea ZE 98,20 


C, = of 


G 


A capacitância total €C é dada, então, por: 


e Cl 2 2899 (EB) 
C, = É d E E, 


ia E (6.12.1) 
C = 25,46 pF 





(b) Nesse caso, De E são paralelos à interface dielétrica, Podemos considerar esse capacitor como 
constituído de dois capacitores, €, e C,, em paralelo, isto é, submetidos à mesma diferença de poten- 
cial, como na Figura 6.16(b). 


EoEnS!2  Eo8,5 E,E05 


d dd “= 


fio E 2d 


A capacitância total € é dada, então, por: 


Em 
C=C, += “(ey + E) 


ca0S GbaciQs 
367 2:(5 x 107) 
C = 26,53 pF 





(6.12.2) 


Observe que, quando s,, = e, = e, as equações (6.12.1) e (6.12.2) estão de acordo com a equação 
(6.22), conforme esperado. 





h w/2 w/2 





Figura 6.2M Referente ao Exemplo 6.12. 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 6.12 


Determine a capacitância de 10 m de comprimento dos capacitores cilíndricos 
representados na Figura 6.19. Considere a = | mm, b = 3mm,c = 2? mm, 
£, = 25mmees, = 3,5. 


Resposta: (a) 1,41 nE; (b) 1,52 nF. 
EXEMPLO 6.13 Um capacitor cilíndrico tem raios a = | em e 6 = 2,5 cm. Se o espaço entre as placas é preenchido 


com um dielétrico não homogêneo de «, = (10 + p)/p, onde p é dado em cm, determine a capacitân- 
cia por metro do capacitor. 


Solução: 


O procedimento é o mesmo que foi adotado na Seção 6.5, exceto pelo fato de que a equação (6.27a) 
agora se apresenta como: 


Do ac 
V=— do = — E SEA 
|, 2TEçEpL ZTE J, (e ci 2) 























p 
E. ti d as id 
ai | E a O ind 
ZTE ; IO + p rel É 
O IO + b 
= n 
atedo  IN)+Ta 
Logo, a capacitância por metro (L = Im) é: 
O IxE, 10"? ] 
E: — .— o e OS a O TT 
, osi “Se 
I0+ a 11,0 


O = 434,6 pF/fm 


EXERCÍCIO PRÁTICO 6.13 


Um capacitor esférico, com a = 1,5 cm e b = 4 cm, tem um dielétrico não 
homogêneo de « = 105/r. Determine a capacitância do capacitor. 


Resposta: (a) 1,13 nE. 


6.6 MÉTODO DAS IMAGENS 


O método das imagens, introduzido por Lord Kelvin em 1848, é comumente utilizado para determi- 
nar V, E, De pç associados a cargas na presença de condutores, Por esse método, evitamos resolver 
a equação de Laplace ou de Poisson ao considerar o fato de que uma superfície condutora é equipo- 
tencial, Embora o método não se aplique a todos os problemas de eletrostática, ele pode reduzir a 
complexidade de solução de alguns deles. 


A teoria das imagens estabelece que uma dada configuração de carga próxima a um plano in- 
finito condutor perfeito aterrado pode ser substituída pela própria configuração de carga, por 
sua imagem e por uma superfície equipotencial no lugar do plano condutor. 


Exemplos típicos de configurações de carga, tais como a carga pontual, a linha de cargas e um volu- 
me de cargas, encontram-se representados na Figura 6.2 1(a). Suas correspondentes configurações de 
imagem estão representadas na Figura 6.21(b). 
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PL 
Qo 
plano condutor perfeito V = O superficie equipotencial V = O 
-Ç e 
ve "PL 
(ut) tb) 


Figura 6.21 Sistema imagem: (a) configurações de carga próxima de um plano condutor perfeito; (b) 
configuração da imagem com o plano condutor substituído pela superfície equipotencial, 

Ao aplicar o método das imagens, duas condições devem ser satisfeitas: 

1. A(s) carga(s) imagem deve(m) estar localizada(s) no interior da região condutora. 


2. A(s) carga(s) Imagem deve(m) estar localizada(s) de tal modo que o potencial na superficie 
condutora seja zero ou constante. 


A primeira condição é necessária para satisfazer a equação de Poisson, e a segunda garante que as con- 
dições de fronteira sejam satisfeitas. Apliguemos a teoria das imagens para dois problemas específicos. 


A. Carga pontual próxima de um plano condutor aterrado 


Considere uma carga pontual O posicionada a uma distância À de um plano infinito condutor perfei- 
to, como mostrado na Figura 6.22(a). A configuração da imagem está na Figura 6.22(b). O campo 
elétrico no ponto P(x, y, 2) é dado por: 


E =E, + E. (6.40) 
o AE -0 r, 


ce 3 E 
drest dest 





(6.41) 


Os vetores distância r, e r, são dados por 
r=>(1,y,270)—(0,0,h=(x,y,2z—h) (6.42) 
T2= (1,72) — (0,0, —h) = (x,y,z + À) (6.43) 


desta forma, a equação (6.41) torna-se: 


E = Q ta, + Jay aÃ Eine di ”» Xã, + Ya, ig a (6.44) 
Ste Deyse ArDo Eye ro 


Ej 
t 


Pix, y.z) 





(a) 


Figura 6.22 (a) Carga pontual e plano condutor aterrado; (b) configuração da imagem e linhas de campo. 
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Deve-se observar que, quando z = 0, E tem somente a componente z, confirmando que E é normal à 
superfície condutora. 

O potencial em P é facilmente obtido da equação (6.41) ou da (6.44), utilizando V = — [E-a. 
Dessa forma, 











V=V+PVv. 
E (6.45) 
destro  d4reo 
= e arrr = sra) 
4re, Ux ty + nTo r+ry+a+n” 
paraz=0eV=Oparaz= 0. Observe que V(z = 0) = 0. 
A densidade superficial de carga induzida pode ser obtida da equação (6.44) fazendo: 
Ps — b, = A 
— Oh (6.46) 


o 2xjx” + y” + nº” 


A carga total induzida sobre o plano condutor é: 


je [osas E | | —Qh dx dy (6.47) 


= EO Em 


Fazendo a mudança de variáveis, p” = + y, dx dy = p do dó, donde se obtém: 





ui adpd Sa 
O; = 2 | | á é sda (6.48) 
27 k lo” + hº'] 
Integrando em é resulta 27. Fazendo p dp = d (97), obtém-se 
/ NE ea 
Q; = 2a | [22 + 2 dp?) 
27 ' 2 
F Ra 
Do (6.49) 
lo +hJOlo 
=-0 


conforme esperado, porque todas as linhas de fluxo que terminam sobre o condutor deveriam termi- 
nar na carga imagem se o condutor estivesse ausente, 


B. Linha de carga próxima de um plano condutor aterrado 


Considere uma linha infinita de cargas com densidade p, C/m localizada a uma distância f do plano 
condutor aterrado, em z = O. A mesma configuração de imagem da Figura 6.22(b) aplica-se à linha 
de cargas, com exceção de que O é substituído por p,. Podemos assumir que a linha infinita de car- 





gas p, Se encontra em x = 0,7 = he a imagem -p emx = 0,7 =-hA, de tal forma que as duas estão 
paralelas ao eixo y. O campo elétrico no ponto P é dado (da equação 4.21) por: 
E=E,+E (6.50) 
B Vo TPL 
o gt— a, (6.51) 


E - a i 
2ne,0 * ITED 


EXEMPLO 6.14 
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Os vetores distância p, e p, são dados por 
p= (0,32 (0,7,h)=(4,0,7— h) (6.52) 
p= (0640-097 -h) = (00,72 +4) (6.53) 


então, a equação (6,51) torna-se: 


xa + (z— hja. xa +(z + ha. | 
= ft [BG A de O a (6.54) 
217E, L x + (z— hy ti a Saio e É 
Novamente, observa-se que, quando z = 0, E tem somente a componente z, confirmando, dessa for- 
ma, que E é normal à superfície condutora, 
O potencial em P é obtido da equação (6.51) ou da (6.54), utilizando V = - ] E - dl. Portanto, 








V=VY.+YV. 
= BE np; — “PL In o» (6.55) 
ZTE, ÍTEs á 
PL Pi 
= —— In — 
dress Po 


Substituindo p, = lo le p, = lp.l, das equações (6.52) e (6.53) na equação (6,55), resulta em 





2a 27182 
o Sado DS fa | 
Dm A (6.56) 
Zmeo Lx +(z+hy 
paraz=0eV=Oparaz = 0. Observe que V(z = 0) = 0. 
A carga superficial induzida sobre o plano condutor é dada por: 
— pç 
= LD, = E, E rei 6.57 
Ps ' iz sui) m0e VE ) ( ) 
A carga induzida por unidade de comprimento sobre o plano condutor é: 
E a NR lx RUE 
= de= ms 6.58 
p; fo Sa gui, 
Fazendo x = h tg a, a equação (6.58) torna-se 
— fi [FÉ da 
GR h (6.59) 
— a!) 
e SAE 


conforme esperado. 


Uma carga pontual Q está localizada em um ponto (a, O, b) entre dois semiplanos condutores que se 
interceptam em ângulo reto, como mostra a Figura 6.23, Determine o potencial no ponto P(x, y z)e a 
força sobre O. 


Solução: 
A configuração da imagem está mostrada na Figura 6.24. Três cargas imagem são necessárias para 
satisfazer as condições de fronteira da Seção 6.6. Da Figura 6.24(a), o potencial no ponto P(x, y, 2) é 
dado pela superposição dos potenciais em P devido às quatro cargas pontuais, Isto é, 

Ol | | | 


Ve dito, À ami eo porão (of io qes caio 
dio LM fa da Fa 
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ã Figura 6.23 Carga pontual entre dois semiplanos 
condutores. 





onde 


I 


> Apto dE 
Fa = [(x + ay — y + (z Er Bepo 
n=latra +y+ (+ by]! 


Hj 


Fa = [(x E ay + y* + (z = pjsjrs 


Da Figura 6.24(b), a força líquida sobre O é: 


F=F+E,+F, 
im 


nas as | Pa, +2ba) 
Amed2b) é Area) * Area) + (Qhy)” 


- £ (sa “aja += Sia) 
lóme, Uta +)? 2]: Pro p]S 


O campo elétrico devido a esse sistema de cargas pode ser determinado de maneira similar e a carga 
induzida sobre os planos também pode ser encontrada. 

Em geral, quando o método das imagens é aplicado para um sistema que consiste de cargas pon- 
tuais entre dois semiplanos condutores, que se cruzam segundo um ângulo à (em graus), o número 
de imagens é dado por 








F, 


o Es 
—— — — mio 


abas — — — mo 





4-0 +0 -2 


(a) (b) 


+Q 


Figura 6.24 Determinação de: (a) potencial em P; (b) força sobre a carga O. 


RESUMO 


Problemas de Valor de Fronteira em Eletrostática E 231 


porque a carga e suas imagens se localizam ao longo de um círculo. Por exemplo, quando à = 180", 
N = |, como no caso da Figura 6.22. Para À = 90º, N = 3, como no caso da Figura 6.23. E para à = 
60", esperamos que N = 5, como mostrado na Figura 6.25. 





Figura 6.25 Carga pontual entre duas paredes semi-infinitas 
condutoras, inclinadas em é = 60º uma em relação à outra. 


Er 


EXERCÍCIO PRÁTICO 6.14 


Se a carga pontual Q = 10 n€ da Figura 6.25 encontra-se 10 cm afastada do ponto O 
e ao longo da linha bissetriz de é = 60", determine o valor da força exercida sobre Q 
devido às cargas induzidas sobre as paredes condutoras. 


Resposta: 60,53 uN. 


1. 


2 


Problemas de valor de fronteira são aqueles para os quais os potenciais nas fronteiras da região 
são especificados e para as quais desejamos conhecer o campo potencial no seu interior. Esses 
problemas são resolvidos utilizando a equação de Poisson, se p, £ 0, ou de Laplace, se p, = O 
Em uma região não homogênea, a equação de Poisson é dada por: 


VeeVV=-—a 


Em uma região homogênea, « é independente das variáveis espaciais. À equação de Poisson tor- 
na-se: 


Wy=-É 
E 


Em uma região livre de cargas (p, = 0), a equação de Poisson reduz-se à equação de Laplace, 1s- 
to é: 


VV=0 


Resolvemos a equação diferencial, que resulta da equação de Poisson ou da equação de Lapla- 
ce, integrando duas vezes, caso V dependa apenas de uma variável, ou pelo método da separa- 
ção de variáveis, caso V seja uma função de mais de uma variável, Aplicamos, então, as condi- 
ções de fronteira prescritas para obter uma solução única. 

O teorema da unicidade estabelece que, se V satisfaz a equação de Poisson ou a equação de La- 
place e as condições de fronteira prescritas, V é a solução única possível para o problema dado. 
Isto nos permite encontrar a solução de um dado problema por qualquer caminho porque esta- 
mos seguros de que existe uma, e apenas uma única solução. 

O problema de encontrar a resistência R de um objeto ou a capacitância € de um capacitor pode 
ser tratado como um problema de valor de fronteira. Para determinar KR, assumimos uma diferen- 
ça de potencial V, entre as extremidades do objeto, resolvemos a equação de Laplace, encontra- 
mos 1 = [9E - dS e obtemos R = V,/[. De maneira similar, para determinar C, assumimos uma 
diterença de potencial V, entre as placas do capacitor, resolvemos a equação de Laplace, encon- 
tramos Q = [ E - dS e obtemos C = QIV.. 
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6. Um problema de valor de fronteira envolvendo um plano condutor infinito ou um canto pode ser 
resolvido utilizando o método das imagens. Basicamente consiste em substituir a configuração 
de cargas por ela mesma, por sua imagem e por uma superfície equipotencial no lugar do plano 
condutor. Desta forma, o problema original é substituído por um “problema imagem”, o qual é 
resolvido utilizando as técnicas abordadas nos Capítulos 4 e 5. 





QUESTÕES DE REVISÃO 


6.1 A equação V-(—- eVV) = p, pode ser considerada como a equação de Poisson para um meio não 
homogêneo. 
(a) Verdadeiro. 
(b) Falso. 


6.2 Em coordenadas cilíndricas, a equação 


2 3 
im Lodo or 
A EC ma? 
dp? pão dz 








é denominada: 
(a) Equação de Maxwell. 
(b) Equação de Laplace. 
(c) Equação de Poisson. 
(d) Equação de Helmholtz. 
(2) Equação de Lorentz. 
6.3 Duas funções potenciais V, e V, satisfazem a equação de Laplace em uma região fechada e assu- 
mem os mesmos valores sobre a superficie que limita essa região. V, deve ser igual a V.. 
(a) Verdadeiro, 
(b) Falso. 


(c) Não necessariamente verdadeiro nem falso. 


6.4 Qual dos seguintes potenciais não satisfaz a equação de Laplace? 


(a) V=W+5 
(b) V= 10xy 
(c) V=rcosj 
np 


(ce) V=pcosg+Ii0 


6.5 Qual das seguintes alternativas não é verdadeira? 
(a) — 5 cos 3x é uma solução para 6'(x) + 9d(x) = O 
(b) 10 sen 2x é uma solução para O"(x) — d4g(x) = O 
(c) — 4 cosh 3y é uma solução para Rº(v)-9R(y) = 0 
(d) senh 2y é uma solução para Rº(v) -4R(v) = O 
PO HO) 


o Rd) 


= f(z)= —] onde g(x) = senx é A(y) = senh y 

6.6 Se V, = X,Y, é um produto solução da equação de Laplace, quais das seguintes alternativas não são 
soluções da equação de Laplace” 
(a) — 10X,Y, 


PROBLEMAS | 


6.7 


6.8 


6.9 


6.10 
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(b) X,F, + 2xy 

(c) A,Y,-x+y 

(o) er 

(e) (4,—-2) (7, +3) 


A capacitância de um capacitor, preenchido com um dielétrico linear, independe da carga sobre as 
placas e da diferença de potencial entre as mesmas. 


(a) Verdadeiro. 

(b) Falso. 

Um capacitor de placas paralelas conectado à uma bateria armazena duas vezes mais carga com 
um dado dielétrico do que quando o dielétrico é o ar. Disso pode-se afirmar que a suscetibilidade 
desse dielétrico é: 

(a) O 

(b) 1 

(c) 2 

(d) 3 

(e) 4 


Uma diferença de potencial V. é aplicada em uma coluna de mercúrio dentro de um contêimer ci- 
líndrico. O mercúrio é, então, despejado no interior de outro contêiner cilíndrico de metade do raio 
do primeiro e com a mesma diferença de potencial aplicada entre suas extremidades. Como resul- 
tado dessa variação de espaço, a resistência aumentará; 

(a) duas vezes. 

(b) quatro vezes. 

(Cc) olto vezes, 


(d) dezesseis vezes. 


Duas placas condutoras estão inclinadas entre si em um ângulo de 30º com uma carga pontual en- 
tre elas. O número de cargas imagem é: 

(a) 12 

(b) 11 

(c) 6 

(d) 5 

(e) 3 


Respostas: 6.l1a; 6.2c; 6.34; 6.40; 6.5b; 6.6d, €; 6.74; 6.8b; 6.9d; 6.10b. 


6.1 No espaço livre, V = Gy + 8. Determine E e p, no ponto P(1,2,- 5). 


6.2 


6.3 


6.4 


Duas placas condutoras muito extensas estão localizadas em x = le x = 4d. O espaço entre elas 
RARE PAR X . 

apresenta uma distribuição de cargas dada por Er nC/m3. Determine Vem x = 2 se V(l) = 

-50Ve V(4) = 50V. n 


Aregiãioentrex=0ex=dtemp, =p lx-dd SeVia=0=0ecVa=d=yV 
Ve E, (b) a densidade superficial de cargasem rx = 0c x = d. 


» encontre: (a) 
Demonstre que a solução exata da equação 


dºV 
dx” 





=) Q<ex<L 
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para 


Va=0=yV Ve=D=y 


Ci 


VO) = 





L ph 
Er 
Fi Vi — | l fo da [E 
00 É 
XxX ph 
+ Vi + | | Fu) de dk 
o“) 


6.5 Um certo material ocupa o espaço entre dois blocos condutores e está localizado em y = + 2 em. 
Quando aquecido, o material emite elétrons de forma que essa região adquire uma carga dada por 
p, = 50(1 — v) UC/m'. Se ambos os blocos forem mantidos a 30 kV, encontre a distribuição de po- 
tencial entre eles. Considere s = 36. 


6.6 Determine quais das seguintes distribuições de potencial satisfazem a equação de Laplace: 
> 2 a 
(a) V=x +y-27+10 
| 


O E E E 
(2 +) + 2)? 


(c) V, = pz sen q + p 


IO sen É sen 
(d) Vi = dt 


6.7 Demonstre que os seguintes potenciais satisfazem a equação de Laplace: 
— 
(a) V=e “cos 13y senh 12; 


Z cos q 

b) V==>— 
(b) E 

30 cos 8 

o ET 
p2 


6.8 Demonstre que se VºV = 0 então E = (E, E, É.) satisfaz a equação de Laplace. 


6.9 Seja V= (Acos nx + Bsen nx) (Ce” + De "), onde A, B, Ce D são constantes. Demonstre que V 
satisfaz a equação de Laplace. 


6.10 O campo potencial V = 2x'yz — y'z existe em um meio dielétrico, cujo = = 28,. (a) V satisfaz a 
equação de Laplace? (b) Calcule a carga total dentro de um cubo unitário dado por 0 < xyz < 1 


NA. 


6.11 Considere as placas condutoras mostradas na Figura 6.26. Se V(z = 0) = 0 e Hz = 2 mm) = 50 
Y, determine V, E e D no interior do dielétrico (s, = 1,5)) entre as placas e p, sobre as placas. 


Figura 6.26 Referente ao Problema 6.11. 


' e] 





F(z=0)=0D 
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Figura 6.27 Capacitor cilíndrico do Problema 6.12. 





6.12 O capacitor cilíndrico, cuja seção reta encontra-se representada na Figura 6.27, tem um raio inter- 
no de 5 mm e um raio externo de 15 mm. Se Vío = 5 mm) = 100 Ve Mio = 15 mm) = 0 Y, deter- 
mine V, E e Dem p = 10 mme p, sobre cada placa. Considere «, = 2,0. 


6.13 Dois cilindros concêntricos, p = 2 eme p = 6 cm, são mantidosa V= 60Ve V=-—20V, respec- 
tivamente. Calcule V, E e Dem p = 4 cm. 


6.14 Aregião entre duas cascas esféricas concêntricas condutoras r = 0,5 me r = | mestá livre de car- 
gas. Se Vir = 0,5)=-50Ve Vir = 1) = 50 V, determine a distribuição de potencial e a intensi- 
dade do campo elétrico na região entre as cascas. 


6.15 Determine Ve E em (3,0, 4) devido a dois cones condutores de extensão infinita, como mostrado 
na Figura 6.28. 


Figura 6.28 Cones condutores do 
Problema 6.15. 





*6.16 Os eletrodos interno e externo de um diodo são cilindros coaxiais de raios a = 0,6 me b = 30 mm, 
respectivamente. O eletrodo interno é mantido a 70 V, enquanto que o eletrodo externo é aterrado. 
(a) Assumindo que o comprimento dos eletrodos É => a, b e desprezando os efeitos de carga espa- 
cial, calcule o potencial em p = 15 mm. (b) Se um elétron for injetado radialmente, através de um 
pequeno furo no eletrodo interno, com uma velocidade de 10" m/s, determine sua velocidade 
em p = 15 mm. 


6.17. Um outro método de determinar a capacitância de um capacitor é através do conceito de energia, 
Isto É: 
— 2Wg 


Cc 
Vo 





| 3 
a | ciEf a 
v2 ] 


Utilizando essa abordagem, obtenha as equações (6.22), (6.28) e (6.32), 
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6.18 


*6.19 


“6.20 


6.21 


6.22 


6.23 


Figura 6.20 Referente ao Problema 6.18. 





Um eletrodo com formato hiperbólico (xy = 4) é colocado acima de um canto reto aterrado, como 
mostra a Figura 6.29, Determine Ve E no ponto (1, 2, 0) quando o eletrodo estiver conectado a 
uma fonte de 20 V. 


Resolva a equação de Laplace para o sistema eletrostático bidimensional da Figura 6,30 e encon- 
tre o potencial Víx, v). 


Encontre o potencial Víx, v) associado aos sistemas bidimensionais da Figura 6.31. 


Ao considerar Vip, à) = R(p)P(6) como a solução da equação de Laplace em uma região em que 
p + O, demonstre que as equações diferenciais separadas, para R e para 2, são 


pr Ar=0 
pp 
Le 
d+ Ab=0 


onde À é a constante de separação. 


Um potencial em coordenadas esféricas é uma função de re 8, mas não de d. Assumindo que 
V(r, 6) = R(0)F(0), obtenha as equações diferenciais separadas, para R e F, em uma região para a 
qual p = 0. 


Demonstre que a resistência da barra da Figura 6.17, entre as extremidades verticais, localizadas 
emo=0ec)=g7/2,é: 


id 
Z2ot In bla 





(a) th) (c) 


Figura 6.3) Referente ao Problema 6.19. 


“6.24 


“6.25 


6.26 


6.27 


6.28 
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V=pv 





Figura 6.31 Referente ao Problema 6.20. 


Demonstre que a resistência do setor de uma casca esférica de condutividade o, com seção reta 
mostrada na Figura 6.32 (onde O = 6 < 27), entre as superfícies definidas por a e D, é: 


| | | 
DM a a | OE 
270(1 — cos &) E | 


Um hemisfério condutor àco, de raio a, está enterrado com sua face plana paralela à superfície da 
terra, servindo como um eletrodo de aterramento. Se a condutividade da terra é o, demonstre que 
a condutância de perdas entre eletrodo e terra é 2 mao. 


A seção reta de um fusível é mostrada na Figura 6.33. Se o fusível for feito de cobre e sua espes- 
sura for de 1,5 mm, calcule a sua resistência elétrica. 

Em um circuito integrado, um capacitor é formado pelo crescimento de uma camada de dióxido de 
silício (e, = 4), de espessura 1 um, sobre um substrato de silício. Essa camada é coberta com um 
eletrodo metálico de área 5. Determine S para se obter uma capacitância de 2 nF. 


A quarta parte do capacitor de placas paralelas, da Figura 6.34, é preenchida com mica (s, = 6). 
Determine a capacitância do capacitor. 


Figura 6.32 Referente ao Problema 6.24. 
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“6.29 


6.30 


6.31 


0.32 


4 cm dem 


3cm 


4cm 


Figura 6.33 Referente ao Problema 6.26. 


Figura 6.34 Referente ao Problema 6.28. 


O um” 
na | 


2mm 





Um capacitor de placas paralelas preenchido com ar, de comprimento L, largura a é espaçamento 
entre placas d, tem suas placas mantidas sob uma diferença de potencial constante V.. Se um blo- 
co dielétrico com constante dielétrica « deslizar entre as placas, até que somente um comprimento 
x permaneça entre elas, como mostrado na Figura 6.35, demonstre que a força que tende a restabe- 
lecer o bloco em sua posição original é: 


E) 
Ele, — l)a Vá 


F = 3d 


Um capacitor de placas paralelas tem área da placa de 200 em” e separação entre placas de 3 mm. 
A densidade de carga é 1 uCim” tendo ar como dielétrico. Encontre: 

(a) a capacitância do capacitor; 

(b) a voltagem entre as placas; 

(c) a força pela qual as placas se atraem uma à outra. 


Duas placas condutoras estão posicionadas em z = -2 cm ez = 2 cme são, respectivamente, man- 
tidas nos potenciais O V e 200 V. Assumindo que as placas estão separadas por uma camada de po- 
hpropileno (= = 2,25€,), calcule: (a) 0 potencial em um ponto entre as placas e equidistante delas, 
(b) as densidades superficiais em cada placa. 


Duas placas paralelas condutoras estão separadas por um material dielétrico com É = 5,68, e es- 
pessura 0,64 mm. Assuma que cada placa tenha uma área de 80 cm”. Se a distribuição do campo 
potencial entre as placas é de V = 3x + dy — 127 + 6 kV, determine: (a) a capacitância do capaci- 
tor; (b) a diferença de potencial entre as placas. 


4————— À 





Figura 6.35 Referente ao Problema 6.29. 





6.33 


6.34 


6.36 


6.37 


*6.38 


6.30 


6.40 






reservatório 
de líquido 
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O espaço entre as cascas esféricas condutoras r = 5 cm e r = [0 em é preenchido com um mate- 
rial dielétrico, para o qual « = 2,25, As duas cascas são mantidas sob uma diferença de potencial 
de 80 V. (a) Encontre a capacitância do conjunto. (b) Calcule a densidade de carga sobre a casca 
r= 5cm. 


As cascas concêntricas r = 20 cm e r = 30 cm são mantidasa V= 0e V = 50, respectivamente. 
Se o espaço entre elas é preenchido com material dielétrico (s = 3, le, o = 10 “ S/m), encontre: 


[Eh 


(a) V. E e D; (b) as densidades de carga nas cascas e (c) a resistência de perdas. 


Um capacitor esférico tem um raio interno « e um raio externo d. Concêntrica com os condutores 
estéricos e posicionada entre eles existe uma casca esférica de raio externo c e raio interno b. Se as 
regidesd<r<co<r<beb<r<asãopreenchidascom materiais de permissividades £,, £ 
E &,. respectivamente, determine à capacitância do sistema. 


Determine a capacitância de uma esfera condutora de raio 5 cm, totalmente imersa na água do mar 
(e = 80). 


Uma esfera condutora de rato 2 em está circundada por uma esfera condutora concêntrica de raio 
5 cm. Se o espaço entre as esferas for preenchido com cloreto de sódio (£, = 5,9). calcule a capa- 
citância do sistema. 


Em uma impressora jato de tinta, as gotas de tinta são carregadas envolvendo o jato de 20 um de 
raio com um cilindro concêntrico de raio 600 gm, como mostrado na Figura 6.36. Calcule a volta- 
gem mínima requerida para gerar uma carga de 50 f€ na gota se o comprimento do jato, dentro do 
cilindro, é de 100 um. Considere « = &,. 


Um dado comprimento de cabo, cuja capacitância é 10 uF/km e resistência de isolação de 100 
MíYkm, é submetido a uma voltagem de 100 V. Quanto tempo leva para a voltagem cair até 50 Vº 


A capacitância por unidade de comprimento de uma linha de transmissão de dois fios, mostrada na 
Figura 6.37, é dada por: 


Determine a condutância por unidade de comprimento. 


Fo O Figura 6.36 Geometria simplificada de uma impressora 
jato de tinta; referente ao Problema 6.38. 


gota 


Sá 
(a) 


Figura 6.37 Referente ao Problema 6.40, 
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*6.41 Um capacitor esférico tem um condutor interno de raio a carregado com uma carga O e mantido 
em potencial zero. Se o condutor externo se contrái de um raio 6 até um raio c sob a ação de for- 
ças Internas, prove que o trabalho realizado pelo campo elétrico como resultado da contração é: 


qu Et") 
Smrebe 


*6.42 Um capacitor de placas paralelas tem suas placas em x = 0, de o espaço entre as placas É 
Pç A Pa x 
preenchido com um material não homogêneo com permissividade s = &, ( + 5) se a placa 


em x = dé mantida em V, enquanto a placa em x = O estiver aterrada, encontre: 
(a) Ve E; 
Eh 


(c) p,oemx=0,d, 


6.43 Um capacitor esférico tem um raio interno a e um raio externo 6 e é preenchido com um dielétri- 
co não homogêneo com e = « k!r. Demonstre que a capacitância do capacitor é: 


= Arek 
B— 


6.44 Um capacitor cilíndrico tem um raio interno a € um raio externo b e é preenchido com um dielétri- 
co não homogêneo, tendo e = = k/p, onde k é uma constante. Calcule a capacitância por unidade 
de comprimento do capacitor. 


6.45 Sea Terra fosse considerada um capacitor esférico, qual seria a sua capacitância? Considere que o 
raio da Terra seja de, aproximadamente, 670 km. 


6.46 Uma carga pontual de 10 nº está localizada no ponto P(D, O, 3), enquanto que o plano condutor 
: = Q está aterrado. Calcule: 
(a) VeEem R(6,23,5): 


(b) a força sobre a carga devido à carga induzida sobre o plano. 


6.47 Duas cargas pontuais de 3 nC e — 4 nº estão localizadas, respectivamente, em (0, 0, | m) e 
(0, O, 2 m), enquanto que um plano infinito condutor está em 7 = O. Determine: 


(a) a carga total induzida no plano; 
(b) o valor da força de atração entre as cargas e o plano, 


6.48 Duas cargas pontuais de 50 n€ e — 20 nO estão localizadas em (— 3, 2, 4je (1,0,5). acima de um 
plano condutor aterrado 7 = 2. Calcule: (a) a densidade superficial de carga em (7,—- 2,2): (b) D 
em (3,4, 8)e (c)Dem (1,1,1). 


*6,49 Uma carga pontual de 10 ul está localizada em (1, 1, |) c as porções positivas dos planos coorde- 
nados estão ocupadas por três planos condutores, mutuamente perpendiculares, mantidos a um po- 
tencial zero. Encontre a força sobre a carga devido aos planos condutores. 


6.50 Uma carga pontual O está localizada entre dois planos condutores aterrados que se interceptam a 
45" um do outro. Determine o número de cargas imagem e suas localizações. 


6.51 Uma linha infinita x = 3,7 = 4, carregada com 16 nC/m está localizada no espaço livre acima de 
um plano condutor z = O. (4) Encontre E em (2, = 2, 3): (b) calcule a densidade superficial de car- 
ga induzida sobre o plano condutor em (5, — 6. 0). 


6.52 No espaço livre, planos infinitos y = 4 e y = 8 estão carregados com 20 nC/m” e 30 nC/m”, 
respectivamente. Se o plano y = 2 está aterrado, calcule E em P(0, 0,0je Q(- 4,6, 2). 


PARTE 3 





MAGNETOSTÁTICA 


Capítulo 





CAMPOS MAGNETOSTÁTICOS 


Nenhum homem honesto pode ser tudo para todos, 
— ABRAHAM LINCOLN 


7.1 INTRODUÇÃO 


Nos Capítulos 4 a 6, limitamos nossa discussão aos campos eletrostáticos caracterizados por E ou D. 
Agora, focaremos nossa atenção nos campos magnéticos estáticos que são caracterizados por H ou 
B. Há semelhanças e diferenças entre campos elétricos e magnéticos. Assim como E e D estão rela- 
cionados de acordo com D = «E, para meios materiais lineares, H e B estão relacionados de acordo 
com B = uH. A Tabela 7.1, adiante, mostra a analogia entre as grandezas associadas aos campos 
elétrico e magnético. Algumas das grandezas associadas ao campo magnético serão introduzidas 
mais tarde neste capítulo e outras serão apresentadas no próximo. À analogia é apresentada aqui para 
mostrar que a maioria das equações obtidas para campos elétricos pode ser prontamente utilizada 
para obter as equações correspondentes para campos magnéticos, se as grandezas análogas equiva- 
lentes forem substituídas. Desse modo, embora não pareça, estamos aprendendo novos conceitos. 

Uma ligação definitiva entre campos elétricos e magnéticos foi estabelecida por Oersted' em 
1820. Conforme estudamos, um campo eletrostático é gerado por cargas estáticas ou estacionárias. 
Se as cargas estão se movimentando com velocidade constante, um campo magnético estático (ou 
magnetostático) é gerado. Um campo magnetostático é gerado por um fluxo de corrente constante 
(ou corrente contínua). Esse fluxo de corrente pode se constituir de correntes de magnetização, co- 
mo as correntes no interior de um imã permanente; correntes de feixes eletrônicos, como nas válvu- 
las eletrônicas; ou correntes de condução, como as correntes em fios condutores. Neste capítulo, con- 
sideraremos campos magnéticos no espaço livre devido a correntes contínuas. Campos magne- 
tostáticos em meios materiais serão estudados no Capítulo 8. 

Nosso estudo de magnetostática não é um capricho dispensável, mas uma necessidade indispen- 
sável. O desenvolvimento de motores, transformadores, microfones, bússolas, campainhas de tele- 
fone, controles de foco em televisores, letreiros de propaganda, veículos de alta velocidade com le- 
vitação magnética, memórias de computador, separadores magnéticos, e assim por diante, envolve 
fenômenos magnéticos e desempenha um papel importante na nossa vida cotidiana.” 


“ Hans Christian Oersted (1777-1851), professor holandês de Física, após treze anos de frustrantes esforços, descobriu que a eletricidade poderia produzir 


magnetismo, 


“Várias aplicações do magnetismo podem ser encontradas em J. K. Watson, Applications of Magnetism. New York: John Wiley & Sons, 1980, 
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TABELA 7.1. Analogia entre Campos Elétrico e Magnético* 


Conceito Elétrico Magnético 
dy ad al x 
Leis básicas F = Oie: a, dB = É - na 
Are, dmR 
| D-dS = Qu Pct = ha 
Lei da força F = JE F=QuxB 
Elemento fonte dO Ou = fal 
V 
Intensidade de campo E = f (Wim) H = 7 (Mm) 

A , F z 
Densidade de fluxo D = q (Clm”) B = ç OW bim") 
Relação entre campos D = zE B = gH 
Potenciais E = =VY H==VY (= 0) 

V= pe Pe | pl di 
dmer drR 
Fluxo P= [Das P= [Bis 
P=0=CV P=LI 
[= por V= pe 
dt dt 
| I 
Densidade de energia ve=5D-E Vim =5B-H 
Equação de Poisson VV = —É VA = —uJ 


“Uma analogia similar pode ser encontrada em R. 8. Eliot, “Electromagnetic theory: a 
simplificd representation”, JEEE Trans. Educ, vol, E-24,m 4. Nov 1981, p. 2904-206, 


Existem duas leis fundamentais que governam os campos magnetostáticos: (1) lei de Biot-Savart 
e (2) lei circuital de Ampêre.” Assim como a lei de Coulomb, a lei de Biot-Savart é a lei geral da mag- 
netostática. Da mesma forma que a lei de Gauss é um caso especial da lei de Coulomb, a lei de Am- 
pére é um caso especial da lei de Biol-Savart e se aplica facilmente a problemas envolvendo dis- 
tribuição de corrente simétrica. Primeiramente, as duas leis da magnetostática são estabelecidas e apli- 
cadas. Suas consequências são fornecidas mais ao final do capítulo. 


7.2 LEI DE BIOT-SAVART 


A lei de Biot-Savart estabelece que a intensidade do campo magnético dH gerada em um 
ponto P, como mostrado na Figura 7.1, pelo elemento diferencial de corrente F dl é propor- 
cional ao produto entre / dl e o seno do ângulo «, entre o elemento e a linha que une P ao 
elemento, e É inversamente proporcional ao quadrado da distância R entre P e o elemento. 


Isto é, 


dp Ro “o de (7.1) 


1 1 at" a ; " E n ] r j 
Os experimentos e análises do efeito de um elemento de corrente foram desenvolvidos por Ampére e por Jean-Baptiste Biot e Felix Savart em torno de 1820. 


* Andre Marie Ampêre (1775-1836), físico francês, ampliou a descoberta de Oersted e introduziu o conceito de elemento de corrente e da força entre elementos 


de corrente. 
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Figura 7.1 Campo magnético dH em P devido ao 
elemento de corrente / dl. 


“4H para dentro 





ou 


el dis 
pri Biupóia (7.2) 


onde k é a constante de proporcionalidade. Em unidades do SI, k = 1/47, tal que a equação (7.2) tor- 
na-se 
[dl ser 
== Se (7.3) 


Da definição do produto cruzado na equação (1.21), é fácil observar que a equação (7.3) na for- 
ma vetorial é escrita como 


Edl x EdlxR 
7 a (7.4) 


47Rº 47Rº 





onde R = |R[e a, = R/R. Assim, a orientação de dH pode ser determinada pela regra da mão direi- 
ta, em que com o polegar apontando segundo a orientação da corrente, os outros dedos dobrados em 
torno do fio indicam a orientação de dH, como mostra a Figura 7.2a). Alternativamente, podemos 
usar a regra do parafuso de rosca direita para determinar a orientação de dH. Com o parafuso posi- 
cionado ao longo do fio e apontando no sentido do fluxo da corrente, a orientação dada pelo avanço 
do parafuso é a orientação de dH, como mostra a Figura 7,2(b). 

É costume representar a orientação do vetor intensidade do campo magnético H (ou da corrente 
!) por um pequeno círculo com um ponto ou um sinal de vezes, dependendo se H (ou /) é para fora 
ou para dentro da página, como ilustrado na Figura 7.3. 

Da mesma maneira que podemos ter diferentes configurações de carga (veja Figura 4,5), 
podemos ter diferentes distribuições de corrente: corrente em uma linha, corrente em uma superficie 
e corrente em um volume, como mostrado na Figura 7.4, Se definirmos K como a densidade de cor- 
rente em uma superficie (em ampéres/metro) e J como a densidade de corrente em um volume (em 
ampêres/metro”), os elementos-fonte estão relacionados conforme: 


Idl=kKkdS=Jdv (1.5) 


Figura 7,2 Determinando a orientação de dH 
utilizando (a) a regra da mão direita ou (b) a 
regra do parafuso de rosca direita, 





(a) (b) 
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H (ou 1) para fora HE (ou /) para dentro Figura 7.3 Representação convencional de H (ou D (a) 
e para fora da página (b) para dentro da página, 
OS 
(a) Ch) 


Dessa forma, em termos de fontes de corrente distribuída, a lei de Biot-Savart, como na equação 
(7.4), torna-se: 


[dl x 
H = | EE Be (corrente em uma linha) (7.6) 
p  4mRº 


Kas X ap E 
H = | nd (corrente em uma supeficie) (1.1) 
ç AR 
dv X a 
H = | av im (corrente em um volume) (7.8) 
4qTRº 


“py 


Como um exemplo, apliquemos a equação (7.6) para determinar o campo devido a uma corrente 
que percorre um condutor filamentar retilíneo de comprimento finito AB, como mostrado na Figura 
7.5. Assumimos que o condutor está ao longo do eixo z com suas extremidades superior e inferior 
subtendendo os ângulos q, e q, respectivamente, em P, o ponto no qual se pretende determinar H. 
Deve-se atentar para esses parâmetros a fim de que a fórmula a ser obtida seja adequadamente apli- 
cada. Se considerarmos a contribuição dH em P, devido a um elemento dl em (0,0, 2), 


fdlxR | 
daH =" (7.9) 
dATR' 
Porém, dl= dza. eR = pa, — za., então 
dx R=podzas, (7.10) 
Portanto, 
lo dz 
H = — (7.11 
1 4xlp” + 277” é 
Id] 
J dry 
! LJ 
Kds 
(a) Cb) (c) 


Figura 7.4 Distribuição de corrente: (a) corrente em uma linha, (b) corrente em uma 
superficie, (c) corrente em um volume. 
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Figura 7.5 Campo em um ponto P devido a um condutor 
filamentar retilineo. 





> E : 
Fazendo z = pcotg a, dz = — p cossec” a do, a equação (7.11) torna-se 


Doda 
1 [Cp cossec a do 
H= =| Sara Rã 


7 
Pp cossec” CY 


I Es 
= —-—— dé | sen a do 


| 


ou 


(7.12) 





Essa expressão se aplica, de maneira geral, a qualquer condutor filâmentar retilínco de comprimen- 
to finito. Observe, a partir da equação (7.12), que H está sempre ao longo do vetor unitário a, (isto é, 
ao longo de trajetórias circulares concêntricas), independente do comprimento do fio ou do ponto de 
interesse P. Considerando um caso especial em que o condutor é semi-infinito (com relação a P), tal 
que o ponto À está em O(0, 0, 0), enquanto B está em (0, 0, co); a, = 90", 0, = 0º ca equação (7.12) 
torna-se 


Í 
H : 


=-—— a 7.13 
dxp A ( ) 


Um outro caso especial é o de um condutor de comprimento infinito. Para este caso, o ponto À está 
em (0, 0, — s), enquanto B está em (0,0, ==); a, = 180", «a, = 0º etal que a equação (7.12) se reduz a 


(7.14) 





Encontrar o vetor unitário a, nas equações (7.12) a (7.14) nem sempre é fácil. Uma abordagem sim- 


ples é determinar a, de 


onde a, é o vetor unitário ao longo da corrente em uma linha e a é o vetor unitário ao longo da linha 
perpendicular traçada a partir da corrente até o ponto onde se quer calcular o campo. 
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Pela espira condutora triangular, na Figura 7.6(a), circula uma corrente de 10A. Determine H em 


EXEMPLO 7.1 (0, 0, 5) devido ao lado 1 da espira. 


Figura 7.6 Referente ao Exemplo 7.1: (a) espira 
condutora triangular; (b) lado 1 da espira. 





Solução: 

Esse exemplo ilustra como a equação (7.12) pode ser aplicada para qualquer condutor retilíneo e fino 
percorrido por uma corrente. O ponto-chave que se deve ter em mente ao aplicar a equação (7.12) é 
determinar «,, o, p e à,. Para determinar H em (0, 0, 5), devido ao lado 1 da espira da Figura 7.6(a), 
considere a Figura 7.6(b), onde o lado | é considerado como um condutor retilíneo. Note que ligamos 
o ponto de interesse (0, 0,5) ao começo e ao final da linha por onde flui a corrente. Observe que x. 0, 
e p são referidos da mesma maneira que na Figura 7,5, usada como referência para a equação (7.12). 


2 
cos a, = cos 90º = 0, Cos q» = a p=5 
29 


Determinar a, aplicando a equação (7.12) é, muitas vezes, a parte mais difícil. De acordo com a 
equação (7.15), a, = a ca, = a., então, 


ds = dy K a = a, 
Assim, 


! LO 2 
H, = FER (cos q) — cos a)as = Z7(5) fo e ota) 
— 59,la, mA/m 
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EXEMPLO 7.2 


EXERCÍCIO PRÁTICO 7.1 
Encontre H em (0, 0, 5) devido ao lado 3 da espira triangular da Figura 7.6 (a). 


Resposta: — 30,63a, + 30,63a, mA/m. 
Determine H em (— 3, 4, 0) devido à corrente filamentar mostrada na Figura 7.7(a). 
Solução: 


SejaH = H, + H, onde H e H. são as contribuições à intensidade do campo magnético em P 
(— 3, 4,0) devido às porções do filamento ao longo de x e de z, respectivamente, 


e 
= > (COS GQ, — COS q) Ag 


“o 4xp 


EmP(-3,4,0),r=(9+160)"=S5, e, = 90", a, = 0º e a, é obtido como um vetor unitário ao lon- 
go da trajetória circular que passa por P no plano z = 0, como na Figura 7.7(b). À orientação de a, é 
determinada utilizando a regra do parafuso de rosca direita ou a regra da mão direita. A partir da 
geometria mostrada na Figura 7.7(b): 


4 3 
a; = senda, + cosba, = a, + z a, 


Alternativamente, podemos determinar a, a partir da equação (7.15). No ponto P, a, e a, são como 
IHustrado na Figura 7.7(a) para H.. Assim, 


como obtido anteriormente. Então, 


3 (da, + 3a) 
Hm —— Ut 
2 am) ( ) 5 





Higura 7.7 Referente ao Exemplo 7.2: (a) corrente filamentar ao longo dos eixos semi-infinitos xe z;a ea, 
somente para H.: (b) determinando a, para H.. 
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EXEMPLO 7.3 


Deve-se observar que, nesse caso, o sentido de a, é contrário ao do sentido convencional do a em co- 
ordenadas cilíndricas. H. também poderia ter sido obtido em coordenadas cilíndricas da seguinte for- 
ma: 


3 
E==...= 0 DM: 
e Am(5) Ud —as) 
= —d[,/5a4 mÃtm 


De maneira similar, paraH em P,p = 4,0,=0,cosa,=3/5ca,-a oua,=a Xa =a, X 


a, = a.. Assim, 
É) 
H. = |--—la. 
“* 4m(4) á 


= 23,88 a. mA/m 





Então, 
H=H,+ H. = 38,2a, + 28,65, + 23,884. mA/m 


OL 


H = — 47,75a;+ 23,88a. mA/m 


Observe que, embora os filamentos de corrente pareçam ser semi-infinitos (eles ocupam os eixos x 
e z positivos), é somente o filamento ao longo do eixo z que é semi-infinito em relação ao ponto P. As- 
sim, H, poderia ser encontrado utilizando a equação (7.13), mas a equação não poderia ter sido usada 
para encontrar H, porque o filamento ao longo do eixo x não é semi-infinito em relação a P. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 7.2 


O eixo y positivo (linha semi-infinita em relação à origem) é percorrido por uma 
corrente filamentar de 2 A no sentido de — a . Assuma que seja parte de um circuito 
muito extenso. Determine H em: 

(a) A(2, 3, 0); 

(b) B(3, 12, 4). 


Resposta: (a) 145,8 a mA/m; (b) 48,97 a, + 36,73 a mA/m. 


á : 2 E + * 
Uma espira circular localizada em x + yº = 9,7 = 0, é percorrida por uma corrente contínua de 10 
A ao longo de a,. Determine H em (0, 0, 4) e (0, 0, — 4). 


Solução: 
Considere a espira circular mostrada na Figura 7.8(a). A intensidade do campo magnético dH, no 
ponto P(O, O, h), contribuição do elemento de corrente fal, é dada pela Lei de Biot-Savart: 


“IdAXR 


dH 
dr 


onde dl= pdgaçs, R = (0,0,h) — (x,7,0) = —pa, + ha, e 


a, dg a. 
dlxR=|0 pdb 0O| =phdça, + p déa. 
= f) h 
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(a) (bj 


Figura 7.5 Referente ao Exemplo 7.3: (a) espira circular de corrente; (b) linhas de fluxo devido à espira circu- 
lar de corrente. 


Portanto, 


dH = (oh dg a, + vp" dba.) = dH, a, + dH, a, 


“amo + RP? 


Por simetria, a soma das contribuições ao longo de a, é zero porque as componentes radiais produzi- 
das pelos pares de elementos de corrente simétricos se cancelam. Isso pode também ser demonstrado 
matematicamente ao expressar a, em coordenadas retangulares (isto é, a, = cos qa + sen q a,). 
Integrando cos À ou sen é no intervalo O = q = 27 resulta em zero, demonstrando que H, = 0. 
Portanto, 


“* lo dja. lo2ra. 
H = | dtt.a. = | ie as 
5 drlo + h]* adro + HT” 


ou 
= Ip'a, 
2lo” dt hp” 


(a) Substituindo [= 104,9 = 3,h = 4, obtém-se 


10 (3J a. 


Ho, 0, 4) =——— 
219 + 16] 


= 0,56a. A/m 


(Db) Observe, da expressão dl x R acima, que, se A for substituído por — A, a componente z de dH per- 
manece a mesma, enquanto a componente p se cancela devido à simetria axial da espira circular. Por- 
tanto, 


H(0, 0, — 4) = H(0, 0,4) = 0,36a. A/m 


As linhas de fluxo devido à espira circular de corrente estão esboçadas na Figura 7.8(b). 
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EXEMPLO 7.4 


EXERCÍCIO PRÁTICO 7.3 


Um anel filamentar de raio 5 cm está colocado sobre o plano z = | cm, tal que seu 
centro está em (0, 0, lem). Se o anel for percorrido por 50 mA ao longo de a,, 
determine H em: 

(a) (0, 0, 1 cm); 

(b) (0,0, 10 em). 


Resposta: (a) 400 a. mAÃ/m; (b) 57,3 a. mAÃ/m. 
Um solenóide de comprimento £e raio a consiste de N espiras de fio percorridas por uma corrente f. 
Demonstre que, em um ponto P ao longo do seu eixo, 
nf 


H = = (cos 8, — cos 8 ,)a, 


onde n = N/t, 8, e 0, são os ângulos subtendidos em P pelas espiras das extremidades, como ilustra- 
do na Figura 7.9. Demonstre também que, se É => a, no centro do solenóide, 


H = na. 


Solução: 

Considere a seção reta de um solenóide, como mostrado na Figura 7,9, Já que o solenóide consiste 
de espiras circulares, aplicamos o resultado do Exemplo 7,3. A contribuição para o campo magnéti- 
co H em B por um elemento do solenóide de comprimento dz, é 


Idla ln dz 
dH. = e DO. ado ne Do. am 
E 2[a + E 2a” SE a ha 


onde dl = n dz = (NH) dz. Da Figura 7,9, te 0 = a/z; isto é, 


dz = —a cossec? 8 dO = dal sen 8 dê 
Assim, 
dH. = - sen 8 db 
ou 


E 
H= 5 | sen 0 d0 
ao 


Figura 7.9 Referente ao Exemplo 7.4; seção reta 
de um solenóide. 
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Então, 


Es 
H = = (cos O, — cos fa. 


conforme solicitado. Substituindo n = NY€ resulta em 


H = a (c08 0, — cosbjja, 


No centro do solenóide, 


ED 


Cos 0, e E A A 
[a + (14) E 


= —ços 0, 


= Int a 
2[a* + Cao é 


Set>a ou 6, =0º,0,=180", 


Ni 
H = na. = TE» 


EXERCÍCIO PRÁTICO 7.4 


se o solenóide da Figura 7.9 tem 2.000 espiras, um comprimento de 75 cm, um raio 
de 5 cm e é percorrido por uma corrente de 50 mA ao longo de a,, determine H em: 


(a) (0, 0, 0); 
(b) (0, 0, 75 cm); 
(c) (0, 0, 50 em). 


Resposta: (a) 66.52 a. A/m; (b) 66,52 a. Afm; (c) 131,7 a, Am. 


7.3 LEI CIRCUITAL DE AMPÉRE — EQUAÇÃO DE MAXWELL 


A lei circuital de Ampere estabelece que a integral de linha da componente tangencial de H 
em torno de um caminho fechado é igual à corrente líquida /,,, envolvida pelo caminho. 
Em outras palavras, a circulação de H é igual à 1... isto é, 


(7.16) 





A lei de Ampére é similar à lei de Gauss e é de fácil aplicação para determinar H, quando a dis- 
tribuição de corrente é simétrica. Deve-se observar que a equação (7.16) é sempre válida, sendo a 
distribuição de corrente simétrica ou não, mas somente é útil para determinar H quando a dis- 
tribuição de corrente é simétrica. A lei de Ampére é um caso especial da lei de Biot-Savart; aquela 
pode ser obtida dessa última. 

Ao aplicar o teorema de Stokes ao lado esquerdo da equação (7.16), obtemos: 


Leny = b H-dl= | (V x H)- ds (7.17) 


L s 
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7.4 APLICAÇÕES 


Porém, 


Pi [3 «ds (7.18) 
A] 


Comparando as integrais de superfície nas equações (7.17) e (7.18), transparece que 


Essa é a terceira das equações de Maxwell que deduzimos. É, essencialmente, a lei de Ampêre na for- 
ma diferencial (ou pontual), enquanto que a equação (7.16) é a forma integral. À partir da equação 
(7.19), devemos observar que V x H = J 20; isto é, o campo magnetostático não é conservativo. 


DA LEI DE AMPÉRE 


Aplicaremos, agora, a lei circuital de Ampere para determinar H para algumas distribuições simétri- 
cas de corrente, assim como foi feito para a lei de Gauss. Consideraremos corrente em uma linha in- 
finita, corrente em uma lâmina infinita e uma linha de transmissão coaxial infinitamente longa. 


A. Corrente em uma linha infinita 


Consideremos uma corrente filamentar infinitamente longa 7 ao longo do eixo z, como mostrado na 
Figura 7.10. Para determinar H em um determinado ponto P, escolheremos um caminho fechado que 
passa por P. Esse caminho, no qual a lei de Ampére vai ser aplicada, é denominado caminho ampe- 
rtano (análogo à superfície gaussiana). Escolhemos um círculo concêntrico como o caminho ampe- 
riano, tendo em vista a equação (7.14), que mostra que H é constante se p for constante. Já que o 
caminho envolve a corrente /, de acordo com a lei de Ampére 


[= | Hoas pd as = Ho | pdó = Hy:2mp 
OL 


(7.20) 





como esperado a partir da equação (7.14). 


Ê Figura 7.10 Lei de Ampére aplicada à uma corrente em 
linha filamentar infinita. 


caminho amperiano 
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B. Corrente em uma lâmina infinita 


Considere uma lâmina infinita de corrente no plano z = O. Se a lâmina tem uma densidade de cor- 
rente unilorme K = Ka, A/m, como mostrado na Figura 7,11, ao aplicar a lei de Ampére ao camin- 
ho fechado retangular (caminho amperiano), obtém-se: 


| H dl = Law = É) (7.21a) 


Para resolver essa integral necessitamos, Inicialmente, ter uma noção de como H se comporta. Para 
tanto, vamos considerar a lâmina infinita como composta de filamentos. O campo elementar dH aci- 
ma e abaixo da lâmina, devido a um par de correntes filamentares, pode ser encontrado utilizando as 
equações (7.14) e (7.15). Como fica evidente na Figura 7.1 (b), o campo resultante dH tem somente 
uma componente x. Ainda, H em um lado da lâmina é negativo em relação ao do outro lado. Devido 
à extensão infinita da lâmina, ela pode ser considerada como consistindo de pares filamentares, tais 
que as características de H para um par são as mesmas para a lâmina infinita de corrente, isto é: 


— Jd Has 2>0 | | 
its e z<0 Sd 


onde H, deve ser determinado. Resolvendo a integral de linha de H na equação (7.21b), ao longo do 
caminho fechado da Figura 7.1 l(a), obtém-se 


pea-(fo[+[ [Ja 


= 0a) + (=HA=b) + (a) + Hb) (12lc) 
= 2Hob 


| Fina | 
A partir das equações (7.2 1a) e (7.2 lc), obtemos H, = ) K,. Substituindo H, na equação (7.21b), 
obtém-se | 


Teo 
H=4", (7.22) 
“a Kas z<0 





(a) (b) 


Figura 7.11 Aplicação da lei de Ampére à uma lâmina infinita: (a) caminho fechado 1-2-3-4-1, (b) par simétri- 
co de filamentos de corrente com corrente ao longo de a. 
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Em geral, para uma lâmina infinita com densidade de corrente K A/m, 


(7.23) 





onde a, é um vetor unitário normal orientado da lâmina de corrente para o ponto de interesse, 


C. Linha de transmissão coaxial infinitamente longa 


Considere uma linha de transmissão coaxial infinitamente longa constituída de dois cilindros con- 
cêntricos cujos eixos estão ao longo do eixo 7. À seção reta da linha é mostrada na Figura 7.12, com 
o eixo z apontando para fora da página. O condutor interno tem raio q e é percorrido por uma corrente 
f, enquanto que o condutor externo tem um raio interno b, espessura £ e é percorrido por uma corrente 
de retorno —!. Queremos determinar H em qualquer ponto, assumindo que a corrente esteja uni- 
formemente distribuída em ambos os condutores. Já que a distribuição de corrente é simétrica, apli- 
camos a lei de Ampére ao longo do caminho amperiano para cada uma das quatro possíveis regiões: 
Ospsgaspsb,b=spsb+tHiep=b+t, 

Para a região O = p = a, aplicamos a lei de Ampêre para o caminho L,, o que resulta em: 


b Hedl= Lew = | Jr ds (1.24) 


“L 


Já que a corrente está uniformemente distribuída sobre a seção reta: 





Í 
J-—sa.,  dS=pdédpa. 


qu 








[ 2 
lu = | 4:48 =L; || p dó do - Tm df re 


To 


Dessa forma, a equação (7,24) torna-se: 





Ho | di= Pi dxo os 
[e 


OL 





(7.25) 


transmissão; O eixo 7 positivo aponta 
para fora do plano da página, 
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Para a região a = p = b, usamos o caminho L, como o caminho amperiano, 


, H-dl=lw=f 
Lo 


Hoito =| 
Ou 
HE (7.26) 
iá ZTO E 


uma vez que toda a corrente / é envolvida por L,. Observe que a equação (7.26) é a mesma equação 
(7.14) e é independente de a. Para a região b = p = b + 1, usamos o caminho L,, obtendo 


À H-dl= H,: 274 = lw (7.274) 


onde 


lu = + | J-ds 


e J, nesse caso, é a densidade de corrente (corrente por unidade de área) do condutor externo e está 
ao longo de — a, isto é: 


Í 
SP a e e cg a. 
mi(b + 0) — b] - 


ERR 


Portanto, 
j 2x p 
Lais e pi E) 2 | | dipdiis 
Tb ED] dsgopes 
| 2 p 
- E e SE 
tº + 2bt 
Substituindo esse resultado na equação (7.27a), temos: 
| p” — pé | 
Ho =— 1 e so (7.27 
*  2xp E + 2bt 


Para a região p = b + t, usamos o caminho L,, obtendo 


À Hedl=[-[=0 
i 


a 





ou 
Hs=0 (7.28) 
Reunindo as equações (7.25) a (7.28), resulta em: 
[ 
É = dos, 0= P Sa 
dra” 
Es As u=zp=b 
H=+4 27p np (7.29) 
f po — B: | 
| fia | b=p=b+t 
2Tp 2 +2b] * 


Ô, p=b+Ht 
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A magnitude de H está esboçada na Figura 7.13. 

Observe, desses exemplos, que a habilidade em extrair H do integrando é questão-chave ao usar 
a lei de Ampére para determinar H. Em outras palavras, a lei de Ampére só é útil para encontrar H 
devido a distribuições simétricas de corrente para as quais seja possível encontrar um caminho fecha- 
do no qual H é constante em magnitude. 


Os planos z = 0 e z = 4 são percorridos por correntes K = — 10a, A/me K = 10a, A/m, respectiva- 
mente. Determine H em: 


(as (1,.1,.1% 
(b) (0,- 3, 10). 


EXEMPLO 7.5 


Solução: 
Sejam lâminas de corrente paralelas, como mostrado na Figura 7.14. Seja, também, 


H = H, + H, 
onde He H, são as contribuições devido às lâminas de corrente z = Q e 7 = 4, respeclivamente. 
Faremos uso da equação (7.23). 
(a) Em (1,1, 1), ponto entre os planos (0 < z = | < 4), 
H, = 1/2KXa, = 1/2(—-10a,) X a. = 5a, A/m 
H,= I/2KX a, = 1/2 (1047) x (-a.) = 5a, A/fm 


Assim, 
H = 10a, A/m 


(b) Em (0, — 3, 10), ponto acima das duas lâminas (7 = 10=4> 0), 
H, — 1/2 (— 108) X a, = 5a, Am 
H, = 1/2 (104,) X a. = —5a, A/m 


Assim, 
H = 0 Am 


EXERCÍCIO PRÁTICO 7.5 


O plano y = | é percorrido por uma corrente K = 50a, mA/m. Determine H em: 


(a) (0, 0, 0); 
(b) (1,5,-3). 


Resposta: (a) 25 a mA/m; (b) - 25 a mA/m. 


Figura 7.13 Gráfico de H | contra p. 





EXEMPLO 7.6 
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Figura 7.14 Referente ao Exemplo 7.5; 
lâminas de corrente infinitas e paralelas. 








Um toróide, cujas dimensões estão mostradas na Figura 7.15, tem N espiras e é percorrido por uma 
corrente !, Determine H dentro e fora do toróide. 


Solução: 

Aplicamos a lei circuital de Ampére ao caminho amperiano, que é um círculo de raio p como mostra- 
do, em tracejado, na Figura 7.15. Já que as N espiras, cada uma delas percorrida por uma corrente f, 
cortam esse caminho, a corrente líquida envolvida pelo caminho amperiano é NT. Portanto, 


bH-a = li H-27p = NI 
ou 
NI 
H=="—, para po cempspta 
p 
onde p, é o raio médio do toróide, como mostrado na Figura 7.15. Um valor aproximado de H é: 


NE NI 
Za É 


H aprox — 





Observe que essa fórmula é a mesma que a obtida para H em pontos no interior de um solenóide 
muito longo (É => a). Dessa forma, um solenóide reto pode ser entendido como uma bobina toroidal 
especial para a qual p, — es, Do lado de fora do toróide, a corrente envolvida pelo caminho amperi- 
ano é NI- NI = Qe, portanto, H = 0, 


EXERCÍCIO PRÁTICO 7.6 


Um toróide de seção reta circular cujo centro de sua seção reta encontra-se na 
origem e seu eixo coincide com o eixo z, tem 1.000 espiras com p, = I0 em e a = 
| cm. Se o toróide é percorrido por uma corrente de 100 mA, determine |H| em: 
(a) (3cm,-4 em, 0); 

(b) (6 cm, 9 cm, O). 


Resposta: (a) O; (b) 147,1 Afm. 





Figura 7.15 Referente ao Exemplo 7.6. Um toróide com seção reta circular. 
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7.5 DENSIDADE DE FLUXO MAGNÉTICO - EQUAÇÃO DE MAXWELL 


A densidade de fluxo magnético B é similar à densidade de fluxo elétrico D, Assim como D = « E 
no espaço livre, a densidade de fluxo magnético B está relacionada à intensidade do campo mag- 
nético H, de acordo com 


B = umH (7.30) 


onde |, é uma constante conhecida como permeabilidade do espaço livre. Essa constante é dada em 


henrys/metro (H/m) e tem o valor de 
Ho = 47 X 10“ Him (7.31) 


A definição precisa do campo magnético B, em termos da força magnética, será dada no próximo 
capítulo. 
O fluxo magnético, através da superfície 5, é dado por 


(7.32) 





onde o fluxo magnético 'P é dado em webers (Wb) e a densidade de fluxo magnético é dada em we- 
bersímetro quadrado (Wim) ou teslas (T). 

A linha de fluxo magnético é o caminho, na região do campo magnético, em relação ao qual B é 
tangente em cada ponto. É a linha ao longo da qual a agulha de uma bússola se orienta se estiver sob 
a ação desse campo. Por exemplo, as linhas de fluxo magnético devido a um fio reto longo são 
mostradas na Figura 7.16. As linhas de fluxo são determinadas utilizando o mesmo princípio segui- 
do na Seção 4.10 para as linhas de fluxo elétrico. A orientação de B é tomada como a indicada pelo 
“norte” da agulha da bússola. Observe que cada linha de fluxo é fechada e não tem nem início nem 
fim. Embora a Figura 7.16 seja para um condutor reto percorrido por uma corrente, é sempre válido 
a afirmação de que as linhas de fluxo magnético são fechadas e não se cruzam, independente da dis- 
tribuição de corrente. 

Em um campo eletrostático, o fluxo que passa através de uma superficie fechada é igual à carga 
encerrada, isto é, P = $D-dS = Q. Então, é possível ter uma carga elétrica isolada, como mostrado na 
Figura 7.17(a), o que revela que as linhas de fluxo elétrico não são necessariamente fechadas. Diferente- 
mente das linhas de fluxo elétrico, as linhas de fluxo magnético sempre se fecham sobre si mesmas, co- 
mo na Figura 7.17(b). Isto se deve ao fato de que não é possível ter um pólo magnético isolado (ou car- 
gas magnéticas). Por exemplo, se desejamos obter um pólo magnético isolado pela divisão sucessiva de 
um ímã em duas partes, acabaremos por obter peças, cada uma delas tendo um pólo norte e um pólo sul, 
como ilustrado na Figura 7.18. Concluímos ser impossível separar um pólo norte de um pólo sul. 


linhas de fluxo Figura 7.16 Linhas de fluxo magnético devido 
magnético a um fio retilínco com corrente saindo do plano 
da página, 
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superfície fechada, P= O 


superfície fechada, P = O 





(a) (b) 


Figura 7.17 Fluxo que sai de uma superfície fechada devido: (a) carga elétrica isolada 'P = &,D .dS = O: (b) 
carga magnética P = 4, B. dS = 0. 





Figura 7.18 A divisão sucessiva de um ímã resulta em peças com pólos norte e sul, mostrando que os pólos 
magnéticos não podem ser isolados. 


Uma carga magnética isolada não existe. 


Dessa forma, o fluxo total através de uma superfície fechada em um campo magnético deve ser zero, 
Isto é, 


(7.33) 





Essa equação é referida como [ei da conservação do fluxo magnético, ou lei de Gauss para campos 
magnetostáticos, assim como $ D . dS = O é a lei de Gauss para campos eletrostáticos. Embora o 
campo magnetostático não seja conservativo, o fluxo magnético se conserva. 

Ao aplicar o teorema da divergência à equação (7.33), obtemos 


bB-ds= | V-Bar=o 
5 v 


uu 


V-B=0 (7.34) 


Essa equação é a quarta das equações de Maxwell que deduzimos. A equação (7.33), ou a (7.34), 
mostra que o campo magnetostático não tem fontes nem sumidouros. A equação (7.34) sugere que as 
linhas de campo magnético são sempre contínuas. 
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7.6 EQUAÇÕES DE MAXWELL PARA CAMPOS ELETROMAGNÉTICOS ESTÁTICOS 


Tendo deduzido as quatro equações de Maxwell para campos eletromagnéticos estáticos, torna-se In- 
teressante fazer um quadro-resumo que mostre essas relações juntas, como na Tabela 7.2. Observe da 
tabela que a ordem que seguimos para deduzir as equações mostradas foi alterada para assegurar a 
clareza. 

A escolha entre as formas integral e diferencial das equações depende do problema dado. É evi- 
dente, da Tabela 7.2, que um campo vetorial é definido completamente ao especificar seu rotacional 
e sua divergência. Um campo pode somente ser elétrico ou magnético se satisfaz as equações de 
Maxwell correspondentes (veja Problemas 7.26 e 7.27). Deve-se observar que as equações de 
Maxwell, como mostradas na Tabela 7.2, são somente para campos EM estáticos. Como discutire- 
mos no Capítulo 9, as equações de divergência permanecerão as mesmas para campos EM variáveis 
no tempo, mas as equações de rotacionais deverão sofrer modificações. 


TABELA 7.2 Equações de Maxwell para campos EM estáticos 


Forma diferencial (ou Pontual) Forma integral Comentários 
V-D= ap, b D- ds = | podv  Leide Gauss 
hj v 
V-B=0 ) B-ds=0 Inexistência de monopólo 
g magnético 
VxE=0 b E-dl=0 Conservação de campo 
L eletrostático 
VxH=] | Heai=[ 3:ds Lei de Ampére 
“e $ 


7.7 POTENCIAIS MAGNÉTICOS ESCALAR E VETORIAL 


Lembramos que alguns problemas de campo eletrostático foram simplificados ao relacionar o poten- 
cial elétrico V com a intensidade de campo elétrico E (E = — VV). De maneira similar, podemos 
definir um potencial associado ao campo magnetostático B. De fato, o potencial magnético pode ser o 
escalar V ou o vetor A, Para definir Ve A, relembremos duas identidades importantes (veja Exem- 
plo 3.9 e Exercício Prático 3.9): 


Vx(VW=0 (7.354) 
V(VxXA)=0 (7.35b) 


que devem ser satisfeitas para qualquer campo escalar Ve campo vetorial A. 
Assim como E = — VV, definimos o potencial magnético escalar V, (em ampéres) em relação a 
H de acordo com: 


= —VV seJ=0 (7.36) 





A condição associada à esta equação é importante e será explicada. Combinando as equações (7.36) 
e (7.19), resulta em 


J=VxH=Vx(—-VYVH)=0 (7.37) 


já que V, deve satisfazer a condição na equação (7.35a). Portanto, o potencial magnético escalar V 
é somente definido na região onde J = 0, como na equação (7.36). Devemos também observar que 
V, Satisfaz a equação de Laplace da mesma forma que Vo faz para campos eletrostáticos. Dessa 
maneira: 


VVr.=Oo = (7.38) 
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Sabemos que, para campos magnetostáticos, V - B = 0, como estabelecido na equação (7.34). A 
fim de satisfazer as equações (7.34) e (7.35b) simultancamente, podemos definir o potencial mag- 


nético vetorial A (em Wb/m) tal que: 


Assim como definimos 





V= | dQ (7.40) 


podemos definir 


para corrente em uma linha (7.41) 
para corrente em uma superfício (7.42) 


para corrente em um volume (7.43) 





Em vez de obter as equações (7.41) a (7,43) a partir da equação (7.40), uma abordagem alterna- 
tiva seria obtê-las das equações (7.6) a (7.8). Por exemplo, podemos derivar a equação (7.41) da 
equação (7.6) em conjunto com a equação (7.39). Para fazer isso, escrevemos a equação (7.6) como 


“ho [IR 


B = - 
4 RR 


(1.44) 


onde R é o vetor distância do elemento de linha cl" no ponto-fonte (x, w;, z), até o ponto (x, y, z) onde 





se quer determinar o campo, como mostrado na Figura 7.19,e R = |R|, isto é, 

R= =" =(te yo) res] (7.45) 
Portanto, 

| E ae O RD 6 Dieu VÊ o A AR LE R 


Figura 7.19 Wustração do ponto-fonte 
(x, w.7)e do ponto (x. v. 2) onde se quer 
determinar o campo, 


(x, 52) 
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EXEMPLO 7.7 


OL 


II 


Ro ccmplo ar | 
= -“2) (=) 146 


onde a diferenciação é em relação a x, y e z. Substituindo na equação (7.44), obtemos: 


Ho T 14 
= —+ * Vi— é 
B 4 [1a (5) (7.47) 


T., 


Aplicamos a identidade vetorial 
Vx(4B=fVxF+(VDxF (7.48) 


onde fé um campo escalar e F é um campo vetorial. Fazendo f = 1/R e F = dl, obtém-se 


I | dy 
= — |=—Y x dl' — x 
d (x) R d V ( R ] 


Já que V opera em relação a (x, y e z), enquanto dl' é uma função de (x', y, 2), Y x dl' = 0, Dessa 
maneira: 








| dV' 
"x M=]=-Vx 49 
di (2) pácd (7.49) 


Com essa equação, a equação (7.47) se reduz a 


Eol dV 
dTR 





B=Vx | (7.50) 
L 


Comparando a equação (7.50) com a equação (7.39), resulta que 


o que verifica a equação (7.41). 
Substituindo a equação (7.39) na equação (7.32) e aplicando o teorema de Stokes, obtemos 


p= [n:8- [0xaa=ba-a 
] & L 
OL 


(7.51) 





Portanto, o fluxo magnético, através de uma dada área, pode ser encontrado utilizando a equação 
(7.32) ou a equação (7.51). Também, o campo magnético pode ser determinado utilizando ou V ou A. 
A escolha é ditada pela natureza de um dado problema, à exceção de que V, pode somente ser usado 
em uma região livre de fontes. O uso do potencial magnético vetorial representa uma ferramenta de 
cálculo poderosa e elegante para resolver problemas de campos EM, particularmente aqueles rela- 
cionados com antenas. Como será observado no Capítulo 13, é mais conveniente, em problemas de an- 
tenas, encontrar B determinando primeiro A. 


: : . a * 
Dado um potencial magnético vetorial À = — p'/4 a. Wb/m, calcule o fluxo magnético total que 
atravessa a superfície = 2, |=p=2m,0=7:=5m. 
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Solução: 


Podemos resolver esse problema de duas maneiras diferentes, utilizando a equação (7.32) ou a 
equação (7,51). 





Método 1: 
dA. | 
RES MA ato > dar dS = dp di as 
Assim, 
E Ra I 
p= |B.as=+ | | ABpgE= de ==> 
2 aut 4 > 4 
P=3,75Wb 
Método 2: 
Usamos 


p= Adi= Wi + WAV + 
f 


onde L é o caminho que limita a superfície 8; P,, P,, E; e 'P, são, respectivamente, os valores de 
fA-dao longo dos segmentos de L enumerados de 1 a 4 na Figura 7.20. Já que A tem somente 
componente z, 


Isto é, 


5 [] 
P=pA+P,=- dês a | dz + (2) | d| 
4 1] 5 - 
“5 
SUDO) 

= 3,75 Wb 


como obtido previamente. Observe que a orientação do caminho L deve estar de acordo com a ori- 
entação de ds. 


ê Figura 7.20 Referente ao Exemplo 7,7. 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 7.7 


Uma distribuição de corrente dá origem a um potencial magnético vetorial 
A =xya, +y'xa,— dxyza, Wb/m. Calcule: 

(a) Bem (- 1,2,5); 

(b) o fluxo através da superficie definida porz = 1,0 =x=|,-|=y=4, 


Resposta: (a) 20a, + 40a, + 3a, Wb/m”; (b) 20 Wb. 


EXEMPLO 7.8 Se o plano z = 0 é percorrido por uma corrente uniforme K = K a,, 
H = IDKa, z>0 
-I2kKa,, :<o0 


Essas relações foram obtidas na Seção 7,4 utilizando a lei de Ampére. Obtenha as mesmas relações 
fazendo uso do conceito de potencial magnético vetorial. 


Solução: 
Considere a lâmina de corrente, como mostrado na Figura 7.21. Da equação (7.42), 
K ds 
dá fone 
4mR 


Nesse problema, K = Ka, dS = dx' dy, e, para z > 0, 


R = |R|=0,0,2) — (0,',0)] (7.8.1) 
2 2 2142 O. 
= [0 + Gr te] 
onde as coordenadas-linha são para o ponto-fonte, enquanto as coordenadas não-indiciadas são para 
o ponto onde se quer calcular o campo. E necessário fazer distinção entre os dois pontos para evitar 
confusão (veja Figura 7.19). Assim, 


= Bo dlx' dy a, 
Am) + (1 + 2%]! 


dB 


| 
VXdAã=-dA,a, 


OZ 
Alley Eu (y'Y EE = joio 


Kza, [ [' bx! dy! 
p — Hoksa, | | O (7.8.2) 
dm ; fe ci EO o a ep 


— — 
No integrando, podemos mudar as coordenadas de cartestanas para cilindricas, por convemência, tal 
que: 


poK za: [À (Tp! dg! dp! 
ii PE RR RT 
A O RT 


Ka, Ds si Ra 2 
— So Ui | [Co + 2] *F 1/2 dio] 
di 0 


En 


— poha, = 

py [(o'Y + ja lida 
as UoK A, 

2 





p =0 
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Figura 7.21 Referente ao Exemplo 7.8; 
lâmina infinita de corrente. 





Assim, 


"a,  paraz>0 


Pela simples troca de z por -z na equação (7.8.2), e seguindo o mesmo procedimento, obtemos 


H = -- - a paraz < O 


EXERCÍCIO PRÁTICO 7.8 


Repita o Exemplo 7.8 usando a lei de Biot-Savart para determinar H nos pontos 
(0, O, A) e (0,0, — A). 


'78 DEDUÇÃO DA LEI DE BIOT-SAVART E DA LEI DE AMPÉRE 


Tanto a lei de Biot-Savart quanto a lei de Ampêre podem ser deduzidas a partir do conceito de po- 
tencial magnético vetorial, Essa dedução envolverá o uso das identidades vetoriais na equação (7.48) 
e 


VxVxA=VV:A-VA (7.52) 


Já que a lei de Biot-Savart, como dada na equação (7.4), é basicamente sobre a corrente em uma lin- 
ha, iniciaremos essa dedução com as equações (7.39) e (7.41); isto é, 


bd dl ud | er RNA 
B=V x) = "0 Vocal, 5a 
) 4TR dem Je R i ferega) 


onde R é definido na equação (7.45). Se a identidade vetorial na equação (7.48) for utilizada con- 
siderando F = dlef= 1/R, a equação (7.53) torna-se: 





tal U =) | 
e —Vxdr+[v=|xdry 
B E É la? dl ( R) X dl (7.54) 


Já que V opera em relação a (x, y, 2) e dl" é uma função de (x, w,2'), V Xdl'= 0. Também, 


| “+ 4 Ps nai q 

po lecr)+0-1) +R=-2)] di (1.55) 
l (x = xa, + (y a va, E (z a 2a. dp rt 

v/x == E O aa io 7.56) 
R K-sP+0-yP+He-Ppo Rê 
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onde a, é um vetor unitário orientado a partir do ponto-fonte até o ponto onde se quer calcular o cam- 
po. Portanto, a equação (7.54) (após retirar a “linha” de dl”) torna-se: 





od] dlxa 
B = £o ) Tin (7.57) 
dmg RO 
que é a lei de Brot-Savart. 
Utilizando a identidade na equação (7.52) com a equação (7.39), obtemos 
VxB=YWV-AJj- VA (7.58) 
Pode-se demonstrar que, para um campo magnético estático, 
| V:A=0 (7.59) 
tal que, após substituir B por 4 H e utilizar a equação (7.19), a equação (7.58) torna-se 
VA=-uvxH 
ou 
(7.60) 
que é denominada de equação vetorial de Poisson, similar à equação de Poisson (VºV = — p /e) da 
eletrostática. Em coordenadas cartesianas, a equação (7.60) pode ser decomposta em três equações 
escalares: 
5 
VA, E = mad 
VA, = —tHol, (7.61) 
VA, = —Hol; 


que podem ser consideradas como as equações escalares de Poisson. 
Pode-se demonstrar, também, que a lei circuital de Ampére é consistente com nossa definição de 
potencial magnético vetorial. Do teorema de Stokes e da equação (7.39), 


be-a= | VxH:as 
é : (7.62) 


I 
1 [px(VxA-dS 
E de 


Das equações (7.52), (7.59) e (7.60), 
VX7X A == Á= us] 


Substituindo esta identidade na equação (7.62), vem que: 


bHd= [38 =1 
L $ 


que é a lei circuital de Ampére. 


RESUMO 
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1. As leis básicas que governam os campos magnetostáticos (lei de Biot-Savart e lei de Ampére) 


6. 


são discutidas. A lei de Brot-Savart, que é similar à lei de Coulomb, estabelece que a intensidade 
de campo magnético dH em r devido ao elemento de corrente Fdlem r'é 


IdlxR 


dH = - 
AR 


(em A/m) 
onde R = r-r'ec R = |R|. Para uma distribuição de corrente em uma superfície ou em um 
volume, substituímos [dl por K dS ou J dv, respectivamente; isto é, 

[dl=kKdS=Jdv 


ar 


A lei circuital de Ampére, que é similar à lei de Gauss, estabelece que a circulação de H em 
torno de um caminho fechado é igual à corrente envolvida pelo caminho, isto é, 


GH ea Lim = [3:as 
ou 
VxH=] (terceira equação de Maxwell que deduzimos). 


Quando as distribuições de correntes são simétricas, tal que o caminho amperiano (sobre o qual 
H = Ha, é constante) pode ser determinado, a lei de Ampére é útil para determinar H, isto é, 





Peny 
Ho ) dl=a ou Ho ==5 


O fluxo magnético, através de uma superfície $, é dado por 


v- [Bras (em Wb) 
5 


” : Ei a E 
onde B é a densidade de fluxo magnético em Wb/m"”. No espaço livre, 


B = uH 


ar pai E 
onde qu, = 47 X 10 Him = permeabilidade do espaço livre. 
Já que um monopólo magnético isolado ou livre não existe, o fluxo magnético liquido através de 
uma superfície fechada é zero; 


P= bB:ds=0 


ou 
V-B=0 (quarta equação de Maxwell que deduzimos). 

Nesse ponto, todas as quatro equações de Maxwell para campos EM estáticos foram deduzidas, 
nominalmente: 

V-.D=a, 

V-B=0 

VxE-O 

VxH=J 


O potencial magnético escalar V, é definido como 


= = se J=0 
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e o potencial magnético vetorial À como 
B=VXA 


onde V: À = O. Com a definição de A, o fluxo magnético através da superfície S pode ser en- 
contrado a partir de 


p= 64: 
L 


onde L é o caminho fechado que limita a superfície S (veja Figura 3.20). Ao invés de utilizar a 
lei de Biot-Savart, o campo magnético devido a uma distribuição de corrente pode ser encontra- 
do utilizando A, uma ferramenta de cálculo poderosa, particularmente útil na teoria de antenas. 
Para um elemento de corrente fel em r', o potencial magnético vetorial em r é: 


A= | ta R=lr>r' 





4aR ' 
7. Muita similaridade existe entre os campos eletrostáticos e magnetostáticos. Aleumas delas estão 
listadas na Tabela 7.1. Por exemplo, a equação correspondente à equação de Poisson VV = 


- p/eé: 


VA = —pol 


QUESTÕES DE REVISÃO 





71 Qual das seguintes não é uma fonte de campos magnetostáticos? 
(a) Uma corrente contínua em um fio. 
(b) Um imã permanente, 
(c) Uma carga acelerada. 
(d) Um campo elétrico que varia lincarmente com o tempo. 


(e) Um disco carregado girando com uma velocidade uniforme. 


7.2 Identifique, na Figura 7.22, a configuração que não é uma correta representação de fe de H. 


Figura 7.22 Referente a Questão de Revisão 7.2. 


(a) 
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y Figura 7.23 Referente a Questão de Revisão 7.3. 





7.3 Considere os pontos 4, 8, €, De E sobre um círculo de raio 2, conforme mostrado na Figura 7.23. 
Os itens da coluna da direita são os valores de a, nos diferentes pontos sobre o círculo, Relacione 


esses itens com os pontos na coluna da esquerda, 


(a) À (D a, 

(b) B (ii) -a, 

(c) € (iii) a, 

(d) D (iv) -a, 

a + a. 

(e) E 1) == 

V2 

(vi) - Es 


va 


a ERC A 
(vii) ———— 


va 


aa, 


A 
VA) 


7.4 Oeixo zé percorrido por uma corrente filamentar de 10 A ao longo de a.. Qual das alternativas é 
incorreta? 
(a) = — a, Alm em (0,5, 0) 

(b) H = a, A/mem (5, 7/4, 0) 

(c) H=-— 0,8a,-0,6a, em (3, 4,0) 


(d) H=- a,em(5,37/2,0) 


(viii) 


7.5 O plano vy = O é percorrido por uma corrente uniforme de 304, mA/m. Em (1, 10, — 2), à intensi- 
dade do campo magnético é de: 


(a) —l5a mA/m; 
(b) 15a mA/m; 

(c) 477,5a, mA/m; 
(cd) 18,85a, nA/m: 


(2) Nenhuma das respostas acima. 
7.6 Para as correntes c os caminhos fechados da Figura 7.24, calcule o valor de $, H - dl, 


7.7 Qual das seguintes afirmações não é uma característica de um campo magnético estático? 
(a) O campo é solenoidal. 


(b) O campo é conservativo, 
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7.8 


7.9 


710 


Figura 7.24 Referente a Questão de Revisão 7,6. 





HO A 
(= L 
6) 30 A 
tab 
IO A L A IO A 
e) 
30 A & 30 A 
(o) td) 


(c) O campo não tem fontes nem sumidouros. 

(d) As linhas de fluxo magnético são sempre fechadas. 

(c) O número total de linhas de fluxo que entram em uma dada região é igual ao número de 
linhas que saem dessa região, 


Duas bobinas circulares idênticas coaxiais são percorridas pela mesma corrente /, mas em sentidos 
opostos. A magnitude do campo magnético B, em um ponto ao longo do eixo, a meio caminho en- 
tre as bobinas, é: 


(a) Zero; 
(b) o mesmo que o produzido apenas por uma bobina; 
(c) duas vezes o produzido por uma bobina; 


(d) metade do produzido apenas por uma bobina, 


Uma das seguintes equações não é uma equação de Maxwell para campos eletromagnéticos es- 
táticos em um meio linear homogêneo. 

(a) V-.B=0 

(b) VxD=0 

(c) $B-d=ul 

(d) $D-dS = O 

(e) WA = Ho) 


Dois ímãs com seus pólos norte com intensidade O, = 20A-me 0, = I0A-m (cargas mag- 


néticas) são colocados no interior de um volume, como mostrado na Figura 7.25. O fluxo mag- 
nético que sai do volume é: 


(a) 200 Wb 
(b) 30 Wb 
(c) 10 Wb 
(d) O Wb 

(e) =10Wb 


Respostas: T.le; 7.2e; T.3(a)-(11), (b)-(vi), (co-(), (d)-(v), Ce)-(rin); 74d; 7.5a; 7.6(a) 10 A, (b) — 20 A, 


(c) 0, (d) = 10 A; 7.7b, T.8a; 7.96; 7.10d. 


Figura 7.25 Referente a Questão de Revisão 7.10, 





PROBLEMAS | 


7.2 


7.3 


7d 


TO 


71 
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(a) Dê a lei de Biot-Savart. 
(b) Os eixos y é 7 são percorridos por correntes filamentares de 10 A ao longo de a é 20 A ao lon- 
go de-a., respectivamente. Encontre H em (— 3, 4,5). 


Um filamento condutor é percorrido por uma corrente / do ponto A(O, 0, a) até o ponto B(0, 0, 5). 
Demonstre que no ponto P(x, y, 0): 


E b a 
H= E AUT E TESTE a, 


2 3 E Z 3 
dava +y x ty +b 





Considere o trecho AB, na Figura 7.26, como parte de um circuito elétrico. Encontre H na origem 
devido a AB, 


Repita o Problema 7.3 para o condutor AB na Figura 7.27. 


Alinhax=0,y=0€c0=7= |Hmeé percorrida por uma corrente de 2 A ao longo de a. Calcule 
H nos pontos: 


(a) (5,0,0) 
(b) (5.5, 0) 
(c) (5, 15,0) 
(d) (5,- 15,0) 


(a) Determine H em (0, 0,5) devido ao lado 2 da espira triangular na Figura 7.6(a). 
(b) Determine H em (0,0, 5) devido a toda a espira triangular, 


Um condutor infimtamente longo é dobrado na forma de L, como mostra a Figura 7.28. Se uma 


corrente contínua de 5 A flui no condutor, determine a intensidade do campo magnético em (a) (2, 
2.0. (b) (0,-2,0)e (0) (0,0, 2). 


a Figura 7.26 Referente ao Problema 7.3. 





Figura 7.27 Referente ao Problema 7.4, 
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TM 


75 


7) 


“7d 


7.12 





y Figura 7.28 Corrente filamentar referente ao Problema 7.7. 


5A 


5 A 


Determine H no centro É de uma espira na forma de um triângulo egiilátero, de lado 4 m, percor- 
ndo por uma corrente de 5 A, como mostrado na Figura 7,24, 


Uma espira retangular é percorrida por uma corrente de 10 A e está localizado no plano 7 = O, co- 
mo mostrado na Figura 7,30, Calcule H em 

(a) (2,2, 0) 

(b) (4, 2,0) 

(c) (4,8, 0) 

(d) (0,0, 2) 


Uma espira quadrada condutora de lado 2a está no plano z = 0 e é percorrida por uma corrente f 
no sentido anti-horário. Demonstre que, no centro da espira 





(a) Uma espira filamentar percorrida por uma corrente | é dobrada até assumir o formato de um 
polígono regular de n lados. Demonstre que, no centro do polígono, 
nf T 


H = — sen— 
2axr H 


onde ré o raio do círculo circunscrito pelo polígono, 

(bj Aplique essa relação para os casos em que n = 3en = 4de veja se seus resultados estão de 
acordo com aqueles encontrados, respectivamente, para a espira triangular do Problema 7.8 e 
para a espira quadrada do Problema 7.10. 

(c) A medida que n se torna cada vez maior, demonstre que o resultado da parte (a) torna-se o re- 

sultado da espira circular do Exemplo 7.3. 


Para a espira filamentar mostrada na Figura 7.31, determine a intensidade do campo magnético 
em O. 


Figura 7.29 Espira na forma de um triângulo equilátero 
referente ao Problema 7.8. 


713 


Td 


A | 


7.18 


719 
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y Figura 7.M) Espira retangular do Problema 7.9, 





Duas espiras de corrente idênticas têm seus centros em (0, 0, 0) e (0,0, 4) e seus eixos ao longo do 
eixo z (de modo a formar uma “bobina de Helmholtz”). Se cada espira tem um raio de 2 m e é per- 
corrida por uma corrente de 5 A em a,. calcule H em: 

(a) (0,0, 0) 

(b) (0,0,2) 


Um solenóide de 3 cm de comprimento é percorrido por uma corrente de 400 mA. Se o solenóide 
lor utilizado para gerar uma densidade de fluxo magnético de 5 mWb/m”, quanias espiras são 
necessárias? 


Um solenóide, de raio 4 mm e comprimento 2 cm, tem 150 espiras/m e é percorrido por uma cor- 
rente de 500 mA. Determine: (a) |H] no centro; (b) |H]| nas extremidades do solenóide. 


O plano x = 10 é percorrido por uma corrente de 100 mA/m ao longo de a., enquanto a linha x = 
ley =-2 é percorrida por uma corrente filamentar de 207 mA ao longo de a. Determine H em 
(4, 3, 2). 


(a) Dê a lei circuital de Ampére. 
(b) Um cilindro oco condutor tem raio interno a e raio externo b e é percorrido por uma corrente 
Fao longo do sentido positivo do eixo 7. Encontre H em qualquer ponto. 


(a) Um condutor sólido infinitamente longo, de raio a, está colocado ao longo do eixo 2. Se o 
condutor for percorrido por uma corrente 7 no sentido de + 2, demonstre que 


dentro do condutor. Determine a densidade de corrente correspondente. 
(b) Sel=3Aca=ã2em na parte (a), determine Hem (0, 1 cm, 0je (0, 4 cm, 0). 


Se H = ya, - xa, A/m sobre o plano z = O: (a) determine a densidade de corrente e (b) verifique a 
lei de Ampére tomando a circulação de H ao longo do perímetro do retângulo z = 0,0<x<3e 
-]|<y<d. 


100 cm 





LO A 


Figura 7.31 Espira filamentar do Problema 7.12; não desenhada em escala. 
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7.20 Em uma região condutora: 


7.21 


7. 22 


7.23 


7.24 


+ 7.AS 


A A 4 o Er 
H=yxo + ya, — yíxza, + 4x ya, Alm 


(a) Determine J em (5,2, = 3). 
(b) Determine a corrente que passa através dex =-1,0<yez<2. 


(c) Demonstre que V-B = 0. 


Um ho infinitamente longo é percorrido por uma corrente de 2 A ao longo de + z. Calcule: 
(a) Bem (-3,4, 7); 
(b) o fluxo através da espira quadrada descrita por2 =p =60=71=4€e0=90". 


O motor elétrico, mostrado na Figura 7.32, tem campo 


EE 


I 
H = “sen 24 a, Alm 


Calcule o fluxo, por pólo, que passa através do entreferro de ar se o comprimento axial do pólo é 
20 em. 


Considere a linha de transmissão a dois fios, cuja seção reta é ilustrada na Figura 7,33. Cada fio 
tem raio 2 em e os fios separados de 10 cm. O fio, centrado em (0, 0), é percorrido por uma cor- 
rente de 5 A, enquanto o outro, que está centrado em (10 cm, O), é percorrido pela corrente de re- 
torno. Determine H em 


(a) (Sem, 0) 
(b) (10 cm, 5 cm) 


Determine o fluxo magnético através de uma espira retangular (a X b) devido a um condutor in- 
finitamente longo percorrido por uma corrente f, como mostrado na Figura 7,34. A espira e os con- 
dutores retilíneos estão separados por uma distância d. 


Um anel de latão com seção reta triangular circunda um condutor retilíneo muito longo concêntri- 
co ao anel, como na Figura 7.35. Se o fio é percorrido por uma corrente /, demonstre que o número 
total de linhas de fluxo magnético no anel é: 





Calcule Pse a=30cm,b=I0cm.h=5cme [= I0A. 






Figura 7.32 Pólo do motor elétrico do Problema 7.22. 


pólo 


armadura 


Figure 7.33 Linha a dois fios do 
Problema 7.23. 
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Figura 7.34 Referente ao Problema 7.24. 


—p- 


“a 


7.26 Considere os seguintes campos arbitrários. Determine qual deles pode representar um campo 
eletrostático ou um campo magnetostático no espaço livre. 


(a) A=ycosaxa,+ (y+te Ya. 
(b) B=—a 


(c) É 


| 
= 
| 
E] 
cu 
5 
E 


7.27 Refaça o problema anterior para os seguintes campos: 





(a) D=yza,+ 2x + Dyza, — (x + Iza, 
2z+1 g 
(b) E = E os pa, + dalbo 
[A 


(c) F=>Qcosta,+ sen ag) 
F 


7.28 Para uma distribuição de corrente no espaço livre: 


A = (2x0)y + voa, + (xy” — azia, — (6xyz — 2xºy7)a, Wb/m 


(a) Calcule B. 
(b) Determine o fluxo magnético através de uma espira descrita porx = 1,0 <= yez< 2. 
(c) Demonstre que V A =0eV-B=0. 


7.29 O potencial magnético vetorial de uma distribuição de corrente no espaço livre é dado por 


A = 15e “sen da, Wb/m 


Determine H em (3, m/4,- 10). Calcule o fluxo através dep = 5,0= = t2 cl=7:s 10, 


anel de latão 





Figura 7.35 Seção reta de um anel de latão que circunda um fio retilineo longo, referente ao Problema 7.25. 
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7.36 


7.37 
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Um condutor de raio a é percorrido por uma corrente uniforme com J = 4, a.. Demonstre que o po- 
tencial magnético vetorial para p = a é: 
| 


A=-—— udp'a. 
q Pa dd ad. 


Um condutor infinitamente longo, de raio a, está colocado de tal modo que seu eixo está ao longo 
do eixo z. O potencial magnético vetorial, devido à corrente contínua £,. que flui ao longo de a. no 
interior do condutor, é dado por 


Li a À 
A = + Hot” + v)a. Wb/m 
dra” 





Determine o H correspondente. Confirme seu resultado utilizando a lei de Ampére. 


O potencial magnético vetorial de dois filamentos de corrente retilíncos infinitos e paralelos no es- 
paço livre, percorridos por correntes iguais fe de sentidos contrários, é 


o 
27 


d-—p 
LT =——== q 


A = 


. 
al 


onde d é a distância que separa os dois filamentos (com um dos filamentos disposto sobre o 
eixo 7). Determine a densidade de fluxo magnético B correspondente. 


Determine a densidade de corrente J para 
10 
A == a. Wb/m 
9? 
no espaço livre, 


Prove que o potencial magnético escalar em (0, O, 2) devido à uma espira circular de raio a mostra- 
da na Figura 7.8(a) é: 


Fr = Liss 2 E 2 1 
[2º + xa 


Uma linha de transmissão coaxial é construída tal que o raio do condutor interno é a e os raios do 
condutor externo são 3a e da. Determine o potencial magnético vetorial dentro do condutor exter- 
no. Assuma A. = O para p = 3a. 


ha | ms 


O eixo z é percorrido por uma corrente filamentar de 12 A ao longo de a.. Calcule V. em (4,30º, 2) 


se V, = Oem (10, 60º, 7). | 


O plano z = = 2 é percorrido por uma corrente de 50 a, A/m. se MV, 
em: 


(a) (-2,0,5); 
(b) (10,3, 1). 


= () na origem, determine V 


m 


Prove que, em coordenadas cilíndricas, 
(a) Vx(VV=0 
(b) V-(VXA)=0 


SeR=r-r'eR = |R|. demonstre que 


onde V e V'são os operadores del em relação a (x, y, 2) é (x, y', 2), respectivamente. 
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FORÇAS, MATERIAIS E 
DISPOSITIVOS MAGNÉTICOS 


Faça todo o bem que puder, 
Com todos os meios que puder, 
De todas as formas que puder, 
Em todos os lugares que puder, 
Todas as vezes que puder, para todas as pessoas que puder, 
Enquanto puder. 
— JOHN WESLEY 


8.1 INTRODUÇÃO 


Tendo considerado as leis e as técnicas básicas comumente utilizadas no cálculo do campo magnético 
B devido a vários arranjos de corrente, estamos preparados para estudar a força que um campo mag- 
nético exerce sobre partículas carregadas, elementos de corrente e espiras de corrente. Este estudo é 
importante para resolver problemas sobre dispositivos elétricos, como amperímetros, voltímetros, gal- 
vanômetros, cíclotrons, motores, geradores magnetoidrodinâmico e problemas que envolvem meios 
jonizados (plasmas). A definição precisa de campo magnético, deliberadamente “deixada de lado” no 
capítulo anterior, será dada agora. Os conceitos de momento magnético e de dipolo magnético tam- 
bém serão considerados, 

Além disso, consideraremos campos magnéticos em meios materiais, em oposição aos campos 
magnéticos no espaço livre examinados no capítulo anterior, Os resultados do capítulo precedente 
necessitam somente algumas modificações para explicar a influência de materiais em um campo 
magnético. Discussões adicionais irão abordar os seguintes assuntos: indutores, indutâncias, energia 
magnética e circuitos magnéticos. 


8.2 FORÇAS DEVIDO AOS CAMPOS MAGNÉTICOS 


Há pelo menos três maneiras de a força provocada por campos magnéticos se manifestar. A força 
pode ser devido: (a) ao movimento de partículas carregadas em um campo magnético B; (b) à pre- 
sença de um elemento de corrente em um campo externo B; (c) à interação entre dois elementos de 
corrente, 


A. Força sobre partícula carregada 


De acordo com nossa discussão no Capítulo 4, a força elétrica F sobre uma carga Q, estacionária ou 
em movimento, em um campo elétrico é dada pela lei experimental de Coulomb e está relacionada à 
intensidade do campo elétrico E, de acordo com 


F. = OE (8.1) 
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Esta relação mostra que se Q é positivo, F, e E têm a mesma orientação. 

Um campo magnético pode exercer força somente sobre uma carga em movimento. Da experiên- 
cia, verifica-se que a forca magnética F, experimentada por uma carga O em movimento, com velo- 
cidade u em um campo magnético B, é: 


EF = Qu x B (8.2) 


O que mostra, claramente, que F, é perpendicular tanto a u quanto a B, 

A partir das equações (8.1) e (8.2), pode ser feita uma comparação entre a força elétrica F, e a 
força magnética F,. F. é independente da velocidade da carga e pode realizar trabalho sobre a car- 
ga e mudar sua energia cinética. Diferentemente de F,, F, depende da velocidade da carga e é nor- 
mal à ela. F, não pode realizar trabalho porque é perpendicular à direção do movimento da carga 
(F,,- dl = 0). Essa força não causa aumento na energia cinética da carga. A magnitude de F, é geral- 
mente pequena se comparada à de F,, exceto quando as velocidades envolvidas são altas. 

Para uma carga O em movimento, na presença de um campo elétrico e de um campo magnético, 
simultancamente, a força total sobre a carga é dada por: 


F=F +, 


= er a mo l RR E 
Esta equação é conhecida como a equação de força de Lorentz . Ela relaciona a força mecânica 
à força elétrica. Se a massa da partícula carregada em movimento, na presença dos campos E e B, é 
m, pela segunda lei do movimento de Newton, 


O 


F=n2=0(E+uxB) (8.4) 
; 


A solução desta equação é importante para determinar o movimento de partículas carregadas na pre- 
sença dos campos E e B. Devemos Ler em mente que, considerando esses campos, apenas o campo 
elétrico pode transferir energia. Um resumo da força exercida sobre uma partícula carregada é dado 
na Tabela 8.1. 

Já que a equação (8.2) é parecida com a equação (8. 1), que define o campo elétrico, alguns au- 
tores e professores preferem começar a discussão sobre a magnetostática a partir da equação (8.2), 
da mesma forma como as discussões na eletrostática usualmente se iniciam pela lei da força de 
Coulomb. 


TABELA 8.1 Força sobre uma partícula carregada 


Estado da partícula | Campo E Campo B Campos E e B combinados 
Estática OE e OE 
Em movimento QE Ou x B OE + u X B) 





B. Força sobre um elemento de corrente 


Para determinar a força sobre um elemento de corrente / dl, de uma corrente que percorre um con- 
dutor, devido a um campo magnético B, modificamos a equação (8.2) a partir do fato de que para a 
corrente de convecção [veja equação (5.7)]: 


J= pm (8.5) 


! à a iUR ac erga Eu: E à E 
Hendrik Lorentz (1853-1928) foi quem primeiro aplicou à equação para movimento em um campo elétrico. 
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Da equação (7.5), retomamos a relação entre elementos de corrente: 


Idl=KdS=J]dry (8.6) 


Combinando as equações (8.5) e (8.6), obtém-se 
Fdl= pudr = dOu 
dO 


Alternativamente, [dl = — dl = dO 


dt = dQu 


dl 
dt 
Por conseguinte, 


Isso mostra que uma carga elementar dQ, se movimentando com uma velocidade u, (conseqiente- 
mente, originando um elemento de corrente de convecção dQ u) é equivalente a um elemento de cor- 
rente de condução f al. Dessa forma, a força sobre o elemento de corrente Fl, em um campo mag- 
nético B, é determinada da equação (8.2) simplesmente pela substituição de Qu por dl, isto é, 


dF = Idl X B (8.8) 


Se a corrente 1 percorre um caminho fechado L ou um circuito, a força sobre o circuito é dada por: 


F = b Idl x B (8.9) 
£ 





Ao utilizar a equação (8.8) ou a (8.9), devemos ter em mente que o campo magnético produzido pe- 
lo elemento de corrente / dl não exerce força sobre ele mesmo, da mesma forma que uma carga pon- 
tual não exerce força sobre si. O campo B que exerce força sobre [dl deve ser gerado por um outro 
elemento. Em outras palavras, o campo B na equação (8.8) ou (8.9) é externo ao elemento de cor- 
rente Lo. Se, ao invés do elemento de corrente em uma linha Pad, tivermos elementos de corrente em 
uma superfície K «S ou um elemento de corrente em um volume J «dv, simplesmente fazemos uso da 
equação (8.6), tal que a equação (8.8) torna-se 


df =KadsSx B ou dF = JdvxB (8.8a) 
enquanto a equação (8.9) torna-se: 


p= | KasxB ou F=[14xB (8.9a) 


no v 


Da equação (8.8): 
O campo magnético B é definido como a força por elemento de corrente unitário. 


Alternativamente, B pode ser definido da equação (8.2) como o vetor que satisfaz F /g =u x B, da 
mesma forma como definimos o campo elétrico E como a força por unidade de carga, F,/g. Ambas 
as definições demonstram que B descreve as propriedades de força de um campo magnético. 


C. Força entre dois elementos de corrente 


Consideremos agora a força entre dois elementos de corrente f, dl, e 1, dl,. De acordo com a lei de 
Biot-Savart, ambos os elementos de corrente geram campos magnéticos. Assim, podemos determi- 
nar a força d(dF ,) sobre o elemento 1, «d, devido ao campo d'B,, gerado pelo elemento de corrente f, 
dl, como mostrado na Figura 8.1. A partir da equação (8.8): 


d(dF |) = 1 dl, X dB; (8.10) 
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EXEMPLO 8.1 


Figura 8.1 Força entre duas espiras de corrente. 





Contudo, a partir da lei de Biot-Savart: 


Mola di, X ap, 


dB, : 
ARS, 


(8.11) 


Assim, 


ddF,) = Aê 
2] 


(8.12) 


Esta equação é, essencialmente, a lei da força entre dois elementos de corrente e é análoga à lei de 
Coulomb, que expressa a força entre duas cargas estáticas. Da equação (8.12), obtemos a força total 
F, sobre a espira de corrente | devido à espira de corrente 2, mostradas na Figura 8.1, como 


= Eolilo ) à dl, a (dl, x dp.) 
R [ 


F 8.13 
da RE (8 


Embora a equação pareça complicada, devemos lembrar que ela é baseada na equação (8.10), Isto é, 
é a equação (8.9) ou a equação (8.10) que é de fundamental importância. 

A força F, sobre a espira 2, devido ao campo magnético B, da espira 1, é obtida a partir da equação 
(8.13) pelo intercâmbio dos índices subscritos | e 2. Pode-se demonstrar que F, = — F,. Dessa forma, 
F, e F, obedecem à terceira lei de Newton, para a qual ação e reação são iguais e opostas. É válido men- 
cionar que a equação (8.13) foi experimentalmente estabelecida por Oersted e por Ampére. Na verdade, 
Biot e Savart (colegas de Ampére) usaram essa experiência como base para sua lei, 


Uma partícula carregada, de massa 2 kg e carga 3 €, parte do ponto (1, -2, 0) com velocidade 4a, + 
3a. m/s em um campo elétrico 12a, + 10a, V/m. Em t = | s, determine: 

(a) a aceleração da partícula; 

(b) sua velocidade; 

(Cc) sua energia cinética; 

(d) sua posição. 

Solução: 


(a) Esse é um problema de valor inicial porque são dados valores Iniciais. De acordo com a segun- 
da lei do movimento de Newton, 


F = ma = QE 
onde a é a aceleração da partícula. Assim, 
a = Es = > (12a, + 10a,) = I8a, + 15a, m/s 
du 


d 
a= Er = Es (Mrs Up tt) = 168, + 154, 
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(b) Equacionando as componentes, tem-se: 


is I8L+ A 
— = lc = | 
dt és 

do ja 154 + B 
nao dei | , =— 1. 

dt E 

du; 

CE =0u.=C 

elt 


onde 4, Be € são constantes de integração. Porém, em t = 0,u = 4a, + 3a.. Donde: 


udl=0)=454=0+A ou A=d 
=== + 5 ou B =0 
udt=0)=353=€ 
Substituindo os valores de 4, Be € nas equações (8.1.1) a (8.1.3) resulta em: 
UC) = (ts dty do) = (162 + 4, 158,3) 
Dessa forma 
u(t = |s)= 22a, + l5a, + 3a. m/s 
E E | DA DR : . 
(c) À energia cinética (EC) = gm ju/" = 3 (tz Fis FS) 
= 718] 


(d) u = - = S (4,912) = (18 + 4, 151,3) 
É É 


Equacionando as componentes, obtém-se 


dx : 
—=u=I8tH4Sx=9% A+S+HA, 
dt 

dy | 3 

= = uy = 15 Sv= rr + E, 

dt 

dz 7 

— =4,=3 -+2=31+C 
io 


Em t=0,(x,y 7) = (1,-2, 0). Assim, 
«Mt=0)=1 51 =0+A, ou Aj=1 
vt=0=-25-2=0+8, ou B,=—2 
(t=0)=0 50 =0+€, ou C=0 
Substituindo os valores de 4,, B,e €, nas equações (8.1.4) a (8.1.6), obtemos: 


or) OHMS 2,3) 


Dessa forma, emt = 1, (x,y 2) = (14,5,5,3). 


(8.1.1) 
(8.1.2) 

(8.1.3) 
(8.1.4) 
(8.1.5) 
(8.1.6) 
(8.1.7) 


Ao eliminar t na equação (8.1.7), o movimento da partícula pode ser descrito em termos de x, y e z. 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 8.1 


Uma partícula, carregada de massa | kg e carga 2 €, parte da origem, com velocidade inicial 
zero, em uma região onde E = 3a. V/m. Determine: 

(a) a força sobre a partícula; 

(b) o tempo que a partícula leva para alcançar o ponto P (0,0, 12 m); 

(c) a velocidade e a aceleração da partícula em P: 


(d) a energia cinética da partícula em P. 


Resposta: (a) 6a. N: (b) 2s: (c) 12a m/s, 6a, m/s”: (d) 72. J. 


EXEMPLO 8.2 Uma partícula, carregada de massa 2 kg e carga 1 €, parte da ori gem com velocidade 3a, m/s e atra- 
vessa uma região com campo magnético uniforme B = 10a. Wb/m”. Em 1 = 4, calcule: 
(a) a velocidade e a aceleração da partícula; 
(b) a força magnética sobre a partícula; 
(c) a energia cinética (EC) da partícula e sua localização; 
(d) determine a trajetória da partícula eliminando t; 
(e) demonstre que a energia cinética (EC) da partícula permanece constante. 


Solução: 


du 
E = — Ed 
(a) F=m Ai Ou x B 


du Q 
qJ=— 3 — 
dt mm 
Assim 
d pla, ap a: 
ET (ua tua, +ua)=—|u.u, u|= (ua, — Ud) 
O O 0 


Comparando ambos os lados da igualdade, componente a componente, obtemos: 


du, 
et 





ls (8.2.1) 
aih, 
dt 


du, 
dt 


= —Su, (8.2.2) 


II 


Ou. = €, (8.2.3) 


Podemos eliminar 1, ou uu, nas equações (8.2.1) e (8.2.2), tomando a derivada segunda da primeira 
equação e utilizando a outra. Então, 
ir 
EU, cu 


AE? algo: 25H, 





OL 
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que é uma equação diferencial linear com solução (veja o Caso 3 do Exemplo 6.5): 
uu. = É cos5t + C; sen 5t (8.2.4) 
Das equações (8.2.1) e (8.2.4), 
du, 
Hy = E = —5C, sen 5t + 5C, cos 5t (8.2.5) 


ou 


u,=—C;sen5t + Cocos 5t 


Determinamos, agora, as constantes €,, C, e €, utilizando as condições iniciais. Em! = 0,u = 3a, 


Portanto: 


us 
dm 
a 


t =353=-C: 04 Coll =3 
0O=>0=C€, 


Dna 
pao 
II 


Substituindo os valores de €,, €, e €, nas equações (8.2.3) a (8.2.5), resulta em 


U= (HU) =(5sens5t,3cos 5, 0) 


Assim, 
u(t = 4) = (3 sen 20, 3 cos 20,0) 
= 2,159a, + 1,224a, m/s 
du ; 
=-— = (l5cos5t, —15 sen 5t, 0) 
dt 
e 
a(t = 4) = 6,10la, — 13,703a, m/s” 
(bh) F = ma = 12,24, — 27,4a, N 
ou 


F = Qu x B = (12,739, + 1,224a,) X 10, 
= 12,2a, — 27,44, N 


(c) a energia cinética (EC) = 1/2m lu” = 1/2(2) (2,739 + 1,224) = 9] 


dx É 
t.=—=3senstox=—cos5 + h 
dt 5 
dy | 3 
=" = 3cosã>y=-—sens + bh 
: dt > 
dz 
U=—-=057=b 
TE 3 


onde b,, b, e b, são constantes de integração. Em t = 0, (x, y, 2) = (0,0,0)e, portanto, 


3 
Mt=0)=050=—S"1+b/>b, = 0,6 


= 


Xt=0)=050=>:0+5,55b,=0 


tn |O 


(t=0)=050=ãhb, 


(8.2.6) 


(8.2.7) 


(8.2.8) 


(8.2.9) 
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tela 


ponto focal 





(a) (b) 


Figura 8.2 Focalização magnética de um feixe de elétrons: (a) trajetórias helicoidais dos elétrons: (b) vista das 
trajetórias, a partir do ponto final das mesmas. 


Substituindo os valores de b,, b, e b, nas equações (8.2.7) a (8.2.9), obtemos 


(x,y, 2) = (0,6 — 0,6 cos 5t, 0,6 sen 5t, O) (8.2.10) 
Emt=4s 
(x,y, 2) = (0,3552,0,5478, 0) 


(d) Da equação (8.2.10), eliminamos t observando que 
(x— 0,67 +)” = (0,6) (cos” St + sen 5),  2=0 
ou 
(x—- 0,67 +y=(0,6), 2z=0 


que é um círculo sobre o plano z = 0, centrado em (0,6, 0, 0) e com raio 0,6 m. Dessa forma, a 
partícula gira em uma órbita que coincide com uma linha de campo magnético. 


| 41 , E 
(e) EC. = > m jul” = 3 (2) (9 cos St + 9 sen” 5t) = 9J 


que é a mesma energia cinética (EC) em t = 0 et = 45. Logo, 0 campo magnético uniforme não tem 
efeito sobre a energia cinética da partícula. 

Observe que a velocidade angular w = QB/m e o raio da órbita r = u,/w, onde u, é a velocidade 
inicial. Uma interessante aplicação deste exemplo é na focalização de um feixe de elétrons. Neste ca- 
so, é empregado um campo magnético uniforme orientado paralelamente ao feixe desejado, como 
mostra a Figura 8.2. Cada elétron que emerge do canhão de elétrons segue uma trajetória helicoidal 
e retorna ao eixo no mesmo ponto focal, juntamente com outros elétrons. Se uma tela de um tubo de 
raios catódicos for colocada nesse ponto, um ponto luminoso irá aparecer na tela. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 8.2 


Um próton de massa m penetra um campo magnético uniforme B = 5 a. com uma velocidade 
inicial «a, + Ba. (a) Encontre as equações diferenciais que o vetor posição r = xa, + ya, + za, 
deve satisfazer. (b) Demonstre que a solução dessas equações é: 


[81 cy 
x=-senuwt, Y=— cos ut, z= Bt 
Co Cu 


onde w = eB /m ec e é a carga do próton. (c) Demonstre que essa solução descreve uma 
hélice circular no espaço. 


dx dy d 
Resposta: (a) Ea = w COS wi, e = —q sen ot = 8, (b) e (c) a demonstração. 


EXEMPLO 8.3 


Forças, Materiais e Dispositivos Magnéticos E | 287 


Uma partícula carregada se move com uma velocidade uniforme 4a, m/s em uma região onde E = 
20a VimeB= Ba. Wb/m”. Determine B, tal que a velocidade da partícula permaneça constante. 


Solução: 
Se a partícula se move com uma velocidade constante, isso implica que sua aceleração é zero. Em 
outras palavras, a partícula não sofre qualquer força líquida, Assim, 


O=F=ma=0(Ê +ux B) 
Ó 


O (20a, + da, X Boa.) 


ou 


—20a, = —4Ba, 


Então, 6, = 5. 

Esse exemplo ilustra um princípio importante empregado em um filtro de velocidade, mostrado 
na Figura 8.3. Nessa aplicação, E, B e u são mutuamente perpendiculares, tal que Ou x B é orienta- 
da em oposição a QE, independente do sinal da carga. Quando as magnitudes dos dois vetores são 
iguais, 


QuB = OE 
ou 


E 
L=— 
name 


Esta é a velocidade crítica requerida para igualar os dois termos da equação de força de Lorentz. 
Partículas com esta velocidade não são defletidas pelos campos, mas são “filtradas” através da aber- 
tura. Partículas com outras velocidades são defletidas para cima ou para baixo, dependendo se suas 
velocidades são maiores ou menores que a velocidade crítica. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 8.3 


Os campos uniformes E e B estão orientados em ângulos retos um em relação ao outro. Um 
elétron se move com uma velocidade 8 X 10º m/s perpendicularmente a ambos os campos e 
atravessa-os sem ser defletido. 


(a) Se a magnitude de B for de 0,5 mWb/m”, determine o valor de E. 


(b) Esse filtro funcionará para cargas positivas e negativas e para qualquer valor de massa? 


Resposta: (a) 4kV/m; (b) sim. 






abertura 
particulas 


= particulas com 
carregadas 


velocidade constante 


Fm =QuXB 


Figura 8.3 Um filtro de velocidade para partículas carregadas. 
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EXEMPLO 8.4 


Uma espira retangular, percorrida por uma corrente L,, é colocada paralelamente a um fio infinita- 
mente longo, percorrido por uma corrente f,, como mostrado na Figura 8.4). Demonstre que a força 
sobre a espira é dada por 





Lol lob | | I | 
= Ft | n 5N 
27 lo pra do 


Solução: 
Seja a força sobre a espira dada por 


F=R+B+B+E=hbdbXB, 


onde F,, F,, F,. e F, são, respecuivamente, as forças exercidas sobre os lados da espira referidos co- 
mo 1,2,3 e 4 na Figura 8.4(b). Devido ao fio infinitamente longo: 


Eolh 
B =-——— q 
| 2TPo i 
Assim, 
Ee ul 
Fo=b [db xBi=h | dz a, x —— " 
“z=0 2TPo 
Hb 
= a, (atrativa) 
2TPo 


F, é uma força atrativa porque está dirigida para o fio longo, isto é, F, está orientado ao longo de 
—a, pelo fato de que o lado 1 da espira e o fio longo são percorridos por correntes no mesmo sen- 
tido. De maneira similar, 





O 
F, = 1 | dh x B,=b | enc EE ay 
Loo mp ta) 
Hb 
— Here a, (repulsiva) 
2x0, + a) * 
Date 
a 
F, = h | doa, xe PL Ds 
a 27p 


P> Ba 


Pora 
nú e — e e 
27 Po 


a, (paralela) 





' 


| O) 
DO 
LE 





— ate 
E, F. 
(a) (b) 


Figura 8.4 Referente ao Exemplo 8.4: (a) espira retangular sob a influência de um campo produzido por um fio 
infinitamente longo: (b) forças que atuam sobre a espira e o fio. 
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e ol dg 
F, = b | doa, x Pelé 


27p 


P=Pota 


J + a 
= Rei at In qnt a. (paralela) 
27 Po A 


A força total F, sobre a espira é a soma de F,, F,, F,e F,, Isto é: 


E | | 
F. = Ho! fab E E | (-a,) 
27 Po Porta 





que é uma força atrativa e tenta mover a espira em direção ao fio. A força F, sobre o fio, pela terceira 
lei de Newton, é igual a— F,. Veja a Figura 8.4(D). 


EXERCÍCIO PRÁTICO 8.4 


No Exemplo 8.4, determine a força sobre o fio infinitamente longo, se /, = 104,1, = 5A, 
py = 20 cm, a = 10 cm, b = 30 cm, 


Resposta: 5a, UN. 


8.3 TORQUE E MOMENTO MAGNÉTICOS 


Tendo considerado a força sobre uma espira de corrente em um campo magnético, podemos deter- 
minar o torque sobre ela. O conceito de torque sobre uma espira de corrente quando sob ação de um 
campo magnético é de fundamental importância para entender o comportamento de partículas car- 
regadas em órbita, de motores de corrente contínua e de geradores. Se a espira for colocada parale- 
lamente a um campo magnético, ela sofre uma força que tende a girá-la. 


O torque T (ou momento mecânico de força) sobre a espira é o produto vetorial entre a força 
Feo braço de alavanca r. 
Isto é: 
T=rxXF (8.14) 
e sua unidade é Newtons-metro (N mo). 
Apliquemos esta relação à uma espira retangular, de comprimento fe largura w, colocada em um 
campo magnético uniforme B, como mostrado na Figura 8.5(a). À partir desta figura, observamos 


que dl é paralelo a B ao longo dos lados 12 e 34 da espira, e que nenhuma força é exercida sobre estes 
lados. Então: 


3 | 
E=1] ax B+1| dl x B 
2 4 


£ É 
=1] dia xB+1| dia. x B 
7 L 


ou 


E= Fo 


ça 
II 
Ea 


(8.15) 
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f—— eixo de rotação 


(a) tb) 


Figura 8.5 Espira retangular plana em um campo magnético uniforme. 


onde |F,| = 1B€ porque B é uniforme. Então, nenhuma força é exercida sobre a espira como um to- 
do. Entretanto, F, e — F, agem em diferentes pontos sobre a espira e, com isso, geram um conjuga- 
do. Se a normal ao plano da espira faz um ângulo a com B, como mostrado na vista em seção reta da 
Figura 8.5(b), o torque sobre a espira é 


IT) = |F;jwseno 
ou 
T = Blfwseno (8.16) 
Contudo, tw = S, a área da espira. Portanto: 


F = BiSsena (8.17) 


a | rar z 2 Er “ “ 
como o momento de dipolo magnético da espira (em A/m'). Na equação (8.18), a, é o vetor unitário 
normal ao plano da espira e sua orientação é determinada pela regra da mão direita — dedos apontan- 
do no sentido da corrente e o polegar ao longo de a,. 


Definimos 


O momento de dipolo magnético é o produto entre a corrente e a área da espira. Sua direção 
é perpendicular à espira. 


Introduzindo a equação (8.18) na equação (8.17), obtemos: 


Esta expressão é geralmente aplicável para determinar o torque sobre uma espira plana, de qualquer 
formato, embora ela tenha sido obtida para uma espira retangular. A única limitação é que o campo 
magnético deve ser uniforme. Deve-se observar que o torque é na direção do eixo de rotação (eixo z 
no caso da Figura 8.5a). Ele é orientado de forma a diminuir « uma vez que m e B estão alinhados. 
Em uma posição de equilíbrio (quando m e B têm a mesma orientação), a espira é perpendicular ao 
campo magnético e o torque será zero, bem como a soma de forças na espira. 
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8.4 DIPOLO MAGNÉTICO 


Um ímã ou uma pequena espira filamentar de corrente é usualmente referido como um dipolo mag- 
nético. À razão para tanto e o que significa para nós “pequena” ficará logo evidente. Determinemos 
o campo magnético B em um ponto P(r, 8, é) devido a uma espira circular que é percorrida por uma 
corrente /, como mostrado na Figura 8.6. O potencial magnético vetorial em P é: 


À = je i e (8.20) 


Pode-se demonstrar que, em campo distante (r => a, tal que a espira pareça pequena para um obser- 
vador no ponto P), A tem somente a componente é é é dada por 


+ 
— Holma'sen O as 


A (8.2la) 


a 
dmrr” 


ou 


(8.21b) 





p À 4 ' = + 
onde m = Ira'a., o momento magnético da espira, ca. X a, = sen 8a,. Determinamos a densidade 
de fluxo magnético B a partir de B = V x A, fazendo: 


Hot 


B = sê (2cosda, + senfa,) (8.22) 


qr 





É interessante comparar as equações (8.21) e (8.22) com as expressões similares (4.80) e 
(4.82) para o potencial elétrico Ve a intensidade de campo elétrico E devido a um dipolo elétri- 
co. À comparação é feita na Tabela 8.2, na qual observamos a estreita semelhança entre B, em 
campo distante, como o campo devido à uma pequena espira de corrente, e E, em campo distante, 
devido a um dipolo elétrico. É, portanto, razoável considerar uma pequena espira de corrente co- 
mo um dipolo magnético. As linhas de B devido a um dipolo magnético são similares às linhas de 
E devido a um dipolo elétrico. A Figura 8.7(a) ilustra as linhas de B em torno do dipolo magnéti- 
com = IS. 


z Figura 8.6 Campo magnético em P devido à 
uma espira de corrente. 
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TABELA 8.2 Comparação entre monopolos elétricos e magnéticos e entre dipolos elétricos e magnéticos 








Elétrico 
Q 
V7 = 
de 
Qa 
E=—— 
Air Eor 





Monopolo (carga pontual) 


Magnético 


Não existe 


Um 


Monopolo (carga pontual) 








O cos O 


am 


; dire? 
Qd 
E = —— g (2 cos 0 a, + sen À ag) 
ATE 


a, 








Dipolo (duas cargas pontuais) 


(a) 


— Hom sen da, 


dar? 


Hom 


(2 cos da, + senfia,) 





d4mrà 





Dipolo (pequena espira de comente ou barra imantada) 





[b) 


Figura 8.7 As linhas de B devido aos dipolos magnéticos: (a) uma pequena espira de corrente com m = ÉS; 


(b) um ímã com m = 0, 


Uma pequeno ímã permanente, mostrado na Figura 8.7(b), pode também ser considerado como 
um dipolo magnético. Observe que as linhas de B devido ao ímã são similares àquelas devido à pe- 


quena espira de corrente na Figura 8.7(a). 
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EXEMPLO 8.5 


Figura 8.8 Um imã em um campo magnético externo. 





Considere o imã da Figura 8.8. Se O, é uma carga magnética isolada (intensidade de pólo) e lo 
seu comprimento, o ímã tem um momento de dipolo Q |. (Observe que OQ, existe, entretanto, não 
existe sem um — O associado. Veja tabela 8.2.) Quando ímã está imerso em um campo magnético 
uniforme B, ele experimenta um torque 


T=mxB=0Q,4xB (8.23) 
onde € aponta na direção sul-norte. O torque tende a alinhar o ímã com o campo magnético externo. 
A força que age sobre a carga magnética é dada por: 


F=0,B (8.24) 


Já que tanto uma pequena espira de corrente quanto um ímã se comportam como dipolos magnéti- 
cos, eles são equivalentes se produzem o mesmo torque quando sob a ação de um dado campo mag- 
nético B, isto é, quando 


T = O,fB = ISB (8.25) 
Dessa forma, 
Ot = IS (8.26) 


demonstrando que eles devem ter o mesmo momento de dipolo, 


Determine o momento magnético de um circuito elétrico formado pela espira triangular da Figura 8.9. 


Solução: 

Do Problema 1.1 8(c), a equação de um plano é dada por4x + By + C: + D=0,ondeD=—(A” + 
B' + C). Uma vez que os pontos (2, 0, 0), (0, 2,0) e (0,0, 2) estão sobre o plano, estes pontos de- 
vem satisfazer a equação do plano e as constantes A, B, Ce D podem ser determinadas. Fazendo 
isto, resulta em x + y + z = 2 como o plano sobre o qual a espira está. Portanto, podemos usar 


m = fa, 


onde 


Le 
| 


| | 
área despiras = 3 X base X altura = 3 1V'2%0 2)sen 60º 
4 sen 60º 


Definimos a superfície plana pela função 
FQrl=rrytz-r2=0, 


Vf  (arta-+ta) 


q = E—— = 
) 1/3 


“IN 
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EXEMPLO 8.6 


Escolhemos o sinal positivo em função da orientação da corrente na espira (usando a regra da mão 
direita, m é orientado como na figura 8.9). Portanto, 


) (a+a+a,) 


v3 


lO(a,+a,+ajA-m 


m = 5 (d sen 60º 


E Figura 8.9 Espira triangular do Exemplo 8.5. 





EXERCÍCIO PRÁTICO 8.5 


Uma bobina retangular, de área 10 cm”, é percorrida por uma corrente de 50 A e está sobre o 
plano 2x + 6y — 3z = 7, tal que o momento magnético da bobina está orientado para fora da 
origem. Calcule seu momento magnético. 


Resposta: (1.429a, + 4,286a, - 2,143, X 10“ A-m' 


Ea a “ a a a Ê 
Uma pequena espira de corrente L,, com momento magnético 5a, A/m”, está localizada na origem, 

=. ci Rc 2 » 
enquanto outra pequena espira de corrente, com momento magnético 3a, A/m” está localizada em 
(4, — 3, 10). Determine o torque sobre L,. 


Solução: 
O torque T, sobre a espira L, é devido ao campo B, produzido pela espira £,. Portanto, 


T, = m, X B, 
Já que m, para a espira L, é ao longo de a., determinamos B, usando a equação (8.22): 


tm 
B, = ara (2cosba, + sen 0 a;) 


Utilizando a equação (2.23), transformamos m, do sistema de coordenadas cartesiano para o sistema 
esférico: 


m, = 3a, = 3 (senf sen ga, + cos 0 sen & ay + cos é as) 


Em (4, -3, 10): 





Ej= Ped sao RE 
E e — O — DT — [o e dh + — 
z 10 2 V'5 Vs 
9 = 
lg d = = => Sen & = ——, cos & = — 
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Assim, 


s texto aa nn: | as) 
= e q dp To Ag 
C Mrs NVE" a/s 
10" 

—— (4a, + ap) 

025 ar ag) 

| 3a, Gay + Sae] 


ss sus 5 


II 


ms = 


E 


107 (3) 
625 (545) 
4293 x 10! (—6a, + 38,78a, + 2425) 
= —(,258a, + 1,665a, + 1,034, nN :m 


(-3a, — 6a, + 4N5a,) X (4a, + as) 


EXERCÍCIO PRÁTICO 8.6 


Se a bobina do Exercício Prático 8.5 é imersa em um campo uniforme 0,6a, + 
0,4a, + 0,5a, Wb/m', 


(a) determine o torque sobre a bobina; 
(b) demonstre que o torque sobre a bobina é máximo se ela for colocada sobre o plano 
2x-8y + 47 = W84, Calcule o valor do torque máximo. 


Resposta: (a) 0,03a, — 0,02a, — 0,024. N - m; (b) 0,04387 N - m. 


8.5 MAGNETIZAÇÃO EM MATERIAIS 


Nossa discussão aqui será semelhante àquela sobre a polarização de materiais em um campo elétri- 
co, Assumiremos que nosso modelo atômico é o de um elétron orbitando em torno de um núcleo po- 
siIvO. 

Sabemos que um dado material é composto de átomos. Cada álomo pode ser considerado como 
constituído de elétrons orbitando em torno de um núcleo central positivo. Os elétrons também giram 
em torno de seus próprios eixos. Portanto, um campo magnético interno é gerado pelos elétrons que 
orbitam em torno do núcleo como na Figura 8.10(a), ou pela rotação dos elétrons, como na Figura 
8. 10(b). Esses dois movimentos eletrônicos geram campos magnéticos internos B,que são similares 
ao campo magnético produzido por uma espira de corrente da Figura 8.11, A espira de corrente 
equivalente tem um momento magnético m = [,Sa,, onde $ é a área da espira e f, é a corrente no en- 
torno do átomo. 

Sem um campo externo B aplicado ao material, a soma dos ms é zero devido à orientação 
randômica, como na Figura 8.12(a). Quando um campo externo B é aplicado, os momentos mag- 
néticos dos elétrons tendem a se alinhar com B, tal que o momento magnético liquido não é zero, co- 
mo ilustrado na Figura 8.12(b). 


ne 


A magnetização M (em ampéres/metro) é o momento do dipolo magnético por unidade de 
volume. 
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Figura 5.10 (a) Elétron orbitando em torno 
do núcleo; (b) movimento de rotação do elétron. 
núcleo I se 
O i | 
elétron 
| 
(ta) (b) 
B, Figura 8.11 Espira circular de corrente equivalente ao movimento 


eletrônico da Figura 8.10, 


se há N átomos em um dado volume Av e o k-ésimo átomo tem um momento de dipolo m,, 


(8.27) 





Um meto para o qual M não é zero em nenhum ponto é dito magnetizado. Para um volume diferen- 
cial dv', o momento magnético é dm = M dv". Da equação (8.21b), o potencial magnético vetorial 
devido a dm é: 


Mxa aM x R 
gh e ERR A 
d4mRº 4mR' 
De acordo com a equação (7.46): 
R 
ia 
R R 





(a) (b) 


Figura 8.12 Momento de dipolo magnético em um volume Av: (a) antes da aplicação de B; (b) após a apli- 
cação de B. 
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Portanto, 
A=te [Mx vidy (8.28) 
| dy R gi 
Utilizando a equação (7.48), obtém-se: 
| | M 
Mx V—-=—V xM- V' x— 
RR R 


Substituindo esta relação na equação (8.28): 


Ha | Vi xM Ho 


M 
A : dy — — | V x e dv 


“4x 


R dm 
Aplicando a identidade vetorial 


| Vi xPdr = 6 F x ds 
y 


V 


à segunda integral, obtemos: 


V' x M x 
A=te | VAM o, aa bo MX ão 


dx po R 47 R 
(8.29) 
— Fo | di dv + deb K, ds' 
dr); R dr lo R 


Comparando a equação (8.29) com as equações (7.42) e (7.43) (desconsiderando “as linhas”), 
obtém-se: 


Ju= VxM (8.30) 


Eb 


onde J, é a densidade de corrente de magnetização ligada, em um volume, ou a densidade de corren- 
te de magnetização em um volume (em ampêres por metro quadrado), K, é a densidade de corrente 
ligada em uma superfície (em ampéres por metro) € a, é o vetor unitário normal à superfície. A equa- 
ção (8.29) mostra que o potencial de um corpo magnético é devido à densidade de corrente em um 
volume J, através do corpo e de uma corrente K, sobre a superfície do corpo. O vetor M é análogo 
ao vetor polarização P nos dielétricos e, algumas vezes, é chamado de densidade de polarização 
magnética do meio. Em outro sentido, M é análogo a H e ambos têm as mesmas unidades. Neste as- 
pecto, assim como J] = V x H, também J, = V X M. J,e K, para um corpo imantado também são 
similares à p,, € p,, para um corpo polarizado. Como fica evidenciado nas equações (8.29) a (8.31), 
J,.€ K, podem ser obtidos de M. Por conseguinte, J, e K, não são comumente utilizados. 
No espaço livre, M = 0 e temos 
B | 

VxH=yJ, ou V x (2) = J, (8.32) 


pi) 


onde J É a densidade de corrente livre em um volume. Em um meio material M & 0 e, como resul- 


tado, B muda, tal que 
B 
Vx (E) 
Ha 


Il 


Jp + Ju =d 
VxH+VxM 


I 
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OL 


| B = u(H+M) | (8.33) 


A relação na equação (8.33) mantém-se para todos os materiais, sejam eles lineares ou não. Os con- 
ceitos de linearidade, isotropia e homogeneidade, introduzidos na Seção 5.7 para meios dielétricos 
igualmente se aplica aqui para meios magnéticos. Para materiais lincares, M (em A/m) depende 
linearmente de H, tal que 


(8.34) 





onde x, é uma grandeza adimensional (a razão M sobre H) denominada suscetibilidade magnética 
do meio. E mais ou menos a medida de quão suscetível (ou sensível) a matéria é ao campo magnéti- 
co, Substituindo a equação (8.34) na equação (8.33) vem que 


B = ul + xJH = uH (8.35) 
ou 
onde 





A grandeza q = gu, é denominada permeabilidade do material e é medida em henrys/metro. O hen- 
ry é a unidade de indutância e será definida mais adiante. A grandeza adimensional u, é a razão entre 
a permeabilidade de um determinado material e a do espaço livre, sendo chamada de permeabilidade 
relativa do material. 

Deve-se ter em mente que as relações nas equações (8.34) a (8.37) são válidas somente para ma- 
teriais lineares e isotrópicos. Se os materiais são anisotrópicos (cristais, por exemplo), a equação 
(8.33) é válida, mas as equações (8.34) a (8.37) não se aplicam. Neste caso, gu tem nove termos 
(similar ao na equação (5.37)) e, consequentemente, os campos B, He M não são mais paralelos. 


'8.6 CLASSIFICAÇÃO DOS MATERIAIS MAGNÉTICOS 


Em geral, podemos usar a suscetibilidade magnética x, ou a permeabilidade magnética gu, para clas- 
sificar os materiais em termos de suas propriedades magnéticas ou de seu comportamento magnéti- 
co. Um material é dito não-magnético se x, = O (ou yu, = 1). Ele é magnético se isso não se verifi- 
car. Espaço livre, ar e materiais com x, = O (ou g, = 1) são considerados não-magnéticos. 

Em termos genéricos, os materiais magnéticos podem ser agrupados em três categorias princi- 
pais: diamagnéticos, paramagnéticos e ferromagnéticos. Esta classificação genérica está indicada na 
Figura 8.13. Um material é dito diamagnético se tiver pu, = | (isto é, um x, muito pequeno e nega- 
tivo). É dito paramagnético se tiver g, = 1 (isto é, um x, muito pequeno e positivo). Se x, >> | (is- 
to é, um x, muito grande e positivo), o material é ferromagnético. A Tabela B.3, no Apêndice B, 
apresenta os valores de u, para alguns materiais. Da tabela, fica evidente que, para a mator parte das 
aplicações práticas, podemos assumir u, = | para materiais diamagnéticos e para materiais paramag- 
néticos. Portanto, podemos considerar materiais diamagnéticos e materiais paramagnéticos como li- 
neares e não-magnéticos. Materiais ferromagnéticos são sempre não lineares e magnéticos, exceto 
quando as temperaturas de trabalho estão acima da temperatura Curie (a ser explicada mais adiante). 
A razão para isso ficará evidente à medida que examinarmos mais de perto cada um dos três tipos de 
materiais magnéticos. 
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materiais magnéticos 






linear não-linear 





diamagnéticos paramagnéticos ferromagnéticos 
Xa SOM = O x Km 20, 4,2] 






Figura 8.13 Classificação dos materiais magnéticos. 


O diamagnetismo ocorre em materiais em que os campos magnéticos, devido aos movimentos 
de translação dos elétrons em torno em torno do núcleo e de rotação dos elétrons em torno de seus 
próprios eixos, se cancelam mutuamente. Desse modo, o momento magnético permanente (ou In- 
trínseco) de cada átomo é zero, e os materiais são fracamente afetados pelo campo magnético. Para 
a maioria dos materiais diamagnéticos (por exemplo, bismuto, chumbo, cobre, silício, diamante, 
cloreto de sódio), x, é da ordem de —10"*. Em certos tipos de materiais denominados supercondu- 
tores, a temperaturas próximas do zero absoluto, o “diamagnetismo perfeito” ocorre: x, = —1 ou 
É, = 0 e 5 = O. Portanto, os supercondutores não podem conter campos magnéticos.” Ã EXCEÇÃO 
dos supercondutores, os materiais diamagnéticos são raramente utilizados na prática. Embora o 
efeito diamagnético seja mascarado por outros efeitos mais proeminentes em alguns materiais, to- 
dos os materiais apresentam diamagnetismo, 

Os materiais cujos átomos tem um momento magnético permanente não-nulo podem ser ou para- 
magnéticos ou ferromagnéticos. O paramagnetismo ocorre em materiais para os quais os campos 
magnéticos produzidos pelos movimentos de translação dos elétrons em torno do núcleo e de rotação 
dos elétrons em torno de seus próprios eixos não se cancelam completamente. 

Diferentemente do diamagnetismo, o paramagnetismo depende da temperatura. Para a maioria 
dos materiais paramagnéticos (por exemplo: ar, platina, tungstênio, potássio), x, é da ordem de 
+0“a+l0 “e depende da temperatura. Tais materiais encontram aplicação em masers. 

O ferromagnetismo ocorre em materiais para os quais os átomos têm momento magnético per- 
manente relativamente grande. São denominados materiais ferromagnéticos porque o material mais 
conhecido dessa categoria é o ferro. Outros materiais são o cobalto, o níquel e seus compostos. Os 
materiais ferromagnéticos são muito úteis na prática. De forma distinta dos materiais diamagnéticos 
e dos paramagnéticos, os materiais ferromagnéticos têm as seguintes propriedades: 

1. são capazes de serem magnetizados fortemente por um campo magnético; 

2. retêm um grau considerável de magnetização quando retirados do campo; 
perdem suas propriedades ferromagnéticas e tornam-se materiais paramagnéticos lincares 
quando a temperatura fica acima de uma certa temperatura conhecida como temperatura 
Curie. Portanto, se um imã permanente for aquecido acima de sua temperatura Curie (770º C 
para o ferro), ele perde sua magnetização por completo; 

4, são não-lineares, isto é, a relação constitutiva B = yu u,H não se verifica para materiais fer- 
romagnéticos porque «, depende de B e não pode ser representado por um único valor. 


Esd 


Portanto, os valores de gu, citados na Tabela B.3 para materiais ferromagnéticos são apenas típicos. 
Por exemplo, para níquel g, = 50 sob certas condições e 600 sob outras condições. 

Como mencionado na Seção 5.9, referente a materiais condutores, os materiais ferromagnéticos, 
como o ferro e o aço, são utilizados para isolamento (ou blindagem) para proteger dispositivos 
elétricos sensíveis de distúrbios causados por campos magnéticos intensos. Um exemplo típico de 
uma blindagem de ferro é mostrada na Figura 8.14(a), onde a bússola está protegida. Sem a 
blindagem de ferro, a bússola fornece uma leitura errada devido ao efeito do campo magnético ex- 
terno, como na Figura 8.14(b). Para um isolamento perfeito requer-se que a blindagem tenha per- 
meabilidade infimita, 


* Um tratamento excelente dos supercondutores é encontrado em M. A. Plonus, Applied Electromagnetics. New York: McGraw-Hill, 1978, p. 375-388. Também, 
a edição de agosto de 1989 dos Proceedings of IEEE é dedicado à supercondutividade. 
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/ blindagem de ferro 





tb) 


Figura 8.14 Isolamento magnético: (a) blindagem de ferro protegendo uma pequena bússola; (b) a bússola dá 
uma indicação errada sem a blindagem. 


Embora B = u (H + M) seja válida para todos os materiais, inclusive os ferromagnéticos, a re- 
lação entre B e H depende da magnetização prévia do material ferromagnético, Isto é, sua “história 
magnética”. Ao invés de termos uma relação linear entre Be H (isto é, B = uH), somente é possível 
representar essa relação pela curva de magnetização ou curva B-H. 

Uma curva B-H típica é mostrada na Figura 8.15. Em primeiro lugar, observe a relação não linear 
entre B e H. Em segundo lugar, em qualquer ponto sobre a curva, pg é dado pela razão B/H e não por 
dB/dH, a inclinação da curva. 

Se assumirmos que o material ferromagnético, cuja curva B-H está na Figura 8.15, está Inicial- 
mente desmagnetizado, à medida que H aumenta (devido ao aumento da corrente) de O até a máxi- 
ma intensidade de campo aplicada H |. a curva OP vai sendo gerada. Essa curva é referida como a 
curva virgem ou curva inicial de magnetização. Após alcançar a saturação em P, se H diminuir, B 
não segue a curva inicial, mas se atrasa em relação à H. Esse fenômeno de B se atrasar em relação à 
H é denominado histerese (que significa “atraso” em grego). 

Se H for reduzido a zero, B não é reduzido a zero, mas a B, que é referido como a densidade de 
fluxo remanente. O valor de B, depende de Ha intensidade de campo máxima aplicada. A ex- 
istência de B, é a causa de termos ímãs permanentes. Se H cresce negativamente (ao inverter o sen- 
Udo da corrente), B torna-se zero quando H torna-se Ff, que é conhecida como intensidade de cam- 
po coercitiva. Materiais para os quais H é pequeno são ditos magneticamente macios. O valor de H, 
depende de HH 

Um aumento adicional de H na direção negativa até alcançar O e a reversão até alcançar P resulta 
em uma curva fechada denominada faço de histerese. O formato dos laços de histerese variam de um 
material para outro. Algumas ferrites, por exemplo, tem um laço de histerese quase retangular e são uti- 
lizadas em computadores digitais como memórias para armazenamento de dados. A área de um laço de 
histerese dá a energia perdida (perda histerética) por unidade de volume durante um ciclo da magneti- 
zação periódica do material ferromagnético, Essa perda de energia se dá na forma de calor. E, portanto, 
é desejável que os materiais utilizados em geradores elétricos, motores e transformadores tenham laços 
de histerese altos, mas estreitos, tal que as perdas histeréticas sejam minimizadas. 






Fá 


curva de 
magnelização 
inicial 


H 


Figura 8.15 Curva de magnetização (B-=H) típica. 
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EXEMPLO 8.7 A região O = 7 = 2 m está ocupada por um bloco infinito de material permeável (u, = 2,5). Se 
. B = lOya —5xa, mWb/m” dentro do bloco, determine: (a) J, (b)J mtc)M, (d) K, sobre z = 0. 
Solução: 
(a) Por definição, 
B l IB. dB, 
J=VxH=Vx - as (a — dt) a, 
Hot drx 10 (2,5)% dx dy 


a) 


To | ? 
fm — 10)10"“a. = —4,775a. kA/m” 


(b) Jp = x) = (4 — DJ = 1,5(-4,7754,) + 10º 
=LIÓ3a, kA/m” 

B  15(l0ya,— 5xay 10 
Hot 47X 102,5) 

= 4,775ya, — 2,387xa, KA/m 





(0) M = xa =X 


()K,=MxXa,. Jáquez = 0éa porção inferior do bloco que ocupa O = 7 = 2,a, = -a.. Dessa for- 
ma, 


K, = (4,775ya, — 2,387xa,) X (—a.) 
= 2,387xa, + 4.775ya, kA/m 


EXERCÍCIO PRÁTICO 8.7 
Em uma certa região (u = 4,64), 
B = 10ºa, mWb/m 


encontre: (a) %,. (b) H, (c) M 


Resposta: (a) 3,6; (b) 1.730e “a, A/m; (c) 6.228e “a. Alm. 


8.7 CONDIÇÕES DE FRONTEIRA MAGNÉTICAS 


Definimos as condições de lronteira magnéticas como as condições que o campo H (ou B) deve 
satis-fazer na fronteira entre dois meios diferentes. Nossas deduções aqui são similares àquelas da 
Seção 5.9, Faremos uso da lei de Gauss para campos magnélicos 


b B-dS = 0 (8.38) 
e da lei circuital de Ampére 
6 H-dl=! (8.39) 


Considere a fronteira entre dois meios magnéticos | e 2 caracterizada, respectivamente, por gu, € 
Ho. como na Figura 8.16. Aplicando a equação (8.38) ao cilindro (superfície gaussiana) da Figura 
8. L6(a) e fazendo Ah — O, obtemos: 


B, AS -— B,,4$=0 (8.40) 
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Kb) 


Figura 8.16 Condições de fronteira entre dois meios magnéticos: (a) para B:; (b) para H. 


Então, 


B,, = Bo, ou pH = golo, (8.41) 


uma vez que B = uH, A equação (8.41) mostra que a componente normal de B é contínua na fron- 
teira. Essa equação também mostra que a componente normal de H é descontínua na fronteira; H 
pode ter alguma mudança na interface. 

De maneira similar, aplicamos a equação (8.39) ao caminho fechado abeda da Figura 8.16(b), 
onde a corrente K na superfície da fronteira é considerada normal ao caminho. Obtemos 


kKk:-Aw= H,: Aw + Hu + HS 
dh Ah 
op BM o e Mia (8.42) 
a É 
À medida que Ah — 0, a equação (8.42) nos leva a 
H,— H,=K (8.43) 


Isso mostra que a componente tangencial de H é também descontínua. A equação (8.43) pode ser es- 
crita em termos de B como 


=> = K (8.44) 


No caso geral, a equação (8.43) torna-se 


(8.45) 





onde a, ,, é um vetor unitário normal à interface e orientado do meio 1 para o meio 2. Se a fronteira 
está livre de corrente ou os meios não são condutores (por K se entende densidade de corrente livre), 


K = De a equação (8.43) torna-se 
B B 
Ha Ho 


Portanto, a componente tangencial de H é contínua, enquanto que a componente tangencial de B é 
descontínua na fronteira. 
Se os campos fazem um ângulo 8 com a normal à interface, a equação (8.41) resulta em 


B;, cos Õ, ti Bin ei Bo, et Bs cos 8, (8.47) 


EXEMPLO 8.8 
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enquanto que a equação (8.46) origina 
B B ; 
— senfg =H,=Hy=—seng (8.48) 
Hi Ha 


Dividindo a equação (8.48) pela equação (8.47), temos 


(8.49) 





que é similar à equação (5.65), e é a lei da refração para linhas de fluxo magnético quando na fron- 
teira não há qualquer fonte de corrente na superfície da interface de separação. 


Dado que H = -2a, + 6a, + 4a, A/m em uma região y-x—2 = 0, onde u, = Sp, calcule: 


(a) Me B,: 
(b) H,e B,naregiãoy-x-2 = 0, onde q, = 2y, 


e 


Solução: 

Jáquey-x-2=0éumplano,y-x=2ouy=x+2éaregião | na Figura 8.17. Podemos con- 
firmar isso com a localização de um ponto nessa região. Por exemplo, a origem (0, 0) está nessa 
região, uma vez que 0-0 - 2 < 0. Se descrevermos a superfície do plano por fix, v) = y=x- 2, um 
vetor unitário normal ao plano é dado por 


ri cm VS 
CY V'2 
(a) M, = xmaH = (ga — DH, = (5 — 1(-2,6, 4) 


= —8a, + 24a, + l6a, Am 
= mH, = uuaH = 47X 10 45(-2, 6,4) 
= —12,57a, + 37,7a, + 25,13a, uWbi/m” 
(= 10] (1150) 

va v2 


= 


(b) H,, a (H, É AJA, nei (—2, Ó, 4) É 


= —da, + da, 


Porém, 
H = H, + H, 


Figura 8.17 Referente ao Exemplo 8.8. 
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Portanto, 
H,, = H, = H,, = =, Õ, 4) E (—4, 4, 0) 
= 2a, + 2a, + da, 


Utilizando as condições de fronteira, temos 
Bs, fi B,, o toHs, a tiH, 


DL 
Emi = (duda) = 10no Oo 
Ho Es i 
Então, 
H, = Ho, + H,, = —8a, + 12a, + 4a, Alm 
[o 
B, = pH, = potoHo = (47 X 10 N2X-8, 12,4) 
= —20, la, + 30,16a, + 10,05a, uWb/m” 
EXERCÍCIO PRÁTICO 8.8 


A região 1, descrita por 3x + dy = 10, é um espaço livre, enquanto que a região 2, descrita 
por 3x + 4y = 10, é um material magnético para o qual u= 10u,. Assumindo que a fronteira 
entre o material e o espaço livre seja livre de corrente, determine B,, se B, = O,la, + 0,4a, + 
0,24. Wb/m. 


Resposta: — 1,052a, + 1,264a, + 2a, Wb/m”. 


O plano xy serve como interface entre dois meios diferentes. O meio | (z < 0) é preenchido com um 

material cujo gu, = 6,€ o meto 2 (z > 0) é preenchido com um material cujo gu, = 4, Se a Interface é 
a 2 a 

percorrida por uma corrente (1/u,)a,mAÃ/m e B, = 5a, + $a, mWb/m', determine Hc B,. 


EXEMPLO 8.9 


Solução: 

No exemplo anterior, K = O, tal que a equação (8.46) era adequada. Neste exemplo, entretanto, K = O 
e temos que recorrer à equação (8.45) em conjunto com a equação (8.41). Considere o problema co- 
mo ilustrado na Figura 8.18. Assuma que B, = (B, B,, B.) seja expressa em mWb/m”, 


B,, ei Ba, Es da, E B. =8 (8.8.1) 


Figura 8.18 Referente ao Exemplo 8.9. 


DT TT SE e 
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(8.5.2) 


(8.8.3) 


Porém, 
B. | 
H., = = = (5a, + 8a.) mÃ/m 
Ha Ala 
e 
B, | 
H, TAS STr Era (Ba, + Ba, ci B.a.) mA/m 
Hi Omo o 
Tendo determinado as componentes normais, podemos encontrar as componentes tangenciais 
usando 
(H, ET Ho.) x Al? = k 
ou 


H, xao =H,Xa, + K 


Substituindo as equações (8.8.2) e (8.8.3) na equação (8.8.4), temos: 


| e | 
—— (Ba, + Ba, + Ba.)xXa.=-——(Sa, + 89.) X a, + E a, 
o 


Oo Ao 


Equacionando as componentes, tem-se: 





Ms 6 
BH, E 4] ps ess 
y 4 ii 14 


A partir das equações (8.8.1) e (8.8.5), 
B, = 1,5a, + 8a. mWb/m” 


B | 
H, = D=— (0,25a, + 1,334.) mA/m 
Hi Ho | 


Es 


| 
H, = — (1,25a, + 2a.) mA/m 
Ec 


| 


(8.8.4) 


(8.8.5) 


Observe que H, é (1/u,)) mA/m menor do que H,, devido à lâmina de corrente e também porque 


B,, - Br 


EXERCÍCIO PRÁTICO 8.9 


Um vetor unitário normal apontando da região 2 (4 = 24.) para a região | (u = UU) é 


a,» = (6a, + 2a, —3a,)/7. Se H, = 10a, + a, + 12a, A/fmeH, = Ha, — 5a, + da, A/m, 


determine: 

(a) H,; 

(b) a densidade de corrente K na interface; 

(c) os ângulos que B, e B, fazem com a normal à interface. 


Resposta: (a) 5,833; (b) 4,86a, — 8,64a, + 3,95a, A/m; (c) 76,27º, 77,62º. 
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8.8 INDUTORES E INDUTÂNCIAS 


Um circuito (ou um caminho fechado condutor) que é percorrido por uma corrente / gera um campo 
magnético B, que causa um fluxo 'P = [B- dS que atravessa cada espira do circuito, como mostrado 
na Figura 8,19, Se o circuito tiver N espiras idênticas, definimos o fluxo concatenado À como 


h=NP (8.50) 

Ainda, se o meio que circunda o circuito é lincar, o fluxo concatenado À é proporcional à corrente / 
que o gerou, isto é, 

| 

ou A = E (8.51) 

onde L é uma constante de proporcionalidade denominada indutância do circuito. A indutância L é 

uma propriedade que é função da geometria do circuito. Um circuito, ou parte de um circuito, que 

tem uma indutância é denominado um indutor. Das equações (8.50) e (8.51), podemos definir a in- 


dutância L de um indutor como a razão entre o fluxo magnético concatenado À e a corrente / através 
do indutor, isto é: 


(8.52) 





A unidade de indutância é o henry (H), que é equivalente à webers/ampére. Já que o henry é uma 
unidade muito grande, as indutâncias são normalmente dadas em mili-henry (mH). 

A indutância definida pela equação (8.52) é comumente referida como auto-indutância, já que O 
fluxo concatenado é gerado pelo próprio indutor. Da mesma forma que no caso das capacitâncias, 
podemos considerar a indutância como uma medida da quantidade de energia magnética que pode 
ser armazenada dentro de um indutor. À energia magnética (em joules) armazenada em um indutor é 
expressa na Teoria de Circuitos como 


1 E 
Wi tm SL (8.53) 


OL 


(8.54) 





Portanto, a auto-indutância de um circuito pode ser definida ou calculada a partir de considerações 
de energia. 

Se ao Invés de termos um circuito tivermos dois circuitos percorridos por correntes / e £, como 
mostrado na Figura 8.20, uma interação magnética existirá entre os circuitos. Quatro componentes de 


Figura 8.19 Campo magnético B gerado por um circuito. 
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fluxo P,,, PP, e P, são geradas. O fluxo 'P,., por exemplo, é o fluxo que passa através do circuito 
| devido à corrente £, no circuito 2. Se B, é o campo devido à /,e S, é a área do circuito 1, então 


Po, E B, E ho) (8.55) 
“4, 


Definimos a indutância mútua M,, como a razão entre o fluxo concatenado À, = N/'P,, sobre o cir- 
cuito | devido à corrente Z,, isto é: 


(8.56) 





De maneira similar, a indutância mútua M,, é definida como o fluxo concatenado do circuito 2 por 
unidade de corrente f,, isto é, 


y Ns o É 
Ma = do 2 Mofo (8.574) 


E f, h 

Pode-se demonstrar, utilizando conceitos de energia, que, se o meio que circunda os circuitos é 
linear (Isto é, na ausência de material ferromagnético), 

Ms =— Ms (8.57) 

Aindutância mútua M,, ou M,, é expressa em henrys e não deve ser confundida com o vetor de mag- 


netização M expresso em ampéres/metro. 
Definimos a auto-indutância dos circuitos 1 e 2, respectivamente, como 





ST NyP, 
EA ide a boa 8.58 
L, A F ( ) 
[mr 
a NS, 
= 49) 
Ls L E (8.59) 


c- nim 


onde P, =P, + Pre 'P,='P, + P,. A energia total no campo magnético é a soma das energias 
devido a L, L,eM, (ou M,,), Isto é, 


Wa == W, + Wa + Wa 


I A) 3 
= 3 tati + 3 Lala E Myoht (8.60) 


O sinal positivo é considerado se as correntes f, e £, fluem tal que os campos magnéticos dos dois cir- 
cuitos se reforçam. Se as correntes fluem de tal modo que seus campos magnéticos se opõem, o sinal 
é considerado negativo. 


Figura 8.20 Interação magnética entre 
dois circuitos. 
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Como mencionado anteriormente, um indutor é um condutor montado com formato adequado 
para armazenar energia magnética. Exemplos típicos de indutores são toróides, solenóides, linhas de 
transmissão coaxial e linhas de transmissão de fios paralelos. A indutância de cada um desses indu- 
tores pode ser determinada pelo procedimento descrito a seguir, similar àquele utilizado para deter- 
minar a capacitância de um capacitor. Para um dado indutor, determinamos a sua auto-indutância L 
seguindo os passos abaixo: 

|. escolha um sistema de coordenadas adequado; 

2. considere que o indutor é percorrido por uma corrente f, 

3. determine B a partir da lei de Biot-Savart (ou a partir da lei de Ampêre se houver simetria) e 

calcule Pa partirde P =] B-dsS: 

4. finalmente, determine La partir de L = ne ne. 


A indutância mútua entre dois circuitos pode ser calculada por um procedimento semelhante. 

Em um indutor tal como uma linha de transmissão coaxial ou uma linha de transmissão de fios 
paralelos, a indutância produzida pelo fluxo interno ao condutor é denominada indutância interna L, 
enquanto que a produzida pelo [luxo externo é denominada indutância externa LA imdutância to- 
tal L é: 


E = Lt Em (8.61) 
Da mesma maneira como foi demonstrado para capacitores 


RC = bad (0.35) 
o 


Então, L,, pode ser calculada utilizando a equação (8.62) se € for conhecido. 
Uma coleção de fórmulas para alguns elementos fundamentais de circuitos é apresentada na 
Tabela 8.3. Todas as fórmulas podem ser deduzidas seguindo os passos listados acima, 


pode-se demonstrar que 


8.9 ENERGIA MAGNÉTICA 


Da mesma forma que a energia potencial em um campo eletrostático foi deduzida como 


We=5 | D-Bav=5 | et?dr (4.96) 


seria interessante deduzir uma expressão similar para a energia em um campo magnetostático. Uma 
abordagem simples consiste em utilizar a encreia magnética no campo de um indutor. A partir da 
equação (8.53), 


(8.53) 


verifica-se que a energia está armazenada no campo magnético B de um indutor. É interessante ex- 
pressar a equação (8.53) em termos de B ou de H. 

Considere um volume diferencial em um campo magnético, como mostrado na Figura 8.21. Se- 
ja o volume coberto com lâminas metálicas condutoras nas superfícies do topo e da base percorridas 
por corrente Al, 


“Fórmulas adicionais podem ser encontradas em manuais de padrões elétricos ou em H, Knoepfel, Pulsed High Magnetic Fields, Amsterdam: North-Holland, 


1970, p. 312-324. 
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lâminas 
condutoras 





Figura 8.21 Um diferencial de volume no interior de um campo magnético. 


Assumimos que toda a região está preenchida com tais volumes diferenciais. Da equação (8.52), 
cada volume tem uma indutância de 


AP  uitâxàz 


AL = (8.63) 
Al AÍ 
onde A! = H Ay. Substituindo a equação (8.63) na equação (8.53), temos 
| 4 | + 
AW, = 75 AF = 5 uH Ax Ay Àz (8.64) 


TABELA 8.3 Uma coleção de fórmulas para a indutância de geometrias básicas 


|. Fio 


HoÉ 2€ 
o Se (26 

MT a 
É => q 


3. Fios paralelos 

L=—n- 

T fr 
(f>dd>a 


4. Condutor coaxial 





5. Espira circular 


£ ae 
L = o (nt - 245) 


E = Zmpo Po > d 


6. Solenóide 


5. Toro (de seção reta circular) 


ip HoNTpo RO pi Ee a? 


ô. Lâmina 





2€ j 
0,5 
b+rt 


L=u,2€ (1 
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EXEMPLO 8.10 


Ou 
1: 
AW = > uH? Av 


A densidade de energia magnetostática w, (em J/m') é definida como 


mu 


o AW, | au 
w = lim — = — 4Hº 
avo Av 2 
Portanto, 
RR ua a (8.65) 
Wim 2 Me 3 2u Ran 


Então, a energia em um campo magnetostático em um meio linear é 
Wa ai | Hr ev 


OLI 


I 
Wa => | B-Hdr= 


> (8.66) 





que é similar à equação (4.96) para um campo eletrostático. 


Calcule a auto-indutância, por unidade de comprimento, de um solenóide infinitamente longo. 


Solução: 
Lembremos do Exemplo 7.4 que, para um solenóide infinitamente longo, o fluxo magnético no inte- 
rior do solenóide, por unidade de comprimento, é 


B = uH = uln 
onde n = N/€ = número de espiras por unidade de comprimento. Se $ é a área da seção reta do 
solenóide, o fluxo total através dessa área é 

P=BS=apans 


Já que esse fluxo é somente para um comprimento unitário do solenóide, o fluxo concatenado por 
unidade de comprimento é 


A = à =nP=yailS 


e, portanto, a indutância por unidade de comprimento é 
LM 


L'===— = uns 
o ETs 


EXEMPLO 8.11 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 8.10 


Um solenóide muito longo, com seção reta de 2 X 2 cm, tem um núcleo de ferro (u, = 1.000) e 
4.000 espiras/metro. Se o solenóide for percorrido por uma corrente de 500 mA, determine: 


(a) sua auto-indutância por metro; 


(b) a energia armazenada, por metro, nesse campo. 


Resposta: (a) 8,042 H/m; (b) 1,005 J/m. 


Determine a auto-indutância de um cabo coaxial de raio Interno a e raio externo ». 


Solução: 
A auto-indutância do indutor pode ser encontrada de duas maneiras; seguindo os quatro passos da- 
dos na Seção 8.8 ou usando as equações (8,54) e (8.66). 


Método 1: considere a seção reta do cabo como mostrado na Figura 8.22. Lembremos da equação 
(7.29) que, pela aplicação da lei circuital de Ampêre, obiemos para a região 1 (0 =p =), 


utp 
B,=-—=a 
"Ima 
e, paraa região 2 (a =p = b), 
gl 
B;=-—a 
Sm» 


Primeiro, encontramos a indutância interna L, considerando os fluxos concatenados devido ao con- 
dutor interno, Da Figura 8.22(a), o fluxo que sai de uma casca diferencial de espessura dp é: 





I 
dP, = Bido dz = É. do d: 
qa” 


O fluxo concatenado é «PP, multiplicado pela razão entre a área limitada pelo caminho que envolve 
o luxo e a área total, isto é, 


e 
— PP, a dad 


ma” 


Em 





dh) = MP, E 


porque f está umformemente distribuído através da seção reta, para excitação em corrente contínua 
(dc). Então, os [luxos concatenados totais no interior do elemento diferencial de fluxo são: 


(E) Eixo 5 





ta) 


Figura 8.22 Seção reta do cabo coaxial: (a) para a região 1 (0 <p < q); (b) para a região 2 (a < p < b); refe- 
rente ao Exemplo 8.11, 
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Para um comprimento É do cabo, 





o [ [ ulo" do dz ul 
| jus nm 
= =0 Ima! ST 


ja = —— (8.11.1) 


H/m (8.11.2) 





é independente do raio do condutor ou do fio. Portanto, as equações (8.11.1) e (8.11.2) são também 

aplicáveis para encontrar a indutância de qualquer condutor reto infinitamente longo de raio finito. 
Agora, determinaremos a indutância externa L, considerando os fluxos concatenados entre os 

condutores interno e externo, como na Figura 8.22(b). Para uma casca diferencial de espessura dp, 


I 
dP, = Bodo dz = do dz 
27p 


Neste caso, a corrente 1 a ser considerada para o cálculo do fluxo é a corrente total 7. Portanto, 


dr É ; 
Edo dz IE o b 
de = Po | | uldpd: mit 
o 2Tp 2T q 


p=a “:=0 


pd 
Es 
= 
ts, 
& |sr 


Então, 


L = Lin t La GS E E nº] 


ou a indutância por unidade de comprimento é: 


Him 





Método 2: é mais fácil utilizar as equações (8.54) e (8.66) para determinar L, isto é, 


É am 2W,, 
Wm = = LIS ou L=>+ 
2 Ps 
onde 
| E) 
Wim 3 | B -Hav = [a 
Portanto, 
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como obtido anteriormente. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 8.11 
Calcule a auto-indutância do cabo coaxial do Exemplo 8.11 se o condutor interno for feito de 


um material não-homogênco, tendo gu = 2u 1 + p). 


Hot , Hot b (1+6)|] 
in in e 
Resposta 27 E In a In d+ a | 


Determine a indutância, por unidade de comprimento, de uma linha de transmissão a dois fios, com 
separação entre eles de d. Cada fio tem um raio a, como mostrado na Figura 6.37. 


EXEMPLO 8.12 


Solução: 
Utilizaremos os dois métodos do último exemplo. 


Método 1: determinamos L, da mesma forma como foi feito no último exemplo. Portanto, para a 
região O = p = a, obtemos 


como no último exemplo. Para a região a = p = d- a, os fluxos concatenados entre os fios são 


d-a pÊ ; eg 
da = Pam | | ht ção é 
a ES 27p 27 a 


Os fluxos concatenados gerados pelo fio | são: 


ut ut o d-a 
+h=[ + pn 
e 8 2% a 


Por simetria, a mesma quantidade de fluxo é gerada pela corrente —1/ no fio 2. Portanto, os fluxos con- 
catenados totais são: 





| Re[1  ( d- 
= 204 + dy) = HE [o e 


[=u 


Se d> a, a auto-indulância, por unidade de comprimento, é: 





Método 2: do último exemplo, 
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Agora, 
2(Bd | E fi 
Leu = | 2 =|| e. p dp dê de 
fm 2u Eu 4m7'p” 
É 27 =: 

& E | de | d6 | a 
da b o E p 
Bê. = 

=| 
27 e £ 


Uma vez que os dois fios são simétricos, 


p E 
- É + In É - “|m 





como obtido anteriormente. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 8.12 


Dois fios de cobre com bitola 10 AWG* (2,588 mm de diâmetro) estão colocados em paralelo 
no ar com um espaçamento entre eles de d. Se a indutância de cada fio 

é de 1,2 uH/m, calcule: 

(a) Le L..w por metro, para cada fio; 

(b) o espaçamento d entre os fios. 


Resposta: (a) 0,05 e 1,15 uH/m; (b) 40,79 cm. 


EXEMPLO 8.13 Dois anéis circulares coaxiais de raios a é b (b > a) estão separados por uma distância h (h => a,b) 
como mostrado na Figura 8.23, Determine a indulância mútua entre os anéis. 


Solução: 
Seja o anel | percorrido pela corrente /,. Em um ponto arbitrário P sobre o anel 2, 0 potencial mag- 
nético vetorial devido ao anel | é dado pela equação (8.2 1a), a saber: 





As ul a"sen 8 q ul bas 
ME Ta Mg 3 32 
44 dit” + b] 
Seh > b 
= uia b 
an 
Portanto, 
Nail Lab” 
Pp = 6 A, dl, = El oqp = BEAC 
dr 2h 
U 


now. 


* Node To Asigla AWG significa American Wire Gage e representa um padrão norte-americano de bitola de fios, hoje em desuso. 
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a Figura 8.23 Dois anéis coaxiais; referente ao Exemplo 8.13. 





EXERCÍCIO PRÁTICO 8.13 
Determine a indutância mútua de duas espiras circulares coplanares e concêntricas de raios 2 m 
e3m. 


Resposta: 2,632 uH. 


8.10 CIRCUITOS MAGNÉTICOS 


O conceito de circuitos magnéticos está baseado na resolução de alguns problemas de campo magnético 
utilizando a abordagem de circuitos. Dispositivos magnéticos como toróides, transformadores, motores, 
geradores e relés podem ser considerados circuitos magnéticos. A análise desses circuitos é simplificada 
se uma analogia entre circuitos elétricos e magnéticos for explorada. Uma vez feito isso, podemos dire- 
tamente aplicar conceitos de circuitos elétricos para resolver circuitos magnéticos análogos. 

A analogia entre circuitos elétricos e magnéticos está resumida na Tabela 8.4 e mostrada na Figu- 
ra 8.24. Aconselhamos o leitor a fazer uma pausa na leitura e estudar atentamente a Tabela 8.4 ca 
Figura 8.24. Primeiramente, observamos da tabela que dois termos são novos. Definimos a forca 
magnetomotriz (fmm) F (em ampéres-espiras) como 


(8.67) 





TABELA 8.4 Analogia entre circuitos elétricos e magnéticos 


Elétrico Magnético 

Condutividade o Permeabilidade pe 

Intensidade de campo E Intensidade de campo H 
Corrente /= []-dS Fluxo magnético P = [B-dS 


| E Sis P 
Densidade de corrente 4 = ç = qÊ Densidade de fluxo B = ç = uH 


b 


Força eletromotriz (fem) V Força magnetomotriz (fm) + 
Resistência R Relutância 
| | | 
! nci = — Permeância * = — 
Condutância Cr R ermeância E 
V f j F E 
Lei de Ohm R = — = Lei de Ohm X = — = — 
à de Ohm TO ES e PAS 
ou V=Ef=IR ou F=HÊ=PR=N 
Lei de Kirchhoff. Lei de kirchhoff: 
FI=0 ZP=0 


SV-ERI=0 EF-ERP=0 
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N 
espiras 





(a) Cb) 


Figura 8.24 Analogia entre (a) um circuito elétrico e (b) um circuito magnético, 


A fonte de fmm em circuitos magnéticos é usualmente uma bobina percorrida por uma corrente, co- 
mo mostra a Figura 8.24. Definimos também relutância “R (em ampére-esp/weber) como 


(8.08) 





onde € e S são, respectivamente, o comprimento médio e a área da seção reta do núcleo magnético, 
O recíproco da relutância é a permeância P. A relação básica para elementos de circuitos é a lei de 
Ohm (V = IR): 


F= YR (8.69) 


Baseado nisso, as leis de Kirchhoff de corrente e de tensão podem ser aplicadas aos nós e às malhas 
de um determinado circuito magnético da mesma forma como em um circuito elétrico, As regras de 
soma de tensões e de combinação de resistências em série e em paralelo também são válidas para 
fmm's e relutâncias. Portanto, para n elementos de circuito magnético em série: 


P, Re P, Fe P, E e do (8.70) 


FG=H+HB++E, (8.71) 


Para n elementos de circuito magnético em paralelo, 


P=PAHR+APRA+A +, (8.72) 


pira —— 


Algumas diferenças entre circuitos elétricos e magnéticos devem ser destacadas. Diferentemente 
de um circuito elétrico onde flui corrente f, o fluxo magnético não flui. Também, a condutividade o 
é independente da densidade de corrente 4 em um circuito elétrico, enquanto que a permeabilidade p 
varia com a densidade de fluxo 8 em um circuito magnético. Isso porque materiais ferromagnéticos 
(não lineares) são normalmente utilizados na maioria dos dispositivos magnéticos práticos. Apesar 
dessas diferenças, o conceito de circuito magnético é útil como uma análise aproximada dos dispo- 
sitivos magnéticos práticos. 
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'8.11 FORÇA SOBRE MATERIAIS MAGNÉTICOS 


EXEMPLO 8.14 


É de interesse prático determinar a força que um campo magnético exerce sobre uma peça de material 
magnético sob a ação do campo. Esse conceito é útil em sistemas eletromecânicos, como eletroímãs, 
relés e máquinas rotativas, e no processo de levitação magnética. Considere, por exemplo, um 
eletroímã feito de ferro com permeabilidade relativa constante, como mostrado na Figura 8.25. A bobi- 
na tem N espiras e é percorrida por uma corrente f. Se desprezarmos 0 vazamento, o campo magnético 
B no entreferro de ar é o mesmo que no interior do ferro (B,, = B,,). Para encontrar a força entre as duas 
peças de ferro, calculamos a alteração na energia total que resultaria se as duas peças fossem separadas 
de um deslocamento diferencial dd. O trabalho necessário para efetivar esse deslocamento é igual à 
variação da energia armazenada no entreferro de ar (assumindo corrente constante), Isto é, 


1 Bº 
-Pgl=dW.=2 5 pri at (8.74) 
| 2 Ho 


onde S é a área da seção reta do entreferro, o fator 2 aparece para contabilizar a contribuição dos dois 
entreferros de ar, e o sinal negativo indica que a força age no sentido de reduzir o entreferro (ou in- 
dica que a força é atrativa), Então; 
B'S 
F=-2 (5 (8.75) 


Note que a força é exercida sobre a peça Inferior e não sobre a peça superior na qual está enrolada a 
bobina percorrida pela corrente que dá origem ao campo. A lorça de tração através de um único en- 
treferro pode ser obtida da equação (8.75) como: 


(8.76) 





Observe a semelhança entre a equação (8.76) e aquela deduzida no Exemplo 5.8 para o caso 
eletrostático. A equação (8.76) pode ser usada para calcular as forças em muitos tipos de dispositivos, 
incluindo relés e máquinas elétricas rotativas, e no processo de levitação magnética. A pressão de 
2 CR ps 
tração (em N/m”) em uma superfície imantada é 
a 
as 


== — = — 8.77 
p= GOA (8.17) 


que é igual à densidade de energia w, no entreferro de ar. 


Figura 8.25 Um eletroímã. 





O núcleo toroidal da Figura 8.26(a) tem p, = 10 cm e uma seção reta circular com a = Il cm. Se o 
núcleo é feito de aço (u = 1,000p,) e tem uma bobina com 200 espiras, calcule a intensidade de cor- 
rente que irá gerar um fluxo de 0,5 mWb no núcleo. 
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(bj) 


Figura 8.26 (a) Núcleo toroidal do Exemplo 8.14; (b) circuito elétrico equivalente. 


Solução: 
Este problema pode ser resolvido de duas maneiras diferentes: usando a abordagem do campo mag- 
nético (modo direto) ou usando o circuito elétrico análogo (modo indireto). 


Método 1: já que p, é muito maior do que a, do Exemplo 7.6, 





t ZA, 
Ássim, 
NI ma” 
Pp=pçes ft. 
ZTLo 
OU 
po 208 200X 10*X0,5 x 107?) 
HotiNa” 47X 10 (1.000/200)(1 x 10?) 
100 
="  =3979A 
ST 


Método 2: o núcleo toroidal da Figura 8.26(a) é análogo ao circuito elétrico da Figura 8.26(b). Do 
circuito e da Tabela 8.4, 


gene pas psp 2. 
us Holy TA” 
OU 
[= BO GBA 
HotrNa 


como obtido anteriormente. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 8.14 


Com um condutor de raio a faz-se uma espira circular de raio médio p, (veja Figura 8.26a). Se 
p, = I0beme 2a = | em, calcule a indutância interna da espira. 


Resposta: 31,42 nH, 
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EXADI MM DA No circuito magnético da Figura 8.27, calcule a corrente na bobina que irá gerar uma densidade de 
EXEMPLO 8.15 RO 3 . 
fluxo magnético de 1,5 Wb/m” no entreferro de ar, assumindo que g = 50g,, e que todos os trechos 
do núcleo tenham a mesma área de seção reta de 10 cm”. 


to em ——afa— — 0 em——+ Figura 8.27 Circuito magnético do 


Exemplo 8.15. 





= == = “e e e Ad 
4 ) 
1 


| À id ii a q a a GS it A a fe pe da + 


Solução: 

O circuito magnético da Figura 8.27 é análogo ao circuito elétrico da Figura 8.28. Na Figura 8.27, 
RR R, e R, são as relutancias nos trechos 143, 123, 35 e 16 e 56 (entreferro de ar), respectiva- 
mente. Portanto, 





30 107 
NR = A = a a O da 
EotrS (ár X 10 SOXIO X 10º) 
RES 
20m 
9x 107 0.9 x 10º 
(47 X 10" (S0)(10 x 107?) 207 
3 Leo - 5x 10º 


o (4x X 10 YO x 10%) 207 


Combinamos A, e 9), como resistores em paralelo. Dessa maneira: 


; RR, Mm 15x 10 
= =" AD e 
Sim + Ro 2 207 
A relutância total é; 
| A x OP 
= R +49 + RR = XI 
207 





Figura 8.28 Circuito elétrico análogo ao circuito magnético na Figura 8.21, 
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EXEMPLO 8.16 


A Eimm é: 
F=N=YPRr 
Porém, 'P, = P = BS. Assim, 


BSRyr 15X 10X 10*x74x 10º 
N 400 x 207 





I 
RE 
+= 
E 
= 


EXERCÍCIO PRÁTICO 8.15 


O toróide da Figura 8.26(a) tem uma bobina com 1.000 espiras enroladas em torno de seu 
núcleo. Se p, = 10cm ca = | cm, qual a corrente necessária para estabelecer um fluxo 
magnético de 0,5 mWb: 

(a) se o núcleo é não magnético? 

(b) se o núcleo tem y, = 500? 


Resposta: (a) 795,8 A; (b) 1,592 A. 


Um eletroífmã na forma de U, mostrado na Figura 8.29, é projetado para levantar uma massa de 400 
kg (o que inclui à massa do protetor). O núcleo em U de ferro (pg, = 3.000) tem uma seção reta de 40 
cm” e um comprimento médio de 50 cm e cada entreferro de ar tem 0,1 mm de comprimento. 
Desprezando a relutância do protetor, calcule o número de espiras na bobina quando a corrente de ex- 
citação for de 1 A. 


Solução: 
A força de tração através dos dois entreferros deve equilibrar o peso. Portanto, 


2 


(83) 


F=2 
2H 


= mg 


OMI 


> mgk,  400X 9,8 X dy x oo” 


a 5 40 x 107º 
= II Wb/m” 


je 
| 


Figura 8.29 Eletroimã na forma de U; referente ao Exemplo 8.16. 


ira —— núcleo de ferro em U 





sp id 
peso 


RESUMO 
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Porém, 
F=N=YWR+R) 
mi gi 2x01x 10º 6x0 
“ips br e 0 ocdO O" 487 
E 50 X 107? 5x0 
us 47X 107 x3.000x40x 107! 487 
R 6 6 
FP, = —— & = =— 
CR + A, as TM! 
Já que 
na Bla 
Pa z= Eta = 
Ho 
y = Bt + JE OCO, Dor 
6 Hd 6x4mx107x1 
N = 162 
EXERCÍCIO PRÁTICO 8.16 
Determine a força através do entreferro de ar do circuito magnético do circuito do 
Exemplo 8.15. 


Resposta: 895,2 N. 


1. A equação da força de Lorentz 


du 
ad tudo Bad 


refere-se à força que atua sobre uma partícula com carga O na presença de campos EM. Ela ex- 
pressa a lei fundamental que relaciona o eletromagnetismo com a mecânica. 

Baseado na lei da força de Lorentz, a força experimentada por um elemento de corrente [dl em 
um campo magnético B é: 


dk = IdlxB 


Assim, podemos definir o campo magnético B como a força por elemento de corrente unitário. 
O torque sobre uma espira de corrente, com momento magnético m, em um campo magnético 
uniforme B é: 


T=mxB=/Sa,xB 


Um ímã ou uma pequena espira de corrente filamentar é um dipolo magnético. Essas geometrias 
são assim denominadas pelo fato de que as linhas de campo B por elas geradas são semelhantes 
às linhas de campo E de um dipolo elétrico. 

Quando um material é submetido a um campo magnético, ele se torna magnetizado. À magneti- 
zação M é o momento de dipolo magnético por unidade de volume de um material, Para um ma- 
terial lincar, 


M = Xu 
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onde x, é a suscetibilidade magnética do material. 
6. Em termos de suas propriedades magnéticas, os materiais são ou lincares (diamagnéticos ou 
paramagnéticos) ou não lineares ([erromagnéticos). Para materiais lineares, 


B = uH = uuH = ull + xJH = uAH + M) 


onde yu = permeabilidade e yu, = u/u, = permeabilidade relativa do material. Para materiais não 
lineares, B = (HH) H, isto é, p não tem um valor fixo. A relação entre B e H é usualmente 
representada pela curva de magnetização. 
7. As condições de fronteira que H ou B devem satisfazer na interface entre dois meios diferentes 
são 
B,, e Bo, 


(H, = H.) od diz — K Ou H,, e H,, sekK — 0 


onde a, ,, é um vetor unitário orientado do meio 1 para o meio 2. 
8. A energia em um campo magnetostático é dada por: 


I 
W, pis | B-Hav 


Para um indutor percorrido por uma corrente F 
1549 
Wa =— LE! 
2? 
Portanto, a indutância L pode ser encontrada usando: 


| B-Hav 


= 
[Rm 


9, A indutância L de um indutor pode ser também determinada a partir de sua definição básica: a 
razão entre o fluxo magnético concatenado e a corrente através do indutor, isto é: 

ANP 

| 


[ 


j; = 


Dessa maneira, assumindo a corrente !, determinamos Be P = |] B.dSe, finalmente, encon- 
tramos L = N'PII. 

10. Um circuito magnético pode ser analisado da mesma maneira que um circuito elétrico, simples- 
mente levando em conta a similaridade entre 


F=ni= bHdi= YR e V=IR 
isto é, 
FESVPSLHÃHESR 
Portanto, podemos aplicar as leis de Ohm e de Kirchhoff aos circuitos magnéticos da mesma 


forma que as aplicamos aos circuitos elétricos. 
MM. A pressão magnética (ou força por unidade de área) sobre uma peça de material magnético é 


onde B é o campo magnético na superfície do material, 
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QUESTÕES DE REVISÃO 





8.1 


8.2 


8.3 


8.4 


Quais das sentenças seguintes não são verdadeiras a respeito da lorça elétrica F, e da força mag- 
nética F, sobre uma partícula carregada? 
(a) Ee F, são paralelas entre si, enquanto B e F, são perpendiculares entre si. 
(b) Tanto, F, quanto F, dependem da velocidade da partícula carregada. 
(c) Tanto, F, quanto F, podem realizar trabalho. 
(d) Tanto, F, quanto F, são geradas quando uma partícula carregada se move a uma velocidade 
constante. 
1 ã a] | i E e mm E) * 1 + 
(e) F, é de magnitude, geralmente, bem menor que F.. 


(1) F,é uma força aceleradora, enquanto F, é uma força puramente defletora. 


Dois fios finos paralelos são percorridos por correntes com a mesma orientação. A força experi- 
mentada por um deles devido à ação do outro é; 


(a) paralela às linhas; 

(b) perpendicular às linhas e atrativa; 
(c) perpendicular às linhas e repulsiva; 
(d) zero. 


A força sobre o elemento diferencial dl em um ponto P em uma espira circular condutora na Figu- 
ra 8.30 é: 

(a) ao longo de OP, apontando para fora; 

(b) ao longo de OP, apontando para dentro; 

(c) na direção e sentido do campo magnético; 


(c) tangencial à espira em P. 


A força resultante sobre a espira circular na Figura 8.30 tem magnitude 


(a) 270, 1B 
(b) rpo,IB 


(c) 20,18 
(d) zero 


O) O B O Figura 8.30 Referente as Questões de Revisão 8.3 e 8.4. 





8.5 Qual é a unidade da carga magnética? 


(a) ampêre-metro quadrado; 
(b) coulomb; 
(c) ampére; 


(d) ampére-metro. 
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8.6 Qual desses materiais requer o menor valor de intensidade de campo magnético para magnetizá-lo? 


8.7 


8. 


8.9 


8.10 


(a) níquel; 

(b) prata; 

(c) tungstênio; 

(d) cloreto de sódio. 


Identifique a sentença que não é verdadeira para materiais ferromagnéticos. 


(a) Os materiais lerromagnéticos têm um x, de valor elevado. 

(b) Os materiais ferromagnéticos têm um p, de valor fixo. 

(c) Nos materiais ferromagnéticos, a perda de energia é proporcional à área do laço de histerese. 

(d) Os materiais ferromagnéticos, acima da temperatura Curie, perdem sua propriedade de não- 
linearidade. 


Qual das fórmulas seguintes está errada”? 


(a) B,, E Boy 
(b) B, = V Bi, + Bs, 
(0) MH =HthH, 


(dj) a, X(H -H) = K, onde a, é um vetor unitário normal à interface e orientado da região 2 
né] | E nel = 
para a região 1. 


Cada um dos seguintes pares consiste de um termo relativo a circuitos elétricos e seu correspon- 
dente termo relativo a circuitos magnéticos. Qual desses pares não satisfaz essa condição? 


(C) ECu 
(d) IRe HR 
(e) LI=0eLP=0 


Uma bobina multicamadas de 2,000 espiras de fio fino tem comprimento de 20 mm e espessura (de 
enrolamento) de 5 mm. Se a bobina é percorrida por uma corrente de 5 mA, a Imm gerada é de 


(a) 10 A-esp; 

(b) 500 A-esp; 

(c) 2.000 A-esp; 

(d) nenhuma das respostas anteriores. 


Respostas: 8.1b,c; 8.2b; 8.3a; 8.4d; 8.5d; 8.6a; 8.7b; 8.8c; 8.9c,d; 8.10. 


8.1 Um elétron com uma velocidade u = (3a, + 12a, = 4a.) X 10 m/s experimenta uma força líqui- 


8.2 


“Bs 


da nula em um ponto no qual o campo magnético é B = 10a, + 20a, + 304, mWb/m”. Determine 
E nesse ponto, 


Uma partícula carregada de massa 1 kg e carga 2 C parte da origem com velocidade 10a. m/s em 
um campo magnético B = la, Wb/m2. Determine a localização e a energia cinética da partícula 
emt=2s, 


Uma partícula com massa 1 kg e carga 2 €, inicialmente em repouso, parte do ponto (2, 3, -4) em 
dr po - 

uma região onde E = —4a, V/me B = 5a, Wb/m'. Determine: 

(a) a posição da partícula em 1 = Is; 


(b) sua velocidade e sua energia cinética nessa posição. 
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Figura 8.31 Referente ao Problema 8.5. 





feixe eletrônico 


8.4 Uma carga de -2mC parte do ponto (0, 1, 2) com uma velocidade de 5a, m/s em um campo mag- 
nético B = 6a, Wb/m”, Determine a posição e a velocidade da partícula após 10 s, assumindo que 
a massa da carga é de 1 g. Descreva o movimento da carga. 


*8.5 Ao injetar um feixe eletrônico perpendicularmente à periferia plana de um campo uniforme B az, 
os elétrons são dispersados de acordo com as suas velocidades, como mostrado na Figura 8.31. 


(a) Mostre que os elétrons vão ser ejetados do campo em trajetórias paralelas às do feixe que pe- 
netra essa região, como mostrado. 


(b) Deduza uma expressão para a distância d de saída, acima do ponto de entrada. 


8.6 Dado que B = Gra, — 9ya, + 3a, Wb/m”, determine a força total experimentada pela espira retan- 
gular (sobre o plano z = 0) mostrada na Figura 8.32. 


8.7 Um elemento de corrente de 2 em de comprimento está localizado na origem no espaço livre e é 
percorrido por uma corrente de 12 mA ao longo de a . Uma corrente filamentar de 15 a. A está lo- 
calizada ao longo de x = 3 e y = 4. Determine a força sobre o filamento de corrente. 


“8.8 Três linhas infinitas L,, L, e L, definidas, respectivamente, porx = Dey=01x=0cy=4x=3€ 
Y = 4 são percorridas por correntes filamentares 100 A, 200 A e 300 A ao longo de a.. Determine 
a força, por unidade de comprimento, sobre: 
(a) L, devidoa L,; 
(b) L, devidoa L,; 
(c) L, devidoa L,; 
(d) L, devido a Le L,. Caracterize se a força é repulsiva ou atrativa. 

8.9 Um condutor de 2 m de comprimento é percorrido por uma corrente de 3 A e está colocado em 
paralelo ao eixo z a uma distância p, = 10 cm, como mostrado na Figura 8.33. Se o campo nessa 
região é de cos (6/3)a, Wb/m'. quanto trabalho é necessário para girar o condutor de uma espira 
em torno do eixo 7º 


y Figura 8.32 Referente ao Problema 8.6. 


ta 


5A 
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Figura 8.33 Referente ao Problema 8.9. 
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“8.10 Uma espira triangular condutora é percorrida por uma corrente de 2 A e está localizada próximo a 
um condutor reto, infinitamente longo, percorrido por uma corrente de 5 A, como mostrado na Figu- 
ra 8.34. Calcule (a) a força sobre o lado 1 da espira triangular e (b) a força total sobre a espira. 


“8.11 Uma linha de transmissão trifásica consiste de três condutores que são suportados nos pontos A, B 
e €, formando um triângulo equilátero, como mostrado na Figura 8.35. Em determinado instante, 
tanto o condutor A quanto o 5, são percorridos por uma corrente de 75 A, enquanto o condutor € 
é percorrido pela corrente de retorno de 150 A. Determine a força por metro sobre o condutor € 
nesse instante. 


*8.12 Um tubo infinitamente longo, de raio interno q e raio externo b é feito de um material condutor 
magnético. O tubo é percorrido por uma corrente total Fe está colocado ao longo do eixo 7. Se o 
tubo for submetido a um campo magnético constante B, a,, determine a força, por unidade de com- 
primento, que age sobre o tubo. 


*8.13 Um condutor infinitamente longo está imerso em um volume de ferro (gu = 2.000p ), mas isolado 
eletricamente do mesmo, como mostrado na Figura 8,36. Utilizando a teoria das imagens, estime 
a densidade de fluxo magnético no ponto P. 


8.14 Um galvanômetro tem uma bobina retangular, de lado 10 por 30 mm, pivotada em torno do centro 
do lado menor. Essa bobina é montada em um campo magnético radial, tal que um campo mag- 
nético constante de 0.4 Wb/m” sempre age através do plano da seção reta da bobina. Se a bobina 
tem 1.000 espiras e é percorrida por uma corrente de 2 mA, determine o torque exercido sobre ela. 


8.15 Um pequeno ímã, colocado na origem, gera B = — 0,5a. mWb/m” em (10, 0, 0). Determine B em: 


(a) (O, EM Uj; 
(b) (3,4, 0): 
(c) (1, 1,-1). 


8.16 Um bloco de ferro (u = 5.0004 ) está colocado em um campo magnético uniforme com 1,5 
a A a a 4 z de u 
Wb/m”. Se o ferro consiste de 8,5 X 10” átomos/m”, calcule: (a) a magnetização M; (b) a densi- 

dade de corrente magnética média. 


- 


z Figura 8.34 Referente ao Problema 8.10, 





8.17 


8.18 


3.19 


8.20 
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Figura 8.35 Referente ao Problema 8.11. 


Figura 8.36 Referente ao Problema 8.13. 





Em um certo material, para o qual yu = 6,54. 


H = 10a, + 25a, — 40a, Alm 


Determine: 


(a) a suscetibilidade magnética x, do material; 
(b) a densidade de fluxo magnético B; 
(c) a magnetização M; 


(d) a densidade de encrgia magnética. 
Em um material ferromagnético (u = 4,54), 
B = 4ya. mWb/m 


Calcule: (a) x,. (b) H, (c) M, (d)J 


pr” 


A intensidade de campo magnético é H = 1.200 A/m em um material quando H é reduzido à 400 
a r di e = 
Afm, 6 = 1,4 Wb/m”. Calcule a variação na magnetização M. 


Um cilindro condutor infinitamente longo, de raio a e de permeabilidade u wu, está colocado ao 
longo do eixo Z. Se o condutor é percorrido por uma corrente f, uniformemente distribuída, ao lon- 
go de a determine Me J,para0 <p <a. 
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K . 
8.21 Se M=(—ya, + xa,) dentro de um cubo de aresta a, determine J,. Assuma que k, é uma 
É ú 


nº 
constante. 
*8.22 (a) Para a fronteira entre dois meios magnéticos, como mostrado na Figura 8.16, demonstre que as 
condições de fronteira para O vetor de magnetização são: 
M, Ms i Eu 
RR q e Ê Ed dc sa 
Amil Am? Mm Am? 


(b) Se a fronteira não tiver corrente, demonstre que, ao invés da equação (8.49), obtemos: 


tg 0, - t+ Kms | 
tg À, Ho B., sen d 


8.23 Sem, = 2u, paraaregião l(0O<g<m)eg,=5u pararegiãoZ(r<6<27)eB,= 0a, + 
15a, — 20a, mWb/m”, calcule: (a) B,, (b) as densidades de energia nos dois meios. 


d.24 A interface 2x + y = 8 entre dois meios não é percorrida por nenhuma corrente. Se o meio 
| (2x + y = 8) é não magnético com H, = — da, + 3a, - a, A/m, determine: (a) a densidade de 
energia magnética no meio 1: (b) M, e B, no meio 2 (2x + y = 8), com p = 10g,: (Cc) os ângulos 
que H, e H,lazem com a normal à interface. 


8.25 A interface 4x — 57 = O entre dois meios magnéticos é percorrida por uma corrente de 35 a, A/m. Se 
H, — 25a,—-30a, + 45a. A/m na região dx— 57 = 0, onde p,, = 5. calcule H na região 4x — 52 = 0, 
onde gu, = 10. 

8.26 Oplanoz = Oseparaoar(z=0u=ãg)dolerro(z=o0, = 20) Dado que 


H = 10a, + 15a, — 3a, Afm 


no ar, encontre B no ferro e o ângulo que esse vetor faz com essa Interface. 
8.27 Aregião0=7=2m é preenchidacomum bloco infinito de material magnético (u = 2,54,). Se 


as superfícies do bloco em 7 = 0 e 7 = 2, respectivamente, são percorridas por correntes de super- 
fície de 30a, A/m e -40a, A/m, como na Figura 8.37, calcule H e B para: 


(a) z< 0; 
bj) 0Q=72=<2: 
(CG) 22. 


8.28 Em uma certa região, para à qual x, — 19, 
H = Sxyza, = 1Oxyiza, = ISxvz'a, Afm 


Qual a quantidade de energia armazenada em 0 <x< 1|,0<y<2e-|<;< 2 


E Figura 8.37 Relerente ao Problema 8.27. 





8.29 


*8.30 


8.51 


8.32 


8.33 


3.34 


“8.35 


8.36 


8.37 


8.38 
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A curva de magnetização para uma liga de ferro é, aproximadamente, dada por 8 = 13H + H 
É Wb/m'. Determine: (a) «,. quando H = 210 A/m; (b) a energia armazenada no interior da liga, por 
unidade de volume, à medida que H aumenta de 0 a 210 A/m. 


(a) Se a seção reta do toróide da Figura 7.15 é um quadrado de lado a, demonstre que a auto-in- 
dutância do toróide é: 


HoNTa Es + | 
= ——— || |—-——— 
E o Pi 


(b) Se o toróide tem uma seção reta circular como mostrada na Figura 7.15, demonstre que: 


e Bol 2a” 
2Po 


onde p => a. 


Quando dois fios idênticos paralelos estão separados de 3 m, a indulância por unidade de compri- 
mento é 2,5 uH/m. Calcule o diâmetro de cada fio. 


Um solenóide de comprimento 10 cm e raio 1 cm tem 450 espiras. Calcule sua indutância. 


E ; > : ar & go 
O núcleo de um toróide tem 12 cm” de área de seção reta e é feito de um material com pg, = 200, 
se o raio médio do toróide é 50 em, calcule o número de espiras necessário para obter uma in- 
dutância de 2,5 H. 


Demonstre que a indutância mútua entre a espira retangular e a corrente em uma linha infinita da 
Figura 8.4 é: 


Calcule M,, quandoa = b= p= Im. 


Prove que a indutância mútua entre solenóides coaxiais, muito próximos entre st, de comprimen- 
to te tt), N,e N,espirase raios r er, comr,= Fr, É 


Um anel de cobalto (u, = 600) tem um raio médio de 30 em. Se uma bobina, enrolada sobre o anel, 
é percorrida por uma corrente de 12 A, calcule o número de espiras necessário para estabelecer 
uma densidade de fluxo magnético média de 1,5 Wb/m no anel. 


Considere a Figura 8.27. Se a corrente na bobina é 0,5 A, determine a fmm e a intensidade de cam- 
po magnético no entreferro de ar. Assuma que q = 500u, e que todos os trechos tenham a mesma 
área de seção reta igual a 10 com”, 


O circuito magnético da Figura 8.38 tem uma bobina de 2.000 espiras percorrida por uma corrente 
igual a 10 A, Assuma que todos os trechos têm a mesma área de seção reta de 2 em' e que o mate- 
rial do núcleo é ferro com pg, = 1.500. Calcule R, 5 e P para: 

(a) o núcleo; 

(b) o entreferro de ar. 
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8.9) Considere o circuito magnético na Figura 8.39. Assumindo que o núcleo (pg = 10004 ) tem uma 
seção reta uniforme de 4 cm”, determine a densidade de fluxo no entreferro de ar. 


8.40 Um relé eletromagnético é modelado como mostrado na Figura 8.40. Qual a força sobre a ar- 
madura (parte móvel) do relé, se o Huxo no entreferro de ar é de 2? mWb? A área do entreferro é de 
0,3 em” e seu comprimento é de 1,5 mm. 


8.41 Um toróide com um entreferro de ar, mostrado na Figura 8.41, tem uma seção reta quadrada. Um 
condutor longo, percorrido por uma corrente /,, é inserido no entreferro de ar. Se 1, = 200 mA, 
N = 750, », = Wcm,a = 5 mme €, calcule: 


(a) a força no entreferro quando [, = O e a permeabilidade relativa do toróide é de 300, 


(b) a força sobre o condutor quando |, = 2 mÃe a permeabilidade do toróide é infinita. Despreze 
o vazamento do fluxo no entreferro em ambos os casos. 


8.42 Uma seção de um eletroímã com uma placa sob ele suportando uma carga é mostrada na Figura 
8.42. O eletroímã tem uma área de contato de 200 em” por pólo, com o pólo do mero tendo um en- 
rolamento de 100 espiras e [= 3 A. Calcule a máxima massa que pode ser levantada, Suponha que 
as relutâncias do eletroímã e da placa sejam desprezíveis. 


Figura 8.38 Referente ao Problema 8.38. 





0,2 A 500 espiras Figura 8,39 Referente ao Problema 8.39. 


L=42em 


*f.=0,l cm 
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8.43 A Figura 8.43 mostra a seção reta de um sistema eletromecânico no qual uma peça móvel se deslo- 
ca livremente através de uma luva não magnética. Assumindo que todas as “pernas” do núcleo 
tenham a mesma seção reta 5, demonstre que: 


2 Nº" uoS 
e Ms 
(a + 2x) * 


Figura 8.41) Referente ao Problema 8.40. 





Figura 8.41 Referente ao Problema 8.41. 





Figura 8.42 Referente ao Problema 8.42. 





Figura 8.43 Referente a Problema 8.42. 





PARTE 4 





(ONDAS E APLICAÇÕES 


Capítulo 9 





EQUAÇÕES DE MAXWELL 


Você quer ser um herói? Não seja o tipo de pessoa que observa as outras tomarem atitudes gran- 
diosas ou que não sabe o que está acontecendo. Vá em frente e faça as coisas acontecerem. As 
pessoas que agem dessa maneira têm um desejo ardoroso de que as coisas aconteçam, de ir 
adiante, de servir a mais pessoas, de dar o melhor de si e de ajudar a melhorar o mundo ao seu 
redor. 

— GLENN VAN EKEREN 


9.1 INTRODUÇÃO 


Na Parte II (Capítulos 4 a 6) deste livro, centramos nosso estudo, principalmente, em campos 
eletrostáticos denotados por E(x, y, 2). Na Parte II (Capítulos 7 e 8), nos dedicamos aos campos mag- 
netostálicos representados por H(x, y, z). Restringimos, consegiientemente, nossa discussão aos cam- 
pos EM estáticos ou invariáveis no tempo. De agora em diante, examinaremos situações em que os 
campos elétricos e magnéticos são dinâmicos ou variáveis no tempo. Em primeiro lugar, deve-se 
mencionar que, no caso de campos EM estáticos, os campos elétrico e magnético são independentes 
um do outro, enquanto que, no caso de campos EM dinâmicos, os dois campos são interdependentes. 
Em outras palavras, um campo elétrico variável no tempo necessariamente implica um campo mag- 
nético correspondente variável no tempo. Em segundo lugar, os campos EM variáveis no tempo, 
representados por E(x, y 2, t)e H(x, y, z, t), são de maior importância prática do que os campos EM 
estáticos. Entretanto, a familiaridade com os campos estáticos promove uma boa fundamentação pa- 
ra compreender os campos dinâmicos. Em terceiro lugar, relembremos que os campos eletrostáticos 
são usualmente gerados por cargas elétricas estáticas, enquanto que os campos magnetostáticos são 
devido ao movimento das cargas elétricas com velocidade uniforme (corrente contínua) ou devido a 
cargas magnéticas estáticas (pólos magnéticos). Campos magnéticos variáveis no tempo ou ondas 
são usualmente gerados por cargas aceleradas ou por correntes variáveis no tempo, tais como as mos- 
tradas na Figura 9.1. Qualquer corrente pulsada produzirá radiação (campos variáveis no tempo). É 
importante observar que correntes pulsadas do tipo mostrado na Figura 9.1(b) são causas da emis- 
são irradiada por placas de lógica digital. Em resumo: 


Cargas estacionária — campos eletrostáticos 
Correntes contínuas — campos magnetostáticos 
Correntes variáveis no tempo — campos eletromagnéticos (ou ondas) 


Nosso objetivo neste capítulo é construir sólidos fundamentos para nossos estudos subsequentes. 
Isto envolverá dois conceitos da maior importância: (1) força eletromotriz bascada nos experimen- 
tos de Faraday e (2) corrente de deslocamento, que resulta da hipótese de Maxwell. Como resultado 
desses conceitos, as equações de Maxwell apresentadas na Seção 7.6 e as condições de fronteira pa- 
ra campos estáticos EM serão modificadas de forma a contemplar as variações no tempo dos cam- 
pos. Deve ser enfatizado que as equações de Maxwell resumem as leis do eletromagnetismo e devem 
ser a base de nossas discussões no restante do livro, Por essa razão, a Seção 9.5 deve ser considera- 
da como a essência deste livro. 
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toh 


Figura 9.1 Vários tipos de corrente variável no tempo: (a) sinusoidal; (b) retangular; (c) triangular, 


9.2 LEI DE FARADAY 


Após a descoberta experimental de Oersted (sobre a qual Biol-Savart e Ampére bascaram suas leis) 
de que a corrente contínua produz um campo magnético, parecia lógico investigar a hipótese de que 
um campo magnético poderia produzir eletricidade. Em 1831, aproximadamente 11 anos após a 
descoberta de Oersted, Michael Faraday, em Londres, e Joseph Henry, em Nova York, descobriram 
que um campo magnético variável no tempo poderia produzir uma corrente elétrica. 

De acordo com os experimentos de Faraday, um campo magnético estático não produz fluxo de 
corrente, mas um campo magnético variável no tempo produz uma tensão induzida (denominada for- 
ca eletromotriz ou, simplesmente, fem) em um cireuito fechado, o que causa um fluxo de corrente. 


Faraday descobriu que a fem induzida, V.. (em volts), em qualquer circuito fechado, é igual 
à taxa de variação no tempo do fluxo magnético enlaçado pelo circuito. 


Essa é a lei de Faraday e pode ser expressa como 


Viem DE EE E =N (9.1) 


onde N é o número de espiras no circuito e 'P é o fluxo em cada espira. O sinal negativo mostra que 
a tensão induzida age de tal forma a se opor ao fluxo que o produziu. Essa propriedade é conhecida 
como lei de Lenz, destaca o fato de que o sentido de fluxo da corrente no circuito é tal que o campo 
magnético produzido pela corrente induzida se opõe ao campo magnético original. 

Relembre que descrevemos o campo elétrico como uma região em que cargas elétricas sofrem a 
ação de força. Os campos elétricos considerados até agora são causados por cargas elétricas. Em tais 
campos, as linhas de fluxo começam e terminam em uma carga. Entretanto, há outros tipos de cam- 
pos elétricos não diretamente causados por cargas elétricas. Estes são campos produzidos por fem's. 
Fontes de fem's incluem geradores elétricos, baterias, termopares, células de carga e células fotovol- 
taicas; todos convertem energia não elétrica em energia elétrica. 


bateria 





Figura 9.2 Circuito mostrando a fem que produz um campo E, e campos eletrostáticos E, 


* Para mais detalhes sobre a experiência de Michael Faraday (1791-1867) e Joseph Henry (1797-1878), veja W. E. Magie, A Source Book in Physics. Cambrid- 
ze, MA: Harvard Univ. Press, 1963, p. 4722-519, 


* Em homenagem a Heinrich Friedrich Emil Lenz (1804-1865), professor de Física russo. 
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Considere o circuito elétrico da Figura 9.2, onde uma bateria é a fonte de fem. A ação eletroquí- 
mica da bateria resulta em um campo E, produzido por uma fem. Devido ao acúmulo de cargas nos 
terminais da bateria, um campo eletrostático E, ( = — VV) também existe. O campo elétrico total em 
qualquer ponto do circuito é: 


E=E,+E, (9.2) 


Observe que, fora da bateria, É, é zero, dentro da bateria, E, c É, têm orientações opostas, e a orien- 
tação de E, no interior da bateria é oposta a do campo fora dela. Se integrarmos a equação (9.2) so- 
bre o circuito fechado, 
P 
| E dl = ) Ed +HO = | E -dl (através da bateria) (9,3a) 
E L 


e 


onde $ E, - dl = O porque E, é conservativo. A fem da bateria é a integral de linha do campo produ- 
zido pela fem, isto é, 


P Pp 
= | E, dl = | E, : dl = IR (9.3b) 
MM 


) mw 


Já que E, e E, são iguais, mas opostos dentro da bateria (veja Figura 9.2). Isso deve ser considerado 
como a diferença de potencial (V, — V,) entre os terminais da bateria a circuito aberto. É importante 
notar que: 
1. Um campo eletrostático E, não pode manter uma corrente contínua em um circuito fechado, 
uma vez que ?, E.-dl= 0 = IR. 
2. Um campo E, produzido por uma fem é não conservativo. 
5. Exceto em eletrostática, a tensão c a diferença de potencial são usualmente não equivalentes. 


9.3 FEM DE MOVIMENTO E FEM DE TRANSFORMADOR 


Tendo considerado a relação entre fem e campo elétrico, podemos examinar como a lei de Faraday 
associa os campos elétricos com os campos magnéticos. Para um circuito com uma só espira (N = 
1), a equação (9,1) torna-se: 


(9.4) 





Em termos de E e B, a equação (9.4) pode ser escrita como 


Vim = , E-dl= — | B -ds (9.5) 
L Os 

onde 'P foi substituído por f; B.dS, e S é a área superficial do circuito delimitado pelo caminho fe- 
chado L. É evidente, da equação (9.5), que, em uma siluação de campos variáveis no tempo, tanto o 
campo elétrico quanto o magnético estão presentes e estão interrelacionados, Observe que dl e dS na 
equação (9.5) estão de acordo com a regra da mão direita e com o teorema de Stokes. Isso deve ser 
observado na Figura 9.3. A variação do fluxo com o tempo, que aparece na equação (9.1) ou na equa- 
ção (9.5), pode ser causada de três maneiras: 

1. quando se tem uma espira estacionária em um campo magnético B variável no tempo; 

2. quando se tem a área de uma espira variável no tempo em um campo magnético B estático; 

3. quando se tem a área de uma espira variável no tempo em um campo magnético B variável 

no tempo; 


Cada uma dessas situações será considerada separadamente. 
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A. Espira estacionária em um campo magnético B variável no tempo 
(fem de transformador) 


Esse é o caso ilustrado na Figura 9,3, onde uma espira condutora estacionária está imersa em um 
campo magnético B variável no tempo. A equação (9.5) torna-se: 


(9.6) 





Essa fem induzida pela corrente variável no tempo (que produz o campo magnético B variável no 

tempo) em uma espira estacionária é muitas vezes denominada como fem de transformador em Aná- 

lise de Sistemas de Potência, uma vez que está relacionada à operação de um transformador. Ao apli- 
car o teorema de Stokes ao termo do meio na equação (9.6), obtemos: 
oB 

[oxm:as--| Ea (9.7) 


1 Ss LA 


Para as duas integrais se igualarem, os integrandos devem ser iguais, Isto é: 


(9,8) 





Essa é uma das equações de Maxwell para campos variáveis no tempo. Essa equação mostra que O 
campo elétrico E variável no tempo é não conservativo (V x E + 0). Isso não implica que os princií- 
pios de conservação da energia sejam violados. O trabalho realizado para deslocar uma carga em um 
caminho fechado na presença de um campo elétrico variável no tempo, por exemplo, é devido à 
energia proveniente do campo magnético variável no tempo. Observe que a Figura 9,3 obedece a lei 
de Lenz, isto é, a corrente induzida / flui de forma a produzir um campo magnético que se opõe a B(t). 


B. Espira em movimento em um campo B estático (fem de movimento) 


Quando uma espira condutora se move em um campo B estático, uma fem é induzida na espira. Re- 
lembremos da equação (8.2) que a força sobre uma carga em movimento com velocidade uniforme 
uem um campo magnético B é 


E = Ou x B (8.2) 


Definimos 0 campo elétrico de movimento E, como 


| 


F 
E,="2=uxB (9.9) 
O 


Se considerarmos uma espira condutora, movendo-se com velocidade uniforme u, como constituída 
de um grande número de elétrons livres, a fem induzida na espira será 





“By aumentado 


iê A+ ) 
RN 4 
x “Bit induzido 


Figura 9.5 Fem induzida devido a uma espira estacionária imersa em um campo magnético B variável no tempo. 
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Figura 9.4 Máquina de corrente contínua. 





Vem To À E, À dl Ene b (u ha B) : di (9.10) 
L L 





Este tipo de fem é denominada fem de movimento ou fem de fluxo cortante porque é devido à ação 
do movimento. Este é o tipo de fem encontrada em máquinas elétricas como motores, geradores e al- 
ternadores. A Figura 9.4 ilustra uma máquina de corrente contínua de dois pólos com uma bobina de 
armadura e um comutador de duas barras. Embora a análise da máquina de corrente contínua esteja 
fora do escopo deste livro, podemos observar que uma tensão é gerada à medida que a bobina gira na 
presença do campo magnético. Um outro exemplo de fem de movimento é ilustrado na Figura 9.5, 
onde um bastão se move entre um par de trilhos. Neste exemplo, B e u são perpendiculares entre si, 
tal que a equação (9.9), em conjunto com a equação (8.2), torna-se 


F,=HxB (9.11) 
ou 
F, = KB (9.12) 
e a equação (9.10) torna-se 
Viem = uBC (9.13) 


Aplicando o teorema de Stokes à equação (9.10), 


[0xEp:ds= | vx(uxB)-ds 


5 4 


ou 


(9.14) 





Observe que, diferentemente da equação (9.6), não há necessidade do sinal negativo na equação 
(2.10) porque a lei de Lenz já está considerada. 


” Figura 92.5 Fem induzida devido à uma espira 
B (para Pads que se movimenta em um campo B estático, 
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Aplicar a equação (9.10) nem sempre é fácil; deve-se ter algum cuidado. Os seguintes pontos de- 
vem ser observados: 


|. A integral na equação (9.10) é zero ao longo da porção da espira para a qualu = O, Assim, dl 
é tomado ao longo da porção da espira que corta o campo (ao longo do bastão na Figura 9.5), 
onde u tem um valor diferente de zero, 

2. A orientação da corrente induzida é a mesma que a de E, ouu X B. A orientação do caminho 
da integral na equação (9,10) é escolhida de modo a estar no sentido oposto ao da corrente In- 
duzida, dessa forma satisfazendo a lei de Lenz. Na equação (9.13), por exemplo, a integração 
sobre L é ao longo de — a,, enquanto que a corrente induzida flui no bastão ao longo de a,. 


C. Espira em movimento em um campo magnético variável no tempo 


” 


Esse é o caso geral em que uma espira condutora se movimenta em um campo magnético variável no 
tempo. Neste caso, tanto a fem de transformador quanto a de movimento estão presentes. Combinan- 
do as equações (9,6) e (9.10), tem-se a fem total dada por 


)B 
Ven = 6 E-ai=—| DB gs + d (uxXB)-dl (9.15) 


L E L 





ou a partir das equações (9,8) e (9,14), 


aB 
sirene Vx(uxB) (9.16) 





Observe que a equação (9.15) é equivalente à equação (9.4), tal que V,.. pode ser encontrada usan- 
do ou a equação (9.15) ou a equação (9.4). De fato, a equação (9.4) pode ser sempre aplicada em lu- 
gar das equações (9.6), (9.10) e (9.15). 


Uma barra condutora pode deslizar livremente sobre dois trilhos condutores, como mostrado na Fi- 
gura 9.6. Calcule a tensão induzida na barra se: 
: o ey 
(a) a barra está parada em y = 8cm e B = 4 cos 10º a.mWb/m'; 
(b) a barra desliza a uma velocidade u = 204, m/s e B = 4a. mWb/m'; 


(c) a barra desliza à uma velocidade u = 2Ua, m/'seB = 4cos(] Q't — va. mWb/m” 


Figura 2.6 Referente ao Exemplo 9.1. 





Solução: 
(a) Neste caso, temos uma fem de transformador dada por 


aB 0,08 [0,06 | 
Vem = | =" S = | | 4do 0º sen 10% dx dy 
id r=0 “x=0 


4(10)%(0,08)(0,06) sen 10º 
= 19,2 sen 10% V 
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A polaridade da tensão induzida (de acordo com a lei de Lenz) é tal que o ponto P na barra está em 
um potencial mais baixo do que o do ponto O, quando B está aumentando. 
(b) Este é o caso da fem de movimento: 


nl) 
Van = | (u x B)-dl= | (ua, pal Ba.) “xa, 
A=t 


= — uBf = — 204,10 (0,06) 
- 48 mV 


(c) Ambas as fems (de transformador e de movimento) estão presentes neste caso. Este problema po- 
de ser resolvido de duas maneiras. 


Método 1: usando a equação (9,15), 


Vem =—| Sds + | (u x B)-dl (9.1.1) 
COM Y 
= | | 4,10 “(10º sen(10% — y)dy' dx 
x=0 “O 
O) 
+ | [20a, x 4,10“ cos(10% — yJa,] - dxa, 


Ri 





= 240 cos(10%t — y') Ee 80(10*)(0,06) cos(10%t — y) 

= 240 cos(10ºt — y) É 240 cos 10% — 4810 * cos(10% — y) 
= 240 cos(10r — y) — 240 cos 10º (9.1.2) 
porque a fem de movimento é desprezível se comparada à fem de transformador, Utilizando a iden- 
tidade trigonométrica 








+ ipa 
cosA -— cos B = -2 seno dn d 
2 2 
Vem = 480 sen [1 -2) sen 5V (9.1.3) 


Método 2: alternativamente, podemos aplicar a equação (9.4), nominalmente, 





ar 
Vem = no (9.1.4) 
onde 
= [3.8 
1 Oo 
= | | 4 cos(10't — y) dx dy 
y=0 “x=0 
= — 4(0,06) sen(10% — y)| 
v=0 
= — 0,24 sen(10%t — y) + 0,24 sen 10% mWb 
Porém, 


dy 
o “uyv=ut= 2 
dt 
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Portanto, 


P = — (0,24 sen(10%t — 204) + 0,24 sen 10% mWb 


€ P | 
Vem = a = (,24(10º — 20) cos(10% — 201) — 0,24(10º) cos 10º mV 
= 240 cos(10% — y) — 240 cos 109% V (9.1.5) 


que é o mesmo resultado da equação (9.1.2). Observe que, na equação (9.1.1), a dependência de y 
com o tempo é considerada em | (u X B)- dl e não devemos nos preocupar com ela em 9B/0r. Por 
quê? Porque a espira é considerada estacionária quando computamos a fem de transformador. Esse é 
um ponto a considerar quando aplicamos a equação (9.1.1). Pela mesma razão, o segundo método é 
sempre mais fácil. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 8.1 

Considere a espira da Figura 9.5. Se B = 0,5a. Wb/m”, R = 200,4 = IOemeabarra 
se movimenta com uma velocidade constante de 8a m/s, determine: 

(a) a fem induzida na barra; 

(b) a corrente através do resistor; 

(c) a força sobre a barra devido ao seu movimento, 

(d) a potência dissipada pelo resistor. 


Resposta: (a) 0,4 V:; (b) 20 mA; (c)- a mN; (d) 8 mW. 


E é aa Sao É ; a 
A espira mostrada na Figura 9.7 está imersa em um campo magnético uniforme B = 50 a, mWb/m”. 
se 0 lado DC da espira “corta” as linhas de fluxo a uma frequência de 50 Hz, estando a espira sobre 
o plano xy no tempo + = O, encontre: 


(a) a fem induzida em t= Ims; 
(b) a corrente induzida em t = 3 ms. 
Solução: 


(a) Já que o campo B é invartável no tempo, a fem induzida é de movimento, isto é, 


Vim = [ (u x B)-dl 


onde 
dada qo DB, 
dl = oe = dz d., U= Hi -— dE ds = Pd 


p =AD = 4cem, w = 27f= 1007 


Como u e dl estão em coordenadas cilíndricas, transformamos B em coordenadas cilíndricas usando 
a equação (2.9): 


B = Ba, = Bo(cosga, — send as) 


onde 5, = 0,05. Portanto, 


dl do a. 
uxB=I0 pus O | = —pwB, cos q a. 
B,cosó —Bseng O 
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E Figura 9,7 Referente ao Exemplo 9,2. A 
polaridade é para fem aumentando. 





Cu 


(u x B):dl= —pwB, cos é dz = — 0,04(1007)(0,05) cos & dz 
= — 0,27 cos 4 dz 
0,03 
Vim = | — Ox cosg dz = — or cos é mV 
z=) 
Para determinar à, relembre que 
! 
se sa qr 

dt 


onde €, é uma constante de integração. Em t = 0, é = 7/2 porque a espira está no plano yz neste ins- 
tante de tempo, C, = 7/2. Desta forma, 


Vem = — 67 cos( ar E > óm sen(100m0) mV 
Emr = Ims, Vem = 67 sen(0,17) = 5,825 mV 


(b) A corrente induzida é: 


Vim 
i= E = 607 sen (10071) mA 
Em t = 3 ms, 


| = 607 sen(0,37) mA = 0,1525 A 


EXERCÍCIO PRÁTICO 9.2 
Refaça o Exemplo 9.2 considerando, no entanto, um outro campo B dado por: 


(a) B = 50a, mWb/m” - isto é, o campo magnético está orientado ao longo de 
y positivo; 
(b) B = O002ta, Wb/m? — isto é, o campo magnético é variável no tempo. 


Resposta: (a) - 17,93 mV, - O,1108 A; (b) 20,5 uV, - 41,92 mA. 
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E : E ae ã a E De. E ã : 
O circuito magnético da Figura 9.8 tem uma seção reta uniforme de 10“ m”. Se o circuito é energi- 
zado por uma corrente i (1) = 3 sen 100xt A em um enrolamento com N, = 200 espiras, determine a 
fem induzida no enrolamento de N, = 100 espiras. Assuma que u = 500 yu. 





Figura 9.8 Circuito magnético do Exemplo 9.3. 


Solução: 
O fluxo no circuito é: 
Sp Es Mt Es NnuS 


P=> = 
A Eus 2Tp, 





De acordo com a lei de Faraday, a fem induzida no enrolamento secundário é: 


ar pe MNopS diy 


Va ci ee Na 
Z part: 210, dt 
100 - (200) - (500) - (47 X 1077) + (107?) + 3007 cos 1007t 
27 - (10 x 10 ?) 
= — ár cos 100zmt V 
EXERCÍCIO PRÁTICO 9.3 


Um núcleo magnético de seção reta uniforme de 4 cm” é conectado a um gerador de 
120 Y, 60 Hz, como mostrado na Figura 9,9. Calcule a fem induzida V, no 
enrolamento secundário. 


Resposta: 72 V. 





Figura 9.9 Referente ao Exercício Prático 9.3. 
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9.4 CORRENTE DE DESLOCAMENTO 


Na seção precedente, essencialmente, reconsideramos a equação de Maxwell do rotacional para cam- 
pos eletrostáticos e a modificamos para situações em que há variação temporal, a fim de satisfazer a 
lei de Faraday. Agora, reconsideraremos a equação de Maxwell do rotacional para campos magnéti- 
cos (lei circuital de Ampére) para situações com variação temporal. 

Para campos EM estáticos, relembramos que 


VxH=J (9.117) 


Porém, a divergência do rotacional de qualquer campo vetorial é identicamente zero (veja o Exem- 
plo 3.10). Portanto: 


V(VxH=0=V-] (9.18) 
Entretanto, a continuidade da corrente expressa na equação (5.43) requer que 


tos 


V.J= É 
dt 


* (9.19) 


Dessa forma, as equações (9.18) e (9.19) são, obviamente, incompatíveis para situações com varia- 
ção temporal. Temos que modificar a equação (9.17) para compatibilizá-la com a equação (9.19), Pa- 
ra conseguir Isso, adicionamos um termo na equação (9.17), tal que ela se torna 


VxH=J+J, (9.20) 


onde J, deve ser determinado e definido. Novamente, a divergência do rotacional de qualquer vetor 
é zero. Portanto: 


V(VxH=0=V]J+V-J, (9.21) 


A fim de compatibilizar a equação (9.21) com a equação (9.19), 


(9.22a) 


(9.22b) 


(9.23) 





Esta é a equação de Maxwell (baseada na lei circuital de Ampêre) para campos variáveis no tempo. 
O termo J, = dD/dt é conhecido como densidade de corrente de deslocamento e J é a densidade de 
corrente de condução (J = oE).. A inserção do termo J, na equação (9.17) foi uma das maiores con- 
tribuições de Maxwell, Sem o termo J,, a propagação de ondas eletromagnéticas (ondas de rádio ou 
de TV, por exemplo) não poderia ter sido prevista, como Maxwell o fez. Em baixas frequências, J, é 
usualmente desprezível quando comparado com J. Entretanto, em fregiiências de rádio, os dois ter- 


1 a a dai 
Relembre também que denotamos J = pu como densidade de corrente de convecção. 
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mos são comparáveis. Na época de Maxwell, fontes de alta frequência não eram disponíveis, e a 
equação (9.23) não poderia ser verificada experimentalmente. Anos mais tarde, Hertz conseguiu 
gerar e detectar ondas de rádio verificando, dessa forma, a equação (9.23). Essa é uma das raras 
situações em que a argumentação matemática pavimentou o caminho da investigação experimental. 

Tomando por base a densidade de corrente de deslocamento, definimos a corrente de desltoca- 
mento como: 


li = | Jy:dS = | —“a8 (9.24) 


Devemos ter em mente que a corrente de deslocamento é resultado de um campo elétrico variável no 
tempo. Um exemplo típico de tal corrente é a corrente através do capacitor quando uma fonte de ten- 
são alternada é aplicada em seus terminais. Este exemplo, mostrado na Figura 9.10, serve para ius- 
trar a necessidade da corrente de deslocamento. Aplicando a forma não modificada da lei circuital de 
Ampére ao caminho fechado L, mostrado na Figura 9.10(a), obtém-se 


| Hedi= | Fa = Ly = | (9.25) 
L 5 


onde / é a corrente através do condutor e $, é a superfície plana limitada por L. Se usarmos a super- 
fície S, na forma de balão, que passa entre as placas do capacitor, como mostra a Figura 9. 10(b), 


- 


b H-dl= | J-dS = lv=0 (9.26) 
L : 


E 
as 
= 


porque nenhuma corrente de condução (J = 0) flui através de $,. Isto é paradoxal porque foi utiliza- 
do, neste caso, O mesmo caminho fechado L da situação mostrada na Figura 9.10(a). Para resolver 
este conflito, precisamos incluir a corrente de deslocamento na lei circuital de Ampére. A densidade 
de corrente total é ] + J.. Na equação (9.25), J, = O, tal que esta equação permanece válida. Na 
equação (9.26), ] = O tal que: 
d | dO 
bu-a- | 3ras-S| pras 20 (9.27) 
à a dt J,, dt 
Desta maneira, obtemos a mesma corrente para ambas as superfícies, embora a corrente seja de con- 
dução em 5, e de deslocamento em 5, . 


Figura 9.10 Duas superfícies de integração 
mostrando a necessidade de J, na lei circuital 
de Ampére. 





(a) 


; E É a 

Um capacitor de placas paralelas, com área de placa de 5 cm” e separação entre placas de 3 mm, tem 
cd = | “ ã . 

uma tensão aplicada às suas placas de 50 sen 10't V. Calcule a corrente de deslocamento consideran- 

do que e = 28. 
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Solução: 
D=:Ê=e 4 
PA eba cd 
“o a dadt 
Portanto, 
ES dV dV 
L=JjS=—— = C— 
di dd dt 


SC CA dt Ca dd dt 
0 5x 10º 
367 3x 10º 

147,4 cos 10'tnA 


“10º x 50 cos 101 





HI 


EXERCÍCIO PRÁTICO 9.4 

No espaço livre, E = 20 cos (wt — 50x) a, V/m. Calcule: 
(a) Jd; 

(b) H; 

(C) w. 


Resposta: (a) — 2Uwe, sen(wt — 50x) a, Alm”; (b) 0,4 we, cos(wt — 50x) a, 
Alm: (c) 1,5 X 10 rad/s 


9.5 EQUAÇÕES DE MAXWELL NAS FORMAS FINAIS 


James Clerk Maxwell (1831-1879) é considerado o fundador da Teoria Eletromagnética na sua 
forma atual. O trabalho consagrado de Maxwell levou à descoberta das ondas eletromagnéticas.” 
A partir de seu trabalho teórico de aproximadamente cinco anos (entre os seus 35 e 40 anos), Max- 
well publicou a primeira teoria unificada da eletricidade e do magnetismo. A teoria compreendeu 
todos os resultados já conhecidos, de cunho experimental e teórico, sobre eletricidade e magnetis- 
mo. Adicionalmente, Maxwell introduziu o conceito de corrente de deslocamento e fez a previsão 
da existência das ondas eletromagnéticas. As equações de Maxwell não foram amplamente aceitas 
por muitos cientistas até serem confirmadas posteriormente por Heinrich Rudolf Hertz 
(1857-1894), um professor de Física alemão. Hertz foi bem-sucedido na sua tentativa de gerar e 
detectar ondas de rádio. 

As leis do eletromagnetismo, que Maxwell compilou na forma de quatro equações, foram apresen- 
tadas na Tabela 7.2, na Seção 7.6, para condições estáticas. As formas mais gerais dessas equações são 
para condições com variação temporal e estão mostradas na Tabela 9.1. Observamos da tabela que as 
equações de divergência permanecem as mesmas, enquanto as equações de rotacional foram modifica- 
das. À forma integral das equações de Maxwell evidencia as leis físicas subjacentes, enquanto a forma 
diferencial é usada mais fregientemente na solução de problemas. Para um campo ser “classificado” 
como um campo eletromagnético, ele deve satisfazer todas as quatro equações de Maxwell. A impor- 
tância das equações de Maxwell não pode ser subestimada porque elas resumem todas as leis conheci- 
das do eletromagnetismo. Até o final deste livro, nos reteriremos a essas equações inúmeras vezes. 


“O trabalho de James Clerk Maxwell (1831-1879), físico escocês, pode ser encontrado em seu livro, A Freatise on Electricity and Magnetism. New York: Dover, 
vol, 102, 1954. 
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Já que esta seção pretende ser uma síntese de nossa discussão nesse livro, é importante mencio- 
nar outras equações que vão ser utilizadas lado a lado com as equações de Maxwell. A equação da 
força de Lorentz 


F=ME-+uxB) (9.28) 


TABELA 9.1 Forma geral das equações de Maxwell 


Forma diferencial Forma integral Comentários 
V-D=a, b D + ds = o dv Lei de Gauss 
“4 V 

po sera ze Demonstração da não existência 
a, j Eua da carga magnética isolada” 

aB a 
VHXE=—— j Eeql="= | B- ds Lei de Faraday 

o LR di + 


aD à 
VxH=]+ a b Hal ) “dS Lei circuital de Ampére 
f 


II 
LET —, 
Poa 
mi 
+ 


* Esta também é referida como a lei de Gauss para campos magnéticos. 


está associada às equações de Maxwell. Da mesma forma, a equação da continuidade 


dp, 
VeJ=-— (9.29) 
dt 
está implícita nas equações de Maxwell. Os conceitos de linearidade, isotropia e homogeneidade do 
meio material também se aplicam para campos variáveis no tempo. Em um meio linear, homogêneo 
e Isotrópico, caracterizado por o, se |, as relações constitutivas 


D-cE=sE+P (0.30a) 
B = uH = u(H + M) (9.30b) 
]J=cE+ pu (9.30c) 


permanecem válidas para campos variáveis no tempo. Consegientemente, as condições de fronteira 


E, = Es, ou (E, —- E) xao =0 (9.3la) 
H—H,=K ou (H —-H)x ao = K (9.31b) 
Din —Dw=0 o (Di -D)an=op (9.31€) 
Bin" Ba =0 ou (B,- B)):a,,=0 (9.31d) 


permanecem válidas para campos variáveis no tempo. Entretanto, para um condutor perfeito (o = =) 
em um campo variável no tempo, 


E = 0, H = 0, J=0 (9,32) 


e, portanto: 


B,.=0, E=0 (9.33) 


Para um dielétrico perfeito (o = 0), a equação (9.31) continua válida, à exceção de que K = 0, Em- 

bora as equações (9.28) a (9.33) não sejam equações de Maxwell, elas estão associadas a essas. 
Para completar esta seção resumo, apresentaremos, na Figura 9.11, uma estrutura que relaciona 

Os vários campos vetoriais, elétrico e magnético, com as funções potenciais. Esse diagrama de fluxo 
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eletromagnético auxilia na visualização das relações fundamentais entre as grandezas de campo. 
Também mostra que é possível encontrar formulações alternativas para um dado problema de uma 
maneira relativamente simples. Deve-se observar que, nas Figuras 9.10(b) e 9.10(c), introduzimos p” 
como a densidade de carga magnética livre (semelhante a p,), que é, evidentemente, nula, e À, como 
a densidade de corrente magnética (análoga a J). Usando termos da análise de tensões, as principais 
relações são classificadas como: 

(a) equações de compatibilidade 


V:B=0"=0 (9.34) 
e 
) 
VA Es aa = (9.35) 
dt 
(Db) equações constitutivas 
B = 4H (9.36) 
e 
D = gE (9.37) 
(c) equações de equilíbrio 
V.D=p, (9.38) 
e 
vxH=3+5 (9.39) 





(b) tc) 


“igura 9,11 Diagrama de fluxo eletromagnético mostrando a relação entre potenciais é campos vetoriais: (a) 
sistema eletrostático;, (b) sistema magnetostático, (6) sistema eletromagnético. [Adaptado com permissão do 
[EE Publishing Dept.] 
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'9.6 POTENCIAIS VARIÁVEIS NO TEMPO 


Para campos EM estáticos, obtemos o potencial elétrico escalar como 





By dv 
VF= |" 9.40 
| dreR 
e o potencial magnético vetorial como 
pu dy 
A = 9.41 
| dk 


Examinemos o que acontece com estes potenciais quando os campos são variáveis no tempo. Relem- 
bre que A foi definido a partir do fato que V - B = 0, que continua válido para campos variáveis no 


tempo. Assim, a relação 


continua válida para campos variáveis no tempo. Combinando a lei de Faraday, equação (9.8), com 
a equação (9,42), resulta em 


a 
VxE= set X A) (9.434) 
É 


OMI 





JA | 
V x (x E +) = (9.43b) 


Já que o rotacional do gradiente de um campo escalar é identicamente zero (veja Exercício Prático 
3.10), a solução para a equação (9.43b) é 


oa 
dt 


E + — VV (9.44) 


OU 


(9.45) 





Das equações (9.42) e (9.45), podemos determinar os campos vetoriais Be E desde que os poten- 
ciais À e V sejam conhecidos. Entretanto, precisamos encontrar algumas expressões para À e para V 
similares àquelas das equações (9.40) e (9.41), que são adequadas para campos com variação tempo- 
ral. 

Da Tabela 9.1, ou da equação (9.38), sabemos que V- D = p, é válido para condições variáveis no 
tempo. Tomando a divergência da equação (9.45) e fazendo uso das equações (9.37) e (9.38), obtemos 


| ae ê 
V.E=2=-Wy-Ô(V-A) 
E dt 
O 
[x 


e: | 7 
Vy+—(V.A)=-É 4 
FR del (9.46) 


Tomando o rotacional da equação (9.42) e incorporando as equações (9.23) e (9.45), resulta em 
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| ) IA 
VixX vx Antena (vv SA) 
dt dt 
. a (9,47) 
J T (é +) dA 
— = E e | ALE = 
E » dit à dito 
onde se pressupõe que D = sE e B = uH. Ao aplicar a identidade vetorial 
VxVxA=WV-A)- VA (9.48) 
à equação (9.47), obtém-se: 
: | av SA 
VA-MWMV-A)=-—-u]+ueV (E) + ue 3? (9.49) 
É 


Um campo vetorial é univocamente definido quando seu rotacional e sua divergência forem especi- 
fcados. O rotacional de A foi especificado na equação (9.42), Por razões que ficarão evidentes em 
breve, escolhemos a divergência de A como 





Esta escolha relaciona A com Ve é denominada condição de Lorentz para potenciais. Tínhamos is- 
to em mente quando escolhemos V - À = O para campos magnetostáticos na equação (7.59). Impon- 
do a condição de Lorentz da equação (9.50), as equações (9.46) e (9.49) tornam-se, respectivamen- 
te, 


(9.51) 


LE 


(9.52) 





que são as equações de onda a serem discutidas no próximo capítulo. A razão para escolher a condi- 
ção de Lorentz torna-se óbvia quando examinamos as equações (9.51) e (9.52). Ela desacopla as 
equações (9.46) e (9.49) e também produz uma simetria entre as equações (9.51) e (9.52). Pode-se 
mostrar que a condição de Lorentz pode ser obtida da equação da continuidade. Portanto, nossa es- 
colha da equação (9.50) não é arbitrária. Observe que as equações (6.4) e (7.60) são casos especiais 
estáticos das equações (9.51) e (9.52), respectivamente. Em outras palavras, os potenciais Ve A sa- 
tisfazem as equações de Poisson para condições com variação temporal. Da mesma forma que as 
equações (9.40) e (9.41) são as soluções ou as formas integrais das equações (6.4) e (7.60), pode se 
mostrar que as soluções” das equações (9.51) e (9.52) são 


—|lpoldy 
V= | Fere (9.53) 
Li 
E[J] dv : 
A =| E 54 
| 4TR xa) 


O termo [p,] (ou [J]) significa que o tempo tem o (x, y, 2, 4) [ou Jlx, y, 2, 1)] é substituído pelo 
tempo de retardo t' dado por 


* Por exemplo, veja D. K. Cheng, Field and Wave Electromagnetics. Reading MA: Addison-Wesley, 1983, p. 291-292. 
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t=t- 


R 
= 9.55 
ã (9.55) 


onde R lr — rlé a distância entre o ponto fonte re o ponto de observação r, Isto é, o ponto onde se 
quer o valor do potencial, e 





(9.56) 


E — = 
Vue 


é a velocidade de propagação da onda. No espaço livre u = c=3 X 10º m/s, é a velocidade da luz 
no vácuo. Os potenciais Ve À nas equações (9.53) e (9.54) são, respectivamente, denominados po- 
tencial elétrico escalar com retardo e potencial magnético vetorial com retardo. Dados p e J, Ve A 
podem ser determinados usando as equações (9.53) e (9.54). A partir de Ve A, E e B podem ser de- 
terminados usando as equações (9.45) e (9.42), respectivamente. 


9.7 CAMPOS HARMÔNICOS NO TEMPO 


Até agora, consideramos a dependência temporal de campos EM como sendo arbitrária. De forma 
específica, assumiremos que os campos são harmônicos no tempo. 


Um campo harmônico no tempo é aquele que varia periodicamente ou sinusoidalmente com 
o tempo. 


Além de a análise sinusoidal ter valor prático em si, é também importante porque pode ser estendida 
para a maioria das formas de onda através do uso da transformada de Fourier. Sinusóides são 
expressas de maneira simples como fasores, com os quais é muito mais conveniente de se trabalhar. 
Antes de aplicar fasores para campos EM, é útil fazer uma breve revisão do conceito de fasor. 

Um fasor z é um número complexo que pode ser escrito como: 


estro r/o (9.57) 
ou 


z=re*=rícosó + jsend) (9.58) 


E 1 — |. xéapartereal dez, yé: te imaginária de z, r é a magnitude de z, dad: : 
onde |; |, xéa parte real de z, y é a parte imaginária de z, r é a magnitude de z, dada por 


IH 


jaf=Vx + y (9.59) 


egéa fase de z, dado por: 


(9.60) 


Aqui, x, Y, Z, re à não devem ser confundidos com as variáveis coordenadas (letras diferentes pode- 
riam ter sido usadas, mas é difícil encontrar letras melhores que essas). O fasor z pode ser represen- 
tado na forma retangular como z = x + jy ou, na forma polar, como Z="r/4 = e'º . As duas for- 
mas de representar z são descritas nas equações (9.57) a (9.60) e ilustradas na Figura 9.12. À soma € 
a subtração de fasores são melhor efetuadas na forma retangular, enquanto que a multiplicação e a 
divisão são melhor efetuadas na forma polar. 

Dados os números complexos 


z=r+tjy=r/0 ne nto =1n1,40 e m=%m += n/Ê 
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Im Figura 9.12 Representação de um fasor z=x+jy= 


No rad/s 
pp-—————=——— 


rig. 





as seguintes propriedades básicas devem ser observadas: 


Adição: 
+ 2— Qu dao) + Jd ya) (2.6la) 
subtração: 
Sp aid UG) TM a) (9.61b) 
Multiplicação: 
Z1ão = ro /6y + do (9.61c) 
Divisão: 
= — e di — do (9.61d) 


Raiz quadrada: 
Vz=Vr/ó2 (9.61€) 
Complexo conjugado: 
t=r-jy=r/-6="re?*f (9.61f) 


Outras propriedades dos números complexos podem ser encontradas no Apêndice A.2. 
Para introduzir a dependência temporal, façamos 


d=uw + (9.62) 


onde 8 pode ser uma função do tempo, ou de coordenadas espaciais, ou pode ser uma constante. As 
partes real (Re) e imaginária (Im) de 


re" = refeio! (9.63) 
são dadas, respectivamente, por 
Re (re'”) = rcos (wt + 0) (9.64a) 
[e 
Im (re'*) = rsen (wt + 0) (9.64b) 


Portanto, uma corrente sinusoidal dada, por exemplo, por Mt) = |, cos(wt + 8) é igual à parte real de 
Le" e. A corrente [(1) = 1, sen(wr + 0), que é a parte imaginária de [,e” &”, pode também ser 
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representada como a parte real de 1.º" “e” porque sen a = cos(a — 90º). Entretanto, ao realizar 
as operações matemáticas, devemos ser coerentes usando ou a parte real ou a parte imaginária de 
uma grandeza, mas não ambas simultaneamente. 

O termo complexo Le”, que resulta quando subtendemos o fator tempo e“ em It), é denomina- 
do o fasor corrente, denotado por É, isto é, 


L=Le"=h/0 (9.65) 


onde o subscrito s denota a forma fasorial de 1). Então, a forma instantânea Kt) = [, cos(wt + 0) po- 
de ser expressa como 


Kt) = Re (Le) (9.66) 


Em geral, um fasor pode ser um escalar ou um vetor. Se um vetor A(x, v, Z, t) é um campo harmônico 
no tempo, a forma fasorial de A é A (x, y, z), estando essas duas grandezas relacionadas conforme: 





(9.67) 
Por exemplo, se A = A, cos (w! — Bx) a,, podemos escrever A como 
A = Re (Aço ** a,e!e") (9.68) 
Comparando esta equação com a equação (9.67), conclui-se que a forma fasorial de A é: 
A,= Ae a, (9.69) 
Observe, da equação (9.67), que 
dA à 
— = = RE (Ae 
geo a (9.70) 
= Re (jwA e!) 


mostrando que determinar a derivada no tempo de um grandeza instantânea é equivalente a multiph- 
car sua forma fasorial por jw. Isto é, 


IA 
— Pd 9.71 
De forma similar, 
A 
| ASI (9.72) 
jo 


Observe que a parte real é escolhida na equação (9.67), como na análise de circuitos; a parte ima- 
ginária igualmente poderia ter sido escolhida. Observe também a diferença básica entre a forma ins- 
tantânea A(x, w, z, 1) e sua forma fasorial A (x, y, 7). A primeira é dependente do tempo e é real, en- 
quanto que a última é invariável no tempo e é geralmente complexa. É mais fácil trabalhar com A,e 
obter A de A. sempre que for necessário, utilizando a equação (9.67). 

Apliquemos agora o conceito de fasor a campos EM variáveis no tempo. As grandezas campo 
E(x, 3, 2 O, D(x, y, 7 0), H(x, y, 2, 0. Blx, vz O JO, vz Dep dx, » z, t) e suas derivadas podem ser 
expressas na forma fasorial usando as equações (9.67) e (9,71). Na forma fasorial, as equações de 
Maxwell para campos EM harmônicos no tempo em um meio linear, isotrópico e homogêneo são 
apresentadas na Tabela 9.2. Da Tabela 9.2, observe que o fator tempo e” desaparece porque está as- 
sociado a cada termo e, portanto, resultam-se equações independentes do tempo. Eis a justificativa 
para uso de fasores: o fator tempo pode ser omitido em nossa análise de campos harmônicos no tem- 
po e inserido quando necessário. Note, também, que, na Tabela 9.2, o fator tempo e“ foi assumido. 
É igualmente possível assumir o fator tempo e “”. Neste caso, precisaríamos substituir cada j na Ta- 
bela 9.2 por — j. 


EXEMPLO 9.5 
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TABELA 9,2 Equações de Maxwell na forma harmôni- 
ca temporal, assumindo e” como fator tempo 


Forma pontual Forma integral 

V.D =p, ! D,dS = | pa dv 
V.B=0 bB,:d8=0 

V XE, =juB, E, cdi = ja [B,ds 
VXxH =] +jwD, b H, dl = | (, + juDo) ds 


Determine o valor dos números complexos: 


6 a 





1+j LZ 
(o) = [5-8] 


Solução: 
(a) A solução pode ser obtida de duas maneiras: trabalhando com z na forma retangular ou na forma 
polar. 


Método 1: trabalhando com a forma retangular. 
Seja: 
Gr SIE 
2556 
onde 
24 =) 
z4 = (3 — j4)* = complexo conjugado de (3 — jd) 
=3+;4 
(Para encontrar o complexo conjugado de um número complexo, simplesmente substitua cada / por — /). 


z=-—| + j6 


Ur 


C=0+)'=4-1+4=3+;4 


Portanto, 
usj3+id)=-4+33 
zm =(-1+90)6b+tyb=-3-4+48-— 2 
= —27 + jl4 
e 
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Multiplicando e dividindo z, por = 27 — ;14 (racionalização), temos: 

— (4A+rpBM-Z-gld) 1350-325 
(=27 + jl4(-27 — jl4) 27 + 14º 

= (0,1622 — ;0,027 = 0,1644 /—0,46º 


£I 


Método 2: trabalhando na forma polar. 


ta =j= 1/90" 


Za = SE o) = 250,10 


23 = (1 +56) = 37 /99,46º 


EA = (5/2655) = 5/5212 


Portanto, 


(1 /90º)(5 /53,13º) 
(V37 [09,465 /53,13º) 


= 


“| 


] 
= —— /90º — 99,46º = 0,1644 /-9,46º 
37 


= (,1622 — ;0,027 


como obtido anteriormente. 


(b) Seja 
o 12 
= | 
ne E 
onde 
w=1+j=N2/45º 
o 
g=4-j8=4V5/-634º 
Portanto, 
zm V2 745º 2 
a a A e 
is AV5/-634º 45 
= (,1581 /108,4º 
E 
2 = V0,1581 /108,4º/2 
= (1,3976 /54,2º 
EXERCÍCIO PRÁTICO 9.5 


Determine o valor dos números complexos: 


a 4] | 
(a) J E = 


(b) 6/30º +j5 — 3 + et 


Resposta: (a) 0,24 + ;0,32: (b) 2,903 + [8,707. 
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Dado que A = 10 cos (10“t— 10x + 60º) a, e B, = (20/j) a, + 10 “a, expresse À na forma faso- 
rial e B, na forma instantânea. 


EXEMPLO 9.6 
Solução: 
A = Re [Ee ava) a.] 
onde w = 10º, Portanto, 


A = Re [10010 100 a le] = Re (Aço!) 


ou 


Aç= 100" a. 


no 
| 


20 ra o 
— dy + 100º" a. E — j20a, abs 100" a, 
J ' 


aero ESP ; Dr 
20e “a, + 10e”"“a, 


B = Re(B.e') 


= Re [20º “a, + 10e 


Hot Zmadã) 


a,] 
27X 
= 20 cos (wt — m!2)a, + IO cos |wt + Er a, 


2 
= 20) sen wta,+ 10 cos (x a e, 


EXERCÍCIO PRÁTICO 9.6 


Se P = 2 sen (10t+x- /4)a,e Q, = ea, — a.) sen my, determine a forma fasorial 
de Pe a forma instantânea de Q.. 
Resposta: 2e0 “a sen xy cos(wr + xa, — a). 


EXEMPLO 9.7 Õ campo elétrico e o campo magnético no espaço livre são dados por 


50 | 
E = RR (10% + fz) ds Vim 


H € 
H = 2 es (10% + 82) a, A/m 


Expresse estes vetores na forma fasorial e determine as constantes He 6, tais que os campos satis- 
[açam as equações de Maxwell. 


Solução: 
As formas instantâneas de E e de H são: 


E=Re(Ee”), H=Re(He) (9.7.1) 


h , a 
onde w = 10 cos lasores E e H são dados por 


SO a Ho ia | 
E, = a e as, H, = ET ca, (9.7.2) 
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Para o espaço livre,p,=0,0=0,2= es ect=gu, talqueas equações de Maxwell tornam-se: 


V-D=sV- E=05V-E=0 (9.7.3) 

V.B=mV:H=05V-H,=0 (9.7.4) 
dE 

V x H=oE+ fo ar > V x H, = jwe,E, (9.7.5) 

dH 

VxE= Ea SS VxX E = ou, (9.7.6) 


Substituindo a equação (9.7.2) nas equações (9.7.3) e (9.7.4), verifica-se, de imediato, que duas equa- 
ções de Maxwell são satisfeitas, a saber: 


l à 
Vo ===> (ENE 
E, p ab (Es) 
l à 
V H, PRA: pap (0H ,,) 0 
Considere 
Mou RE o: 
VxH=Vx (e gt: 0,) = Pe ia As (9,7.7) 


Substituindo as equações (9.7.2) e (9.7.7) na equação (9.7.5), temos 


HS o. , jo aro 
Jito cas = we, PE ea, 


ou 
HB = 50 we, (9.7.8) 
De maneira similar, substituindo a equação (9.7.2) na equação (9.7.6), resulta em 


SM) sa (a 
d p É J [) p 





A 
ou 
Hs 50 
— = (9.7.9) 
B Wo 
Multiplicando a equação (9.7.8) pela equação (9.7.9), obtém-se 
e) a E 
Hó = (50 — 
: 1) Ha, 
ou 
É | FT 50 
H, = *50Vedto = Tona = +(01,1326 
20m 


Dividindo a equação (9.7.8) pela equação (9.7.9), chega-se a: 


"y 


AE ft 3 
B = W Hot 


EXEMPLO 9.8 
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ou 


— q 10º 
B = EwNV uo£o neo E a 


+333 x 10º 


II 


Tendo em vista a equação (9.7.8), H, = 0,1326, B = 3,33 X 10“ ouH, =-0,1326,8 = -3,33X 10º, 
donde se conclui que somente estes valores satisfazem as quatro equações de Mawxell. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 9.7 


Õ nao 
No ar, É = = cos (6 x 10't — Br) as Vim. 


Determine 8 e H. 





É € l , | | 
Resposta: 0,2 rad/m, — DER cos 8 sen (6 X 101 — O2rja, -—— sen 8 x 
eTro 


1207r 
cos (6 x 10't — 0,21) ap Alm. 


Em um meio caracterizado porco =Q U=U,. E € 
E = 20 sen (10% — 8z) a, V/m 


determine Be H. 


Solução: 

Este problema pode ser resolvido diretamente no domínio tempo ou utilizando fasores. Como no ca- 
so do exemplo anterior, determinamos 8 e H ao fazer com que E e H satisfaçam as quatro equações 
de Maxwell, 


Método 1 (domínio tempo): comecemos resolvendo este problema da forma mais trabalhosa, isto é, 
no domínio tempo. E evidente que a lei de Gauss para campos elétricos é satisfeita, isto é: 








E, 
V-E=—"=0 
dy 
Da lei de Faraday: 
aH | | 
Txi=-4,— =| (WxB)d 
dt He 
Contudo: 
ER 
? dx dy dz dE, 0E, 
VxE= ? = — “Ra aims 
O Es Ú Fic Rs dO ra 
= 208 cos (10% — B:)a, + O 
Assim, 
205 | 
H = pis | cos (10% — Bz) dt a, 
20 
DE cen (10% — Baja, (9.8.1) 
u lo 


360 BM Elementos de Eletromagnetismo 


Prontamente, verifica-se que 


mostrando que a lei de Gauss para campos magnéticos é satisfeita. Por último, da lei de Ampére, 


| dE 
VxH=0E+t:— = 
dt 








ei | 
E = E | (V x Hat (9.8.2) 
porque o = 0, 
Contudo, 
9 à à 
. LA dl E é) Z o H, d fl, 
V o H = E = — e e 
to GO de dy 
— 208º 





ES cos (10% — 82) a, +0 
onde H na equação (9.8.1) foi substituído. 


Desta forma, a equação (9.8.2) torna-se: 


O | cos (10% — Bz) dt a, 
pe 
208º 


ns 1015 sen (10% — 82) a, 


Comparando este resultado com a expressão dada de E, obtém-se 


208” 
so = 20 
pe lO 
ou 








cê Bem 
B = +10"V gue = <I0Vy,* de, = JOW) — + O) 
; 3 x 10º 
2 
= Le 
3 
Da equação (9. 8.1), 
à | 
H = + Eu : sen (10% +) a, 
dr 10 (10) É 
ou 


Método 2 (usando fasores): 


E = Im (Ee!) 
onde w = 10. 


(9.8.3) 
Novamente, 
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VxE, 
VM = Jon HO Hi = 
Jp 
ou 
] PR 20 
H, = — [sa - aa cao e a, (9.8.4) 
= tw dz o tp 
Observe que V-H = O é satisfeito. 
VxH, 
VxH, = jwsE, — E, — ——— (9.8.5) 
jws 


Substituindo H. da equação (9.8.4) na equação (9.8.5), resulta em 








| 9H 208ºe 1 
E ER a RR 
Jus OZ wWLuE 


Comparando esta expressão com a dada para E, na equação (9.8.3), temos: 


ou 


É 
ra 

| 

|+ 
3 | > 


pb = Zu 


conforme obtido anteriormente. Da equação (9.8.4), 


20(2/3) e tt: 
a te gs 
10847 x 107) - 37 

H = Im (He!) 


| 
= +— sen (10% + 82) a, Aim 
àT 


a 
EE pi o 


como obtido anteriormente. Deve ser observado que trabalhar com fasores implica em uma conside- 
rável simplificação, se comparado com o trabalho no domínio tempo. Observe, também, que usamos 


A = Im(A e!) 


porque o E é dado em termos de seno, e não em termos de cosseno. Poderíamos ter usado 


A = Re(A e!) 


neste caso, o seno é expresso em termos de cosseno e a equação (9.8.3) poderia ser escrita como 


E = 20 cos (10ºt — Bz — 90º) a, = Re (Ee!) 


ou 
E, = 200 "Pa, = —j20e “a, 


e, assim, procedemos da mesma maneira. 
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RESUMO 


EXERCÍCIO PRÁTICO 9.8 

Um meio é caracterizado poro = 0, u=2u ce=58. SeH =2 

cos (wt — 3y) a, A/m, calcule w e E. 

Resposta: 2,846 X 10º rad/s, — 476,8 cos (2,846 X 10ºt — 3y) a, Vim 


1. 


Neste capítulo, introduzimos dois conceitos fundamentais: o de força eletromotriz (fem), emba- 
sado nos experimentos de Faraday, e o de corrente de deslocamento, que resulta da hipótese de 
Maxwell. Estes conceitos implicam em modificações nas equações rotacionais de Maxwell ob- 
tidas para campos EM estáticos para contemplar a dependência temporal dos campos. 

A lei de Faraday estabelece que a fem induzida é dada por (N = 1): 





À a 
fem ar 
| aB 
Para fem de transformador, Vim = — a “ds 


e para fem de movimento, Vim = | (u x B)- dl. 


A corrente de deslocamento 


E, = | J, E ds 


ab 
onde Jy = Em (densidade de corrente de deslocamento), representa uma modificação da lei 
É 


circuital de Ampére. Esta modificação, atribuída à Maxwell, previu a possibilidade de existência de 
ondas eletromagnéticas alguns anos antes de serem verificadas experimentalmente por Hertz. 
Na forma diferencial, as equações de Maxwell para campos dinâmicos são: 


V-D=op, 
V-.B=0 
q 
a! 
Voc = qo S 
at 


Cada uma destas equações diferenciais tem uma equação integral correspondente (veja tabelas 
9.12 9.2), que pode ser deduzida a partir das formas diferenciais utilizando ou o teorema de Sto- 
kes ou o teorema da divergência. Qualquer campo EM deve satisfazer as quatro equações de 
Maxwell ssmultancamente. 

O potencial elétrico escalar variável no tempo Vi, y, 2 ) eo potencial magnético vetorial 
A(x, y 7, t) satisfazem as equações de onda se a condição de Lorentz é assumida. 

Campos com variação harmônica no tempo são aqueles que variam sinusoidalmente no tempo. 
Eles são expressos de maneira mais simples na forma de fasores, com os quais é mais cômodo 
de se trabalhar. Utilizando a relação de Euler, o vetor instantâneo que representa uma grandeza 
vetorial Alx, w, 2, !) é associado à sua forma fasorial A (x, y, 2) de acordo com 


A(x, 3, 2,1) = Re (Ada, 3, 2) e!” 
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QUESTÕES DE REVISÃO 





9.1 


O fluxo através de cada espira de uma bobina de 100 espiras é (t — 21) mWb, onde r é dado em se- 
gundos. À fem induzidaem t = 2. s é: 

(a) 1NV 

(b) —1YV 

(c) 4mV 

(d) 0,4Y 

(e) -04V 


EB aumentando R diminuindo 





(a) (b) 


4 B diminuindo 4 B aumentando 





[ct td) 


Figura 9.13 Referente à Questão de Revisão 9.2. 


9.2 


43 


9,4 


9,5 


Assumindo que as espiras estão paradas e que o campo magnético B variável no tempo induz uma 
corrente elétrica [, indique quais das configurações na Figura 9.13 estão incorretas. 

Duas espiras condutoras 1 é 2 (idênticas, com exceção de que a 2 é seccionada) estão colocadas em 
um campo magnético uniforme que diminui a uma taxa constante, como mostra a Figura 9.14. Se o 
plano de cada espira é perpendicular às linhas de campo. qual das seguintes afirmativas é verdadei- 
ra? 

(a) uma fem é induzida em ambas as espiras; 

(b) uma fem é induzida apenas na espira seccionada 2: 

(c) o aquecimento por efeito Joule em ambas as espiras; 

(d) o aquecimento por efeito Joule não ocorre em nenhuma das espiras. 

Uma espira gira em torno do eixo y em um campo magnético B = B senwta, Wb/m”. A tensão in- 
duzida na espira deve-se à: 

(a) fem de movimento; 

(b) fem de transformador; 

(c) combinação de fem de movimento e fem de transformador; 

(d) nenhuma das alternativas acima. 


Uma espira retangular é colocada em um campo magnético variável no tempo B = 0,2 cos 150 
mta. Wb/m”, como mostrado na Figura 9.15. V, não é iguala V.. 


(a) Verdadeiro 
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(b) Falso 


Figura 4,14 Referente a Questão de Revisão 9,3. 





() OB Figura 9.15 Referente a Questão de Revisão 9,5 
e ao Problema 9.10. 

) O, 

(o) (+) 





9.6 O conceito de corrente de deslocamento foi a maior contribuição de: 
(a) Faraday: 
(bj Lenz; 
(c) Maxwell; 
(d) Lorentz; 
(2) seu professor. 


9.7 Identifique quais das seguintes expressões não são equações de Maxwell para campos variáveis no 








tempo: 
dp, 
gv Ve + = () 

(ay Vo] Er 
(b) V-D=op, 

1B 
(0) VE = —= 

di 


dE. 
(d) bu-ai- [(o8 + e M) as 


(e) bB-as=0 
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9.8 Diz-se que um campo EM não existe ou é não-maxwelliano se ele não satisfaz as equações de 
Maxwell e as equações de onda derivadas dessas. Qual dos seguintes campos no espaço livre é 
não-maxwelliano? 

(a) H = cosxcos IQ'ra, 
(b) E = I00 cos wra, 
(0) D=e ""sen(10 — 10y)a. 





(d) B = 0,4 sen lO'ta. 
| E ss E 
(e) H 10 cos (10 f E) a, 
sen O SEE 
(MN E = cos (wi — rq V us8o) ao 


(2) B= (1 — 0) sen wta. 


4,9 Qual das seguintes afirmativas não é verdadeira para um fasor? 
(a) Um fasor pode ser um escalar ou um vetor. 
(b) Um fasor pode ser uma grandeza com dependência temporal. 
ã o 
(c) Um fasor V, pode ser representado como V, /8 ou Voe”, onde Vo = |V. 


(d) Um fasor é uma grandeza complexa. 
á E = c 
210 Se E = 10ea, qual dessas não é uma representação correta de E? 
4 Y , 


(a) Re (E,e'”) 
(b) Re (E e ““) 
(c) Im (E,e!*) 
(d) 10 cos (wt + jdx) a, 
(e) 10 sen (wt + dx) a, 


Respostas: 9.1b; 9.2b,d; 9,34; 9,40; 9,5a; 9,60; 9.7a,c; 9.8b,d,g; 9.0a,c; 9.10d, 


9,1 Uma espira circular condutora de raio 20 cm está no plano ; = O imersa em um campo magnético 
PROBLEMAS P Ps Imas 


B = 10 cos 377t a, mWb/m”. Calcule a tensão induzida na espira. 


9.2 Uma barra de comprimento É gira em torno do eixo 7 com uma velocidade angular w. SeB = Ba.. 
calcule a tensão induzida no condutor. 


9.3 Uma espira retangular de 30 cm por 40 em gira a 130 rad/s em um campo magnético de 0,06 
Wb/m”, normal ao cixo de rotação. Se a espira tiver 50 voltas, determine a tensão induzida na es- 
pira, 


Es ! R E ER URD ia 
9.4 A Figura 9.16 mostra uma espira condutora de 20 cm” de área e resistência 40. Se B = 40 cos 10º 
ta. mWb/m”, determine a corrente induzida na espira e indique sua orientação. 


9.5 Determine a fem induzida na espira em forma de V da Figura 9.17. (a) Considere B = Ola. Wbim” 
eu = 2a m/s e assuma que a barra começa a deslizar a partir da origem, quando + = O. (b) Repita 
a parte (a) para B = 0,5xa, Wb/m”, 
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Y Figura 9.16 Referente ao Problema 9.4. 





Y Figura 9,17 Referente ao Problema 9.5. 
O O O, O 
EB 
O O, O, O 
—= 
= x 





*9,6 Uma espira quadrada de lado a se afasta de um filamento infinitamente longo, percorrido por uma 
corrente £, ao longo de a. com uma velocidade uniforme ua, como mostrado na Figura 9.18. As- 


sumindo que p = p, em t = O, mostre que a fem induzida na espira em + > O é dada por: 


2 
qd Lol 
fem 


2rp(o + a) 


*9,7 Uma barra condutora se move com uma velocidade constante de 3a, m/s paralelamente a um lon- 
go fio relilíneo percorrido por uma corrente de 15 A, como mostrado na Figura 9.19. Calcule a fem 
induzida na barra é determine qual extremidade da barra está a um potencial mais elevado, 


*9,8 Uma barra condutora está conectada a um par de trilhos através de conectores flexíveis, em um 
desr 3 É : É É 
campo magnético B = 6 cos 10ta, mWb/m”, como mostrado na Figura 9.20, Se o eixo z é a posi- 
ção de equilíbrio da barra e sua velocidade é 2 cos 101 a, m/s, determine a tensão induzida na bar- 
ra. 


E ali gg ds -s z 

9.9 Um automóvel viaja a 120 km/h. Se o campo magnético terrestre é de 4,3 x 10 — Wb/m”, deter- 
mine a tensão induzida no pára-choque de 1,6 m de comprimento. Assuma que o ângulo entre o 
campo magnético terrestre e a normal do carro é de 65º. 


a a " a E 
*9.10 Sea área da espira na Figura 9.15 é de 10 cm”, calcule V, e V.. 





9.1 


9,12 


9,13 


9.14 
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Figura 2.18 Referente ao Problema 9.6, 


Figura 9,19 Referente ao Problema 9.7, 


Uma barra magnética se movimenta em direção ao centro de uma bobina com 10 espiras e com re- 
sistência de 15 8), como mostrado esquematicamente na Figura 9.21. Se o fluxo magnético através 
da bobina varia de 0,45 Wb a 0,64 Wb em 0,02 s, qual a intensidade é orientação (do ponto de vis- 
ta do ímã) da corrente induzida? 


A seção reta de um gerador homopolar na forma de um disco é mostrada na Figura 9.22. O disco 
tem um raio interno p, = 2 cm e um raio externo p, = 10 cm e gira em um campo magnético uni- 
a " pd a mr a 

forme de 15 mWb/m”, a uma velocidade de 60 rad/s. Calcule a tensão induzida. 


Um gerador de 50 V em 20 MHz é conectado às placas de um capacitor de placas paralelas com die- 
létrico ar. Considerando a área de cada placa igual a 2,8 em e a separação entre elas de 0,2 mm, deter- 
mine o valor máximo da densidade de corrente de deslocamento e a corrente de deslocamento. 


A razão JiJ,, (densidade de corrente de condução por densidade de corrente de deslocamento) é 
muito importante em altas fregiiências. Calcule a razão em 1 GHz para: 

(a) água destilada (u = 4, e=8le,0=2X 107“ S/m); 

(b) água domar(u= H.e=8le,o= 25 Sm); 

(c) calcário (u= uu, e=5e,0=2X 10*Stm). 


Cha 


Assumindo que a água do mar tem u = 4, e = Sle,c = 205/m, determine a frequência na qual 
a densidade de corrente de condução é, em intensidade, dez vezes a densidade de corrente de des- 
locamento, 


Figura 9.20 Referente ao Problema 9.8. 
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Figura 4,21 Referente ao Problema 9.11. 





4,16 Um condutor com área de seção reta de 10 cm” é percorrido por uma corrente de condução de 0,2 
E th E : 2 
sen 10 t mA, Dado que o = 2,5 X 10 S/me e, = 6, calcule a intensidade da densidade de corren- 
te de deslocamento. 


9,17 (a) Escreva as equações de Maxwell para um meio linear e homogêneo em termos de E e H as- 
sumindo o fator tempo como e”. 


(b) Escreva a forma pontual das equações de Maxwell da Tabela 9.2, em coordenadas cartesianas, 
na forma de oito equações escalares, 


9,18 Demonstre que, em uma região livre de fontes (] = 0 ep, = 0), as equações de Maxwell podem 
ser reduzidas a duas. Identifique as duas equações mais gerais. 


9,19 Demonstre que, em um condutor linear, homogêneo e isotrópico, a densidade de carga p, satisfaz: 


Up, 
ct 


[5] 
tapa 1 io Q 
E 
9.20 Assumindo uma região livre de fontes, deduza a equação de difusão: 


dE 
VE = vo 
Par 





9,21 Em uma certa região. 


J = (2ya, + xza, + z'a,) sen 10ºt Alm 


encontre p, se p, (x, y,0,t) = 0, 


Figura 9,22 Referente ao Problema 9.12. 
ESCOVA 





L- disco de cobre 


9,22 


9,23 


*0,24 


9.25 


“0,26 


9.27 


9.28 


“20 
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Em uma região livre de cargas, na qual o=0,0e= ce cu=u. 


H = 5 cos(10!t — 4yja. Alm 


encontre: (a) J, e D: (b) &,. 


Em uma certa região como = 0,4 = 4H ee= 6,258,0 campo magnético de uma onda EM é da- 
do por 


H = 0,6 cos Bx cos 10ºt a. Alm 


Encontre 8 e o É correspondente utilizando as equações de Maxwell. 
Em um meio não magnético, 


E = 50 cos(10ºt — 8x)a, + 40 sen(10ºt — 8x)a. V/m 


encontre a constante dielétrica s e o H correspondente. 


Verifique se os campos dados a seguir são campos EM genuinos, isto é, se eles satisfazem as equa- 
ções de Maxwell. Assuma que os campos existem em regiões de carga livre. 


(a) A = 40 sen(wt + I0x)a. 
LO 
(b) B = PE cos(wt — 2pJa, 
a OS | 
(c) € = (39º cotg da, + aê 06) sen wl 


] 
(d) D = = Sen Ô sen(wt — Srja, 


Dada a energia eletromagnética total 


| 
w=5| E-D+H-B)dy 


demonstre, a partir das equações de Maxwell, que 
1W E 
ar 4 (E x H)- ds — [ES 


5 


w 


No espaço livre, 


H = p(sen ga, + 2 cos qa,) cos 4 X 10º Alm 


encontre Jc E. 
O campo magnético irradiado por uma antena no espaço livre é dado por 


12 sen É 


H cos(2x X 10º — Brjay mA/m 


encontre o campo magnético E correspondente em termos de 5. 


O campo elétrico no ar é dado por E = pte "” a, Vim. Encontre B e J. 
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**0,30 No espaço livre (o, = 0,J = 0). Demonstre que 


LJ rar 
E (cos 8 a, = sen f anjo!" Fic) 
Tr 


— 
e 


satisfaz a equação de onda da equação (9.52). Encontre o V correspondente. Considere c como a 
velocidade da luz no espaço livre. 


4,3] Determine o valor dos seguintes números complexos e expresse suas respostas na forma polar: 


(a) (4 /30º — 10 /50º)!º 


b) | +;2 

A 
| 3 + jáy 
(c) (3 + jd) 


12=;7+(-6 +10) 
(a) (3,6 /—200º)'* 
(2.4 /4SS)(—S + j8)* 


9.32 Expresse os campos harmônicos dados a seguir na forma de fasores: 
(a) E = 4 cos(wt — 3x — 10º) a, — sen(wt + 3x + 20º) a, 
a sen É 
(b) H = a cos(wt — Sra 


(c) ] = 6€ * sen(wt — 2x)a, + 10e “cos(wt — Sx)a. 


4,33 Expresse os seguintes fasores em suas formas instantâneas: 


(a) A,=(4-3 De*a, 


ZD 8: 
(b) B, pasa: = ir: 
Fa 
10 e 
(0) C=5(1 + j2)e"" sen bag 
; 


9,34 Dados À = 4 sen wta, + 3 coswra e B, = jl0ze “a, expresse A na forma fasorial e B, na forma 
instantânea. 


9,35 Demonstre que, em um meio lincar, homogêneo, isotrópico e livre de fontes, tanto E, quanto H,, 
devem satisfazer a equação de onda 


VA. +ÍyA,=0 


ondey'=wge-juuoe A=E ouH. 


Capítulo 10 





PROPAGAÇÃO DE 
ONDAS ELETROMAGNÉTICAS 


Você vai longe na vida na medida em que for afetuoso com os jovens, piedoso com os idosos, 
solidário com os perseverantes e tolerante com os fracos e com os fortes. Porque, em algum mo- 
mento de sua vida, você terá sido todos eles. 

GEORGE W. CARVER 


10.1 INTRODUÇÃO 


A nossa primeira aplicação das equações de Maxwell será relativa à propagação de onda eletromag- 
nética. A existência de ondas EM, previstas pelas equações de Maxwell, foi inicialmente investigada 
por Heinrich Hertz. Depois de vários cálculos e experimentos, Hertz teve sucesso na geração e de- 
tecção de ondas de rádio, as quais são, às vezes, chamadas de ondas hertzianas, em sua homenagem. 


Em geral, ondas são um meio de transportar energia ou informação. 


Exemplos típicos de ondas EM incluem as ondas de rádio, os sinais de TV, os feixes de radar e os 
raios luminosos. Todas as formas de ondas EM compartilham três características principais: todas 
elas viajam em alta velocidade; ao se propagarem apresentam propriedades ondulatórias; elas são ir- 
radiadas a partir de uma fonte, sem a necessidade de um meio físico de propagação. O problema da 
irradiação de ondas EM será tratado no Capítulo 13. 

Neste capítulo, nosso principal objetivo é resolver as equações de Maxwell e estudar a propaga- 
ção de ondas EM nos seguintes meios materiais: 


- espaço livre(o=0,2=s.UH=UH): 

2. dhelétricos sem perdas (0 = 0,2 = se, U=UH OUOCEÉ WE); 
3. dielétricos com perdas (00,2 = se, U=UM): 

4. bons condutores (== e=£s,.U= - uu, ou 0 => we). 


onde «w é a fregiiência angular das ondas. O Caso 3, dielétricos com perdas, é mais geral e será con- 
siderado primeiro. Depois que este caso geral for resolvido, derivaremos os outros (1, 2 e 4) como 
casos particulares pela seleção dos valores de o, «e 4. Entretanto, antes de considerarmos a propa- 
gação de ondas nestes meios, é apropriado que estudemos as características das ondas em geral. Isto 
é importante para o entendimento correto das ondas EM, Para o leitor que estiver familiarizado com 
os conceitos associados às ondas, a Seção 10.2 é prescindível. Considerações sobre potência, refle- 
xão e transmissão entre dois meios materiais diferentes serão discutidas no final do capítulo, 
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“10.2 ONDAS EM GERAL 


Um entendimento claro da propagação de ondas EM depende da compreensão do que são ondas em geral. 
Uma onda é uma função do espaço e do tempo. 


Um movimento ondulatório ocorre quando um distúrbio em um ponto A, em um instante 1, está re- 
lacionado com o que ocorre em um ponto 5, em um instante + > 1. Uma equação de onda, como 
exemplificado pelas equações (9.51) e (9.52), é uma equação a derivadas parciais de segunda ordem. 
Em uma dimensão, uma equação de onda escalar tem a forma de 
3 2 
JE Ee 


—- -—W— =) (10,1) 
dt” Ozº 








onde u é a velocidade da onda. A equação (10.1) é um caso especial da equação (9.51), na qual o 
meio é livre de fontes (p, = 0, J = 0). Ela pode ser resolvida pelo procedimento que segue, seme- 
lhante ao Exemplo 6.5. As suas soluções têm a forma 


E =fz-— ut) (10.24) 
E" = g(z + ut) (10.2b) 

ou 
E=fz-ut)+ g(z + ut) (10.20) 


onde fe g representam qualquer função de z— ute 7 + ut, respectivamente. Exemplos de tais funções 
incluem z + ut, sen k(z + ut), cos k(z + ut) e e”, onde k é uma constante. Pode se mostrar facilmen- 
te que todas estas funções satisfazem a equação (10.1). 

Se, em particular, assumimos uma dependência temporal harmônica (ou senoidal) e”, a equação 
(10,1) torna-se 





= al BE. = (10.3) 


onde 5 = wwe E é a forma fasorial de E. A solução da equação (10.3) é semelhante ao Caso 3 do 
Exemplo 6.5 [veja equação (6.5.12)]. Com os fatores de tempo inseridos, as soluções possíveis para 
a equação (10.3) são 


E” =Aghet Ro (10.44) 
E” = Beltês (10.4b) 
E = Agi Po + polotio (10.40) 


onde A e 6 dão constantes reais. 
No momento, vamos considerar a solução na forma da equação (10.4). Tomando a parte imagi- 
nária desta equação, teremos 


E = Asen(wt — bz) (10.5) 


Esta é uma onda senoidal, escolhida por sua simplicidade, uma onda cossenoidal seria obtida se ti- 
véssemos tomado a parte real da equação (10.4). Note as seguintes características da onda na equa- 
ção (10.5): 


1. Ela é harmônica no tempo porque assumimos dependência temporal e” para chegarmos à 
equação (10.5). 
2. Aéaamplitude da onda e tem a mesma unidade de E, 
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3. (wt- Bz) é a fase (em radianos) da onda que depende do tempo t e da variável espacial z. 

4. wvéafregiiência angular (em radianos/segundo) e 8 é a constante de fase ou número de on- 

da (em radianos/metro). 

Devido à dependência de E tanto com o tempo + quanto com a variável espacial z, podemos tra- 
çar o gráfico de E em função de 1, mantendo z constante e vice-versa. Os gráficos de E(z, + = cons- 
tante) e E(t, z = constante) são mostrados na Figura 10.1(aj e (b), respecivamente. Da figura 10.1(a) 
observamos que a onda se repete após uma distância À; portanto, À é chamado de comprimento de 
onda (em metros). Da Figura 10.1(b) vemos que a onda leva um tempo Tpara se repetir. Consegien- 
temente, Fé conhecido como o período (em segundos). Como a onda leva um tempo T para se pro- 
pagar por uma distância À a uma velocidade «1, teremos 


A=ur (10.6a) 


Como F= 1/f onde fé a fregitência (número de ciclos por segundo) da onda, em Hertz (Hz), então: 


= [A] (10.6b) 


Devido a esta relação fixa entre comprimento de onda e fregiiência, podemos identificar a posição de 
uma estação de rádio dentro de sua faixa tanto em termos de frequência como em comprimento de 
onda. Usualmente, a frequência é preferida. Também, porque 


w = 27] (10.7) 
g=- (10.7b) 
H 
im 
| 27 
F = f ea (10.7c) 





Cb) 


Figura 10.1 Traçado de Elz, 1) = A sen(wt = 87): (a) com 1 constante; (b) com z constante. 
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teremos, a partir das equações (10.6) e (10.7), que: 


(10.8) 





A equação (10.8) mostra que, para cada comprimento de onda propagado, a onda experimenta uma 
mudança de fase de 27 radianos. 

Mostraremos agora que a onda representada pela equação (10.5) viaja com uma velocidade u ao 
longo de +z. Para isto, consideremos um ponto fixo P na onda. Vamos desenhar a onda nos instan- 
test= 0, T4 e T/2, como na Figura 10.2. Desta figura, é evidente que, conforme a onda avança com 
o tempo, o ponto P move-se ao longo de +z. O ponto P é um ponto de lase constante. Portanto, 


wt — Bz = constante 
ou 
dz w | 
—=—=4 (10.9) 
dt B 
a qual é idêntica à equação (10.7b), A equação (10.9) mostra que a onda viaja com velocidade wu ao 
longo de +z. De forma similar, pode-se mostrar que a onda 8 sen («t+ 87) na equação (10.4b) está se 
propagando com velocidade u ao longo de —z, 
Em suma, notamos o seguinte: 


|. uma onda é função tanto do espaço quanto do tempo; 

2. embora o tempo t = O seja selecionado arbitrariamente como referência, uma onda não tem 
início nem fim; 

3. um sinal negativo em (wt * 87) está associado com a propagação de uma onda ao longo de 
+z (onda se propagando no sentido direto, ou positivo), enquanto um sinal positivo indica 
que a onda está se propagando ao longo de -z (onda se propagando no sentido inverso, ou 
negativo); 


4. como sen (— 1) = — sen 1 = sen (+ 7), enquanto cos (— 1) = cos (w), 


sen (4 = w/2) = *cos y (10.10a) 
sen (y * 7) = — sen y (10,10b) 
cos (4 + m/2) = = sen y (10.100) 
cos (4 E 7) = —cos y (10.10d) 


onde 4 = ot + 87. Com a equação (10.10), qualquer onda harmônica no tempo pode ser 
representada na forma de seno ou cosseno. 

Um grande número de frequências visualizadas em ordem numérica constituem um espectro. À 
Tabela 10.1 mostra em quais fregiiências ocorrem diferentes tipos de energia no espectro EM. Ás fre- 
quências usadas para comunicações de rádio estão localizadas próximas à parte inferior do espectro 
EM. Conforme a frequência cresce, a energia EM torna-se perigosa para o homem. Os fornos de mi- 
croondas, por exemplo, podem causar lesões se não forem adequadamente blindados. As dificulda- 
des práticas de usar energia EM para fins de comunicações também crescem com o aumento da fre- 
quência, até que, finalmente, não possa mais ser usada. À medida que se aprimoram os métodos de 
comunicações, os limites superiores das frequências utilizáveis são cada vez maiores. Os satélites de 
comunicações de hoje usam frequências próximas a 14 GHz. Esta frequência ainda está bem abaixo 
das freguências da luz, mas, no ambiente fechado das fibras óticas, a própria luz pode ser usada pa- 
ra comunicações.” 


“Veja a edição especial de março de 1987 do JEEE Engineering in Medicine and Biology Magazine sobre “Effects of EM Radiation”. 
E Veja a edição de outubro de 1980 do JEEE Proceedings sobre “Optical-Fiber Communications”, 
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TABELA 10.1 O Espectro Eletromagnético 





Fenômeno EM Exemplos de Usos Intervalo de Frequência 
Aproximado 
Raios cósmicos Física, Astronomia Acima de 10/ GHz 
Raios gama Tratamento de câncer 10-10" GHz 
Raios X Exames de raio X 10-10 GHz 
Radiação ultravioleta Esterilização 10-10" GHz 
Luz visível Visão humana 10-10" GHz 
Radiação infravermelha Fotografia 10-10" GHz 
Microondas Radar, estações repetidoras 3-300 GHz 
de microondas, comunicações 
por satélite 
Ondas de rádio Televisão UHF 4270-806 MHz 
Televisão VHF, rádio FM 54-216 MHz 
Rádio em ondas curtas' 3-26 MHz 
Rádio AM” 535-1.605 KHz 





fep t=F/)2 


Figura 10.2 Gráfico de E(z,t) = A sen (ut — 87) nos tempos (a) t = 0: (b) 1=TA; (c) 1=T/2. P se move ao lon- 
go de +z com velocidade u. 


EXEMPLO 10.1 O campo elétrico no espaço livre é dado por 
E = 50 cos (10't+ Bx) a, V/m 


(a) Encontre a orientação de propagação da onda, 
(b) Calcule 5 e o tempo que a onda leva para se propagar por uma distância de /2. 
(c) Esboce aondaar = 0, [de 2. 


* N.de T. No Brasil, de acordo com a Resolução nº 79, de 24 de dezembro de 1998. da Agência Nacional de Telecomunicações (ANATEL). esta faixa de fre- 
quência se estende de 3 à 23 MHz. 


** N.de T. No Brasil, de acordo com a Resolução nº 79, de 24 de dezembro de 1998, da Agência Nacional de Telecomunicações (ANATEL), esta faixa de fre- 
quência se estende de 535 a 1.625 KHz. 
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Solução: 
(a) Devido ao sinal positivo em (wt + 8x), inferimos que a onda está se propagando ao longo de — a. 
Isto será confirmado na parte (c) deste exemplo. 
(b) No espaço livre, u = €. 
Wo 105 
e IX 3 
OL 

B = 0,3333 rad/m 


Se Té o período da onda, isto significa que a onda leva T segundos para se deslocar por uma distân- 
cia À à velocidade c. Portanto, para se deslocar por uma distância N2 levará 


Fr i2r T 
=—==— = = 3l,á2. ns 
O co LOS 


Alternativamente, porque a onda está se propagando com a velocidade da luz c, 


— = Cf ou =— 
E) | de 
Porém, 
27 
h=—— = 67 
B 
Portanto, 
Ó 
ty = E q = 31,42 ns 
23 x 10º) 
como obtido anteriormente. 
(c) Em =D) E,=-50vos Px 
ES 
Em t = T/4,E,= 5Mcos (o : E + px) = 50 cos (bx + 7/2) 
Ê E) 
= —50 sen Bx 
| 27 
Em t= T2,E, = 50cos (o , = + px) = 50 cos(Bx + 7) 
: ty 


— 50 cos Bx 


O gráfico de E, em função de x para 1 = 0, T/4, T/2 é apresentado na Figura 10,3. Note que o ponto 
P (selecionado arbitrariamente) da onda se move ao longo de -a,, conforme t aumenta com o tempo. 
Isto mostra que a onda se desloca ao longo de -a.. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 10.1 


No espaço livre, H = 0,1 cos (2 X 10%t- kx) a, A/m, Calcule: 
(a) k A, T 
(b) o tempo t, que a onda leva para se propagar por N'8; 


(c) esboce a onda no tempo +. 


Resposta: (a) 0,667 rad/m; 9,425 m; 31,42 ns; (b) 3,927 ns; (c) veja Figura 10.4. 
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| te) t=TI2 


Figura 10.3 Referente ao Exemplo 10,1; onda se propagando ao longo de -a,. 


HAm) 





Figura 1.4 Referente ao Exercício Prático 1O.l(c). 


10.3 PROPAGAÇÃO DE ONDA EM DIELÉTRICO COM PERDAS 


Conforme mencionado na Seção 10,1, a propagação de onda em dielétricos com perdas é um caso 
geral do qual derivam, como casos especiais, a propagação de onda em outros meios. Portanto, esta 
seção é fundamental para as três seções que seguem. 


Um dielétrico com perdas é um meio no qual ondas EM perdem energia, à medida que se 
propagam, devido à condutividade desse meio. 
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Em outras palavras, um dielétrico com perdas é um meio parcialmente condutor (dielétrico imperfei- 
to ou condutor imperfeito) no qual o + 0, ao contrário de um dielétrico sem perdas (dielétrico perfei- 
to ou bom dielétrico), no qual o = O. 

Considere um meio dielétrico com perdas, linear, isotrópico c homogêneo que está livre de car- 
gas (p, = 0). Assumindo o fator e“ como subentendido, as equações de Maxwell (ver Tabela 9.2) tor- 
nam-se 


V-E=0 (10.11) 
v-H,=0 (10.12) 
VxE = jwsH, (10.13) 
VxH,= (o + jweE, (10.14) 


Determinando o rotacional em ambos os lados da equação (10.13), temos: 
VxVYxE=-wuV<xH, (10.15) 
Aplicando a identidade vetorial 


VxVxA=V(V-A- VA (10.16) 


no lado esquerdo da equação (10.15) e utilizando as equações (10.11) e (10.14), obtemos 


Ed E) — VE, = —jwu(o + jws)E, 


OL 


(10.17) 





onde 
y = jou(o + jwe) (10.18) 


e y é chamada a constante de propagação (por metro) do meio. Por um procedimento similar, pode 
ser mostrado que, para o campo H, 


VH,-yH,=0 (10.19) 


As equações (10.17) e (10.19) são conhecidas como as equações vetoriais homogêneas de Helmholtz 
ou simplesmente como equações vetoriais de onda. Em coordenadas cartesianas, a equação (10.17), 
por exemplo, é equivalente a três equações de onda escalares, uma para cada componente de E ao 
longo dea,a,eca.. 

Como nas equações (10.17) a (10.19) é uma quantidade complexa, podemos fazer 


Obtemos a e & das equações (10.18) e (10.20), notando que 


-Rey =B"-q = wpe (10.21) 


Wi=8+ad=ouVo + we (10.22) 
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Das equações (10.21) e (10.22), obtemos 


(10.23) 


(10.24) 





sem perda de generalidade, se assumirmos que a onda se propaga ao longo de +a. e que E, tem 
somente componente x, então 





E, = Elza, (10.25) 
Substituindo na equação (10.17), tem-se 
(VÊ — 4Eudlz) (10.26) 
Portanto, 
E. Z) 
Co po) =0 
dz 
ou 
d” 3 : 
Ee T q [Elo =) (10.27) 


Esta é uma equação de onda escalar, uma equação diferencial, homogênea e linear, com solução 
(veja o Caso 2 no Exemplo 6,5) 


Ed?) = Ee TE + Ee” (10.28) 


t 


onde E e E" são constantes. O fato de que o campo deve ser finito no infinito requer que E", = 0. 
Alternativamente, E', = O porque e” representa uma onda viajando ao longo de -a., se assumirmos 
que a onda está se propagando ao longo de a.. De qualquer forma, independente do ti po de análise fei- 
to, E', = 0, Inserindo o fator temporal «” na equação (10.28) e usando a equação (10.20), obtemos 


E(z, t) = Re [E dve'"a)] = Re(Ee Cet Das 
ou 


E(z, 1) = Ee Ccos(wt — Bra, (10.29) 





Um esboço de IEl nos instantes t = 0 et = At são mostrados na Fi gura 10.5, onde é evidente que E 
tem somente componente x e está viajando ao longo de +z. Tendo obtido E(z, 1), obtemos H(z, 1), ou 
seguindo procedimento similar ao utilizado para resolver a equação (10,19), ou usando a equação 
(10.29) em conjunto com as equações de Maxwell, como fizemos no Exemplo 9.8. Teremos como 
resultado 


H(z, 1) = Re (He “e as (10.30) 


onde 


H,=— (10.31) 
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Figura 15.5 Campo E com componente x se propagando ao longo de +27, nos tempos ! = Det = Ar. Às setas 
indicam valores instantâneos de E. 


e 1] é uma quantidade complexa conhecida como a impedância intrínseca (em ohms) do meio. Pode 
se mostrar, seguindo os passos tomados no Exemplo 9.8, que 


TA | a ; 
n= "Vejo Inl/s = Inle” (10.32) 


com 





(10.33) 
onde O = 8, = 45º. Substituindo as equações (10.31) e (10.32) na equação (10.30), temos 
E sm 
H = Re a e Er ut Ez) N 
nte” | 

ou 

E, = DE 

a: Cpos(wr— bz — Ala, (10,34) 


(| 





Observe, a partir das equações (10.29) e (10.34), que conforme a onda se propaga ao longo de a., ela 
decresce ou se atenua em amplitude por um fator e “. Portanto, a é conhecida como a constante de 
atenuação ou fator de atenuação do meio e é uma medida da taxa de decaimento espacial da onda no 
meio, em nepers por metro (Np/m) ou em decibéis por metro (dB/m). Uma atenuação de 1 neper sig- 
nífica uma redução de e ' do valor original, enquanto um aumento de um neper indica um acréscimo 
por um fator e. Portanto, para voltagens 


| Np = 20 log;pe = 8.686 dB (10.35) 
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Da equação (10.23), notamos que, se o = O, como é o caso de um meio sem perdas e espaço livre, 
a = Qea onda não é atenuada à medida que se propaga. A quantidade 8 é uma medida do desloca- 
mento de fase por unidade de comprimento e é chamada constante de fase ou número de onda. Em 
termos de 8, a velocidade da onda u e o comprimento de onda À são, respectivamente, dados por [ve- 
ja as equações (10.7b) e (10.8)] 


ww ) 2x 
B B 
Notamos também, das equações (10.29) e (10.34), que E e H estão fora de fase por 8,, em qual- 
quer instante de tempo, devido à impedância intrínseca complexa do meio. Portanto, em qualquer 
tempo, E está adiantado em relação a H (ou H atrasado em relação a E) por 8,. Finalmente, notamos 
que a razão entre os módulos da densidade de corrente de condução J e da densidade de corrente de 
deslocamento J,, em um meio com perdas, é 
Ji - JoEl (so 


J.| o [weE,| hai pre E tg 1) 


(10.36) 


ou 





onde tg 8 é conhecida como a tangente de perdas e 8 é o ângulo de perdas do meio, conforme ilus- 
trado na Figura 10.6. Embora não haja uma fronteira bem determinada entre bons condutores e die- 
létricos com perdas, tg 8 ou 8 podem ser usados para quantificar as perdas em um meio. Um meio é 
dito um bom dielétrico (sem perdas ou perfeito) se a tg É é muito pequena (o << w£), ou um bom con- 
dutor se a tg 8 é muito grande (0 => we). Do ponto de vista da propagação da onda, o comportamen- 
to característico de um meio depende não só dos seus parâmetros constitutivos o, e e uu, mas também 
da frequência de operação, Um meio que se comporta como um bom condutor em baixas frequências 
pode ser um bom dielétrico em frequências altas. Das equações (10.33) e (10.37), observe que 


a (10.38) 
Da equação (10.14) 


VxH=(o+jws)E, = jus E = e | E, 


UE 


(10,39) 
= iwe E, 


onde 


(10,40) 





Figura 10,6 O ângulo de perdas para um meio com perdas, 
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OL 
g=e— je” (10.40b) 


ce'= 8, e“= olw; £ é chamada permissividade complexa do meio. Observamos que a razão entre £ 
e sé a tangente de perdas do meio, isto é, 


[ 


ig 0o=>=— (10.41) 
E UE 
Em seções subsegiientes, vamos considerar a propagação de onda em outros tipos de meto, os 
quais podem ser vistos como casos especiais dos que foram considerados até aqui. Portanto, vamos 
deduzir suas equações das que foram obtidas para o caso geral, tratado nesta seção. O estudante é 
aconselhado a não simplesmente memorizar as fórmulas, mas a observar como elas são facilmente 
obtidas das fórmulas para o caso geral, 


10.4 ONDAS PLANAS EM DIELÉTRICOS SEM PERDAS 


Em um dielétrico sem perdas, o < we. E um caso especial do tratado na Seção 10.3, exceto que 








10.5 ONDAS PLANAS NO ESPAÇO LIVRE 


(10.42) 
Substituindo nas equações (10.23) e (10.24), obtemos 
q=0, B=wNV ye (10.43) 
to | 27 
U=T=—, À = — (10,43b) 
é vm B 
Também 
=. uy 
= /0º (10.44) 
Portanto, E e H estão em fase no tempo. 
Este é um caso especial do que foi considerado na Seção 10.3. Neste caso: 
(10.45) 





Este pode também ser considerado um caso especial da Seção 10.4. Portanto, simplesmente substi- 
tuímos «e por s, eu por 4, na equação (10,43) ou substituímos a equação (10.45) diretamente nas 


equações (10.23) e (10.24), De qualquer maneira, obtemos 


q = 0, B = wNV uo£o = (10.46a) 





u=— =e, À =— (10.46b) 
NV Ho£o B 
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E=E,vos(-Pza, 


ACD O mara 
! N Ed | A l 
MERAS SAA, VA 

/ NV 
aeee N | Y dá 
A 


H=H, cos(-Bz) a, 


fal 







E-Escoswta, 


H=Hcoswra, 


ch 


Figura 10.7 (a) Gráficos de E e H em função de z em 1 = 0: (b) gráfico de E e H em z = 0. Os vetores indicam 
valores instantâneos. 


onde c = 3 x 10º m/s é a velocidade da luz no vácuo. O fato de as ondas EM se propagarem no vá- 
cuo com a velocidade da luz é importante. Isso demonstra que a luz é a manifestação de uma onda 
EM. Em outras palavras, a luz é caracteristicamente eletromagnética. 

Pela substituição dos parâmetros constitutivos da equação (10.45) na equação (10.33), 8, = 0 e 
n = n, onde n, é chamado de a impedância intrínseca do espaço livre, e é dada por 


ne = A ps = 1207 = 3770 (10.47) 





E = E, cos(wt — Bz)ja, (10.48a) 
então, 
E, 
H = Hocos(w — Bz)a, = a cos(wt — bz) a, (10.48b) 
ú 


Os gráficos de E e H são mostrados na Figura 10.7(a). Em geral, se a,, à, € a, forem vetores unitá- 
rios ao longo do campo E, do campo H e da orientação de propagação da onda, pode ser demonstra- 
do que (veja Problema 10.14) 


E A de — dy 


ou 


adj A py — — de 
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OL 


(10.49) 





Tanto o campo E quanto H (ou onda EM) são, em qualquer ponto, normais à direção de propagação 
da onda, isto é, normais a a,. Isto significa que os campos estão em um plano que é transverso ou nor- 
mal à direção de propagação. Formam uma onda EM que não tem componente dos campos elétrico 
ou magnético na direção de propagação. Essa onda é chamada transversal eletromagnética (TEM). 
É também chamada de onda plana uniforme porque E (ou H) tem a mesma magnitude ao longo de 
qualquer plano transverso, definido por z = constante. A orientação na qual aponta o campo elétrico 
é chamada polarização da onda TEM: A onda da equação (10.29), por exemplo, está polarizada na 
direção x. Isto pode ser observado na figura 1O.7(b), onde é dada uma ilustração de ondas planas uni- 
formes. Uma onda plana uniforme não pode existir fisicamente, pois ela se estende até o infinito e re- 
presentaria uma energia infinita. Entretanto, estas ondas são simples de entender e de importância 
fundamental. Elas servem como aproximações para ondas existentes na prática, como as geradas por 
uma antena de rádio, a grandes distâncias das emissoras de rádio. Embora a nossa discussão a partir 
da equação (10.48) considere o espaço livre, ela se aplica também a qualquer outro meio isotrópico. 


10.6 ONDAS PLANAS EM BONS CONDUTORES 


Este é um outro caso especial do que foi tratado na Seção 10.3. Um condutor perfeito, ou bom con- 
dutor, é um condutor com o => we, de tal maneira que ofwe — =, Islo é, 





(10.50) 

Gio = ou (10.514) 
w Zu 27 

pele JO w=O (OSIb 
8 N e 8 ) 


Também, 


o | 
n (45 (10.52) 


portanto, E está adiantado em relação a H de 45. Se 





E = Ee “cos(wt — Bzja, (10.53a) 
então 
Es =u ' 
H=— “cos(tur—fr— 45')a, (10.53b) 
foje | 
o 


x 5 : a , +. 
Alguns livros definem polarização de maneira distinta. 
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Portanto, à medida que E (ou H) se propaga em um meio condutor, a sua amplitude é atenuada por 
um fator e“. A distância ó, mostrada na Figura 10.8, na qual a amplitude da onda decresce por um 
E A Sa E E ? Ra 

lator e (em torno de 37%) é chamada profundidade de penetração pelicular do meio, isto é, 


er (o Pr | 
Eç£ =" E se 


ou 


(10.54a) 





A profundidade de penetração pelicular é uma medida da profundidade de penetração de 
uma onda EM no meio. 


A equação (10.544) é válida, em geral, para qualquer meio material. Para bons condutores, as equa- 
ções (10.51a) e (10.54) resultam em 


=== (10.54b) 
TÍLo 


A ilustração para um bom condutor na Figura 10.8 está exagerada. Entretanto, para um meio parcial- 
mente condutor, a profundidade pelicular pode ser consideravelmente grande. Note, das equações 
(10.51a), (10.52) e (10.54b), que, para um bom condutor, 


É Dai 
A = (10.55) 


a Jô 


Também, para bons condutores, a equação (10.53a) pode ser escrita como 


E=E 8 cos( im — É) a. 


mostrando que ó mede o amortecimento exponencial da onda conforme ela se propaga pelo condu- 
tor. À profundidade pelicular no cobre é mostrada para várias lreguências na Tabela 10.2. Da tabela, 
notamos que a profundidade de penetração pelicular decresce com o aumento da fregiiência. Portan- 
to, E e H dificilmente se propagam através de bons condutores. 


> Figura 10.8 Iustração da profundidade pelicular. 
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TABELA 10.2 Profundidade pelicular no cobre 
Frequência (Hz) 10 60 100 500 10 10º 10" 


Profundidade pelicular (mm) 20,8 8.6 6.6 299 066 66xXI10 66x IO 





* Para o cobre, o = 5,8 X 10 mhosim, u = 4,. é = 66,1/Vf (em mm) 


O fenômeno pelo qual a intensidade de campo em um condutor decresce rapidamente é conheci- 
do como efeito pelicular. Os campos e as correntes associadas são confinados em uma camada mui- 
to fina (película) da superficie condutora. Para um fio de raio a, por exemplo, em altas frequências é 
uma boa aproximação assumir que toda a corrente [lui em um anel circular de espessura ó, como 
mostrado na Figura 10.9, O efeito pelicular aparece de diferentes formas em problemas, como: ate- 
nuação em ondas guiadas, resistência efetiva ou ca em linhas de transmissão e em blindagens eletro- 
magnéticas. Este efeito é utilizado em muitas aplicações. Por exemplo, como a profundidade pelicu- 
lar é muito pequena na prata, a diferença de performance entre um componente de prata pura é um 
componente de latão, com uma camada de prata depositada, é desprezível. Portanto, películas de pra- 
ta são usadas para reduzir o custo de material em componentes de guias de onda. Pela mesma razão, 
condutores tubulares ocos são usados no lugar de condutores sólidos nas antenas externas de televi- 
são, A blindagem eletromagnética efetiva de dispositivos elétricos pode ser obtida utilizando invólu- 
cros condutores com espessuras de algumas profundidades peliculares. 

A profundidade pelicular é útil no cálculo da resistência ca que é função do efeito pelicular. A re- 
sistência na equação (5.16) é chamada de resistência cc, Isto É, 


Roc =— (5.16) 


Definimos a resistência superficial ou pelicular R, (em Q/m”) para um bom condutor como a parte 
real de 1. Portanto, da equação (10.55): 


(10.56) 





Esta é a resistência para uma unidade de largura e uma unidade de comprimento do condutor. Ela é 
equivalente à resistência cc para uma unidade de comprimento do condutor, tendo uma seção reta de 
área | X ó. Portanto, para uma dada largura w e comprimento f, a resistência para ca é calculada 
usando a expressão da resistência para cc da equação (5.16), assumindo um fluxo de corrente unifor- 
me na espessura ó, isto é, 


(10.57) 





Figura 10.9 Profundidade pelicular em altas frequências, é = a. 





EXEMPLO 10.2 
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onde $ = óm: Para um fio condutor de raio a (veja Figura 10.9), w = 274, então, 
é 


Ra oltad a 








Como ó <£ a em altas fregiências, isto mostra que R., é muito maior do que R.. Em geral, a razão en- 
tre a resistência ca e a resistência cc começa em 1,0 para cc e frequências muito baixas e aumenta à 
medida que a frequência cresce. Também, embora a maior parte da corrente seja distribuída de uma 
maneira não uniforme em uma espessura 56 do condutor, a perda de potência é igual à obtida supon- 
do que a mesma é uniformemente distribuída em uma espessura ô e zero no restante do condutor. Es- 
ta é mais uma das razões pelas quais ô é chamada de profundidade pelicular. 


Um dielétrico com perdas tem uma impedância intrínseca de 200 /30º Q em uma fregiiência. Se, 
nesta frequência, a onda plana que se propaga no material tem o campo magnético 


aê | 
H = I0e cos( ar — +.) a, Aim 


tm 
encontre É e «x. Determine a profundidade pelicular e a polarização da onda. 


Solução: 
A onda se propaga ao longo de a, tal que a, = a ;a, = a, portanto 


== AX Ay a, *Xa=a, 
ou 
de =— =. 


Também H, = 10, portanto, 


Es ir if; p= fi 
= 1 = 200 /30º = 200 e*º > E, = 2000e/7º 
o 


Com exceção da diferença de amplitude e da diferença de fase, E e H sempre tem a mesma forma. 
Consegientemente, 


E = Re (2000e'7ºe “eg ) 
ou 


E = -2 * cos( am = É + :) a. kV/m 


Sabendo que 5 = 1/2, precisamos de o para determinar x. Como 
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Contudo, = =tg 20,=1g 60 = Va. Portanto, 


ai = | 
B 2 + | 3 
OL 


] qa 
q=—==—— = 0,2887 Np/m 
| 243 


ô=—= 243 = 3464 m 


A onda tem uma componente É: portanto, está polarizada ao longo de z. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 10.2 


Uma onda plana se propagando em um meio com s, = 8,4, = 2temE =0,5e “sen (10ºt- Bz) 
a, V/m. Determine: 


(a) B; 

(b) a tangente de perdas; 
(c) a impedância da onda; 
(d) a velocidade da onda; 


(e) o campo H. 


Resposta: (a) 1,374 rad/m; (b) 0,5154; (e) 177,72 /13,63º 9; (d) 7,278 x 10" m/s; 
(e) 2,817e”* sen(10ºr — Bz — 13,63º)a, mA/m. 


EXEMPLO 10.3 Em um meio sem perdas, parao qual 7 = 60r,u, = IeH=-Olcos(wt-z)a, + 0,5 sen (wt—z) 
a, Alm, calcule £, w e E. 


Solução: 
Neste caso, 0 =0,u=0ef= l,portanto, 


= Mar [re 1207 
E Vule = E Era 
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ou 
O RE a mão 
7 60 
8 = oNV us = oNV uso Vu, = 2/4 = 2 
ou 


Be (3x 105) 


= 1.5 x 10º rad/is 
2 2 


Do campo H fornecido, o campo E pode ser calculado de duas formas: usando as técnicas (baseadas 
nas equações de Maxwell) desenvolvidas neste capítulo ou usando diretamente as equações de Max- 
well, como no capítulo anterior. 


Método 1: para usar as técnicas desenvolvidas neste capítulo, fazemos 


E -=H + H, 
onde H, = -O,Icos(wt-z)a,ecH, = 0,5sen (wt-z)a e o campo elétrico correspondente é 


onde E, = E, cos (wt-z)a, e E, = Es, sen (wt — z) ay,. Note que, embora H tenha componentes ao 
longo de a ce a, esse campo não tem componente na direção de propagação. Portanto, é uma onda 


TEM. 
Para E. 
az = (a, Xay)=—(a,X —a)=a, 
Eis ade | Ho = Um (0,1) = 67 
Logo, 
E, = 6rcos(wl — z)a, 
Para E. 
ar,=-—(a,X ay)=-—(a.Xa)=a, 
Es, = nH = 607 (0,5) = 307 
Logo, 


E, = 307 sen (wt — z)a, 


Adicionando E, a E, temos E, isto é, 


E = 94,25 sen (1,5 x 108; — 2a, + 18,85 cos (1,5 x 108 — 2) a, Vim 


Método 2: podemos aplicar as equações de Maxwell diretamente. 


[Vx Hd 


to | — 


VXH= fe +, =. bi= 
at 
0 
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pois o = 0. Porém, 
2 9d q 
“ox dy BE dH, dH, 
e o Ho 0)” de tt ge 4 
= Hoy cos (wt — z)a, + Hi sen (wt — z)a, 
onde H,,=-Ole AH, = 0,5. Logo, 
| Ho lo 
E=-— |Vx HEdt=-—sen(uwi— )a;— cos (ut — z)a, 
E EU) El si 
= 94,25 sen(wt — z)a, + 18,85 costwt — z) a, Vim 
como esperado, 
EXERCÍCIO PRÁTICO 10.3 
Uma onda plana em um meio não magnético tem E = 50 sen (10ºt + 22) a, V/m. 
Encontre: 
(a) a orientação de propagação da onda; 
(b) A,fe s,; 
(c) H. 
Resposta: (a)ao longo de —z: (b) 3,142 m, 15,92 MHz, 36; (c) 0,7958 sen(] 0º + 27) a, A/m. 
EXEMPLO 10.4 Uma onda plana uniforme propagando-se em um meio tem 


E = 2e “sen (10% — 87) a, V/m, 


Se o meio é caracterizado por e, = 1,4, = 1le o = 3 mhos/m, encontre a, Be H. 


Solução: 
Precisamos determinar a tangente de perdas para saber se o meio é um dielétrico com perdas ou um 
bom condutor. 





fo) k | 
108 x 1 x 
367 
o que mostra que o meio pode ser considerado como um bom condutor na frequência de operação. 
Logo, 
uuo E x 1077 x 20(10%)3) ]'? 
= B = Dinis a: | o a e mi ES 
2 2 
= 61,4 


o = 614 Np/m, 5 = 614 rad'm 


EXEMPLO 10.5 
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Também, 
E juo  [4mx 107 x 20(108]!* 
4 q 5 
o q 
3 
1) 
ig 20, = — = 3393 — 0, = 45º = q/4 
UE 
Assim 
H = He É sen E E 2) as 
onde 
ay = a *Xap=a xa, a, 
E 3 
H="L=2]|—— = 69,1 x 10” 
a] 8007 


Portanto, 


H=-6,e “sen (10% — 61,42z -5) a mAÃ/m 


EXERCÍCIO PRÁTICO 10.4 


Uma onda plana propagando-se ao longo de +y em um meio com perdas (c = 4.4 = 1,0= 
10? mhos/m) tem E = 30 cos (10º x t + 7/4) a, Vim em y = 0. Encontre: 


(a) Eemy= Im,t=2n5; 

(b) a distância percorrida pela onda para ter uma mudança de fase de 10”; 
(c) a distância percorrida pela onda para ter sua amplitude reduzida de 40%; 
(d) Hemy=2m,t=2ns. 


Resposta: (a) 2,787a, V/m; (b) 8,325 mm; (c) 542 mm; (d) 4,7la, mA/m 


Uma onda plana E = E, cos (wt — Bz) a, está incidindo sobre um bom condutor em z = O. Encontre 
a densidade de corrente no condutor. 


Solução: 
Como a densidade de corrente ] = oE, esperamos que J satisfaça a equação de onda na equação 
(10,17), isto é, 


VJ,—y],=0 


Também, o E incidente tem somente uma componente x e varia com z. Portanto, ] = J(z Ja, e 


J* a 
alas — Vas = 0 
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que é uma equação diferencial ordinária com solução (veja o Caso 2 do Exemplo 6.5): 

Ju = ATE + Bet 
A constante B deve ser zero porque 4, é finito para 7 ee, Porém, para um bom condutor, o > we, 
tal que a = 8 = 1/6, Portanto, 


(1 +) 
ô 





p= dura Glast dh 


Jo = Ag It 
AN : 
ou 
sx == 40) Rd Edi 
onde J, (0) é a densidade de corrente na superfície do condutor. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 10.5 


Dada a densidade de corrente do Exemplo 10.5, encontre a magnitude da corrente total através de 
uma fita de profundidade infinita ao longo de z e largura w na direção y. 


É O wô 
Resposta: JolO)mo 
va2 
EXEMPLO 10.6 Para E cabo coaxial de Soalte da Figura 7.12, considere a = 2 mm, b = 6mme + = | mm. Calcule a 
resistência cc para 2 m de comprimento do cabo em 100 MHz. 
Solução: 
Seja 


R=R,+R, 


onde R, e R, são as resistências dos condutores externo e interno, respectivamente. Para cc 





/ 
oS ara” 58x 1072 x 10] 
a 
º 08 orlb+HrP-b] or[t? + 2bt 
A, 
5,8 x 107 [1 + 12] x 107% 
= (,8429 mQ 


Portanto, R.. = 2,744 + 0,8429 = 3,587 mf 
Para f = 100 MHz: 
RA E mA 


W gôlxa ra [1] 


E 2 fm X 108 x dm x 107º 
27 X2X 107º 5.8 x 10º 


= 0,410 
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Como ô = 6,6 um <<t= | mm, w = 27b para o condutor externo. Portanto, 


RA Co iate 
Rs =— =———— e 
W 2xb o 
” 2 fm X 10º X 47 x 1077 
1706x 10º 5.8 x 10' 


0,1384 Q 





Portanto, 
R., = 041 + 0,1384 = 0,5484 OQ 
que é aproximadamente 150 vezes maior do que R,.. Portanto, para a mesma corrente efetiva í, a per- 
da ôhmica no cabo (FR) em 100 MHz é 150 vezes maior do que a perda de potência em ce. 
EXERCÍCIO PRÁTICO 10.6 


Para um fio de alumínio com um diâmetro de 2,6 mm, calcule a razão entre a resistência ca é a 
resistência cc em: 


(a) 10 MHz; 
(b) 2 GHz. 


Resposta: (a) 24,16; (b) 341,7. 


10.7 POTÊNCIA E O VETOR DE POYNTING 


Conforme mencionado anteriormente, a energia pode ser transportada de um ponto (onde estiver lo- 
calizado um transmissor) a outro ponto (com um receptor) por meio de ondas EM. A taxa de trans- 
porte desta energia pode ser obtida a partir das equações de Maxwell: 


à 
VxE= ape (10.58) 
dt 
dE 
VA gl ts (10,58b) 
É 


Fazendo o produto ponto de E com ambos os lados da equação (10.58b), obtemos 
E(VXH)=0E!+ Eco (10.59) 
Porém, para quaisquer campos vetoriais A e B (veja Apêndice A.10): 
V-(AXB)=B-(VXA)-A(VxB). 
Aplicando esta identidade vetorial à equação (10,59) (lazendo À = He B = E), obtemos: 
dE 


H-(VXE+V(HXE)=0E+E e (10.60) 


Da equação (10.58 a), 


Hex -H (Ml) - om) (10.61) 
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portanto, a equação (10.60) torna-se: 


| = À. dÊ: 
— "2 MATA a = q” + — pH 
RES V-(ExH)=0Ê hi E 





Reordenando os termos e tomando a integral de volume de ambos os lados: 


x 


j d | | E) | + “4 q 
| V-(E x H)dvy = — | E ER Zutr] dv — | o" dv (10.62) 





dt 
H h 


Aplicando o teorema da divergência ao lado esquerdo da equação, obtemos: 


Ai jo a | s ; | 
| (E x Hj: dS = | [86 + qui] dy — [oE?a (10.63) 
s Y É 


df 2 2 
Potência total Taxa de decréscimo potência 
que deixa o volume =  daenergiaarmazenada  — úhmica (10.64) 
nos campos elétrico e dissipada 
magnético 


A equação (10.63) é conhecida como o teorema de Poynting.” Os vários termos desta equação são 
identificados usando conceitos de conservação de energia para campos EM. O primeiro termo do la- 
do direito da equação (10,63) é interpretado como a taxa de decréscimo da energia armazenada nos 
campos elétrico e magnético. O segundo termo é a potência dissipada no caso do meio ser condutor 
(o + 0), A quantidade E x H, no lado esquerdo da equação (10.63), é conhecida como o vetor de 
Poynting P, dado em watts por metro quadrado (W/m”), isto é, 


(10.65) 





Esta equação representa o vetor densidade de potência instantânea associada com o campo EM em 
um dado ponto. À integral do vetor de Poynting, sobre qualquer superfície fechada, fornece a potên- 
cia líquida que flui para fora desta superfície. 


O teorema de Poynting estabelece que a potência líquida que flui para fora de um volume v 
é igual à taxa temporal de decréscimo da energia armazenada em v menos as perdas por con- 
dução. 


O teorema está ilustrado na Figura 1O.10, 
Deve se notar que é perpendicular tanto a E como a H, estando, portanto, ao longo da orienta- 
ção de propagação a, para ondas planas uniformes. Então 


a, = ap X ay (10.49) 
O fato de º apontar na orientação de a, tem como consegiência que ? seja considerado como um 


vetor “apontador”. 
Ainda, se assumimos que 


E(z, t) = Ee “cos (wt — Bz)a, 
então 


an É O qua 
H(z, t) = -— e Ccos(wt— bz — 0))a, 


] 


TA: Poynting, “On the transfer of energy in the clectromagnetic field”, Phil Trans., vol. 174, 1883, p. 343, 
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potência de saída 






perdas ôhmicas 








Hz 
| energia elétrica 


armazenada energia magnética 
armazenada 


potência de entrada 


Figura 10,10 Iustração do balanço de potência para campos EM, 








e 
P(z, 1) = Ce“ cos (wt — Bz) cos (wi — Bz — 0,) a. 
ni (10.66) 
= | | Es [cos 8, + cos Qui — 2Bz — 8,)] a, 
| 


l : : 
uma vez que cos À cos B = 3 [cos (A — B) + cos (A + B)]. Para determinarmos a média temporal 
do vetor de Poynting, P .(z) (em Wim”), que é de maior interesse prático do que o vetor de Poyn- 
ting instantâneo (7,1), integramos a equação (10.66) sobre o período T = 27x/w, isto é, 


| Fr 


O 


Pode-se demonstrar que (ver Problema 10.28) isto é equivalente a: 


| | 
P médlZ) ra 2 





“Re(E, x Hº) (10.68) 
Substituindo a equação (10.66) na equação (10.67), obtemos 


2 
E) 


; e “<cos0,a. (10.69) 





A potência média total que atravessa uma dada superfície S é dada por 


Pad — | Prnéa * ÀS (10.70) 
+ 
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EXEMPLO 10.7 


RES "om - : E 2 
Devemos notar a diferença entre, Pre P Pv z Déo vetor de Poyntine, em watisím', é va- 
q né nina ae = 


ria com o tempo. ? a (x,y, 2), também em watts/m”, é a média temporal do vetor de Poynting ?, que 
é um vetor, mas é independente do tempo. P, «é a potência média total que atravessa uma superfí- 
cle, em walts; é uma grandeza escalar. 


Em um meio não magnético: 
E = 4sen (27 X 10't — 0,8x) a, Vim 


Encontre: 

(a) 8, 1; 

(b) a média temporal da potência transmitida pela onda; 

(c) a potência total que atravessa 100 cm” do plano 2x + y = 5. 

Solução: 

(a) Como a = De 5 * w/c, O meio não é o espaço livre, mas é um meio sem perdas. 


B=08, wo=27Xx10, u=u (não magnético), E =, 


Portanto, 
E de 

B = pe = Ww Hot Gê e = Ve, 
ou 

VE Be 080x 10 12 

Er = — = EE — —— 

q 2x x 10 
e = 14,59 


E 


o 


Es E 
(b) P=ExH= Er sen (wr — Bx) a, 


LE. E? 16 
Prod e | ddr O PR 
do 2m 2 x 10gº 


= bla, mWim” 


En 


(c) No plano 2x + y = 5 (veja Exemplo 3.5 ou 8.5): 
o Biot 8 


Vs 


d, 


Portanto, a potência total é: 
Eme e | Pnad : dS = Pé dio A, 


O Dem 
= (81 x 1029 (100 x 107% | E! “| 


Vs 
62X 10% 


V's 


= 724,5 uW 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 10.7 
No espaço livre, H = 0,2 cos (wt — Bx) a, A/m. Encontre a potência total que atravessa: 
(a) uma placa quadrada de 10 cm de lado no plano x + y = 1; 


(b) um disco circular de 5 cm de raio no plano x = 1. 


Resposta: (a) 0;(b) 59,22 mW. 


10.8 REFLEXÃO DE UMA ONDA PLANA COM INCIDÊNCIA NORMAL 


Até aqui, temos considerado ondas planas uniformes se propagando em meios ilimitados e homogê- 
neos. Quando uma onda plana em um meio encontra um meio diferente, ela é parcialmente refletida e 
parcialmente transmitida. A proporção da onda incidente que é refletida ou transmitida depende dos 
parâmetros constitutivos (es, Lt, 0) dos meios envolvidos. Aqui, vamos supor que a onda plana inciden- 
te é perpendicular à superfície de separação entre os dois meios. À incidência oblíqua da onda plana se- 
rá considerada na seção seguinte, depois de entendermos o caso mais simples da incidência normal. 

Suponha que uma onda plana que se propaga ao longo de +z incida com orientação normal à 
lronteira z = O entre o meio 1 (7 < 0), caracterizado por o,, £,, 4, € o meio 2 (7 > 0), caracterizado 
por 0. &s. L, conforme mostrado na Figura 10.11, Na figura, os índices f, r e t denotam, respectiva- 
mente, as ondas incidente, refletida e transmitida. As ondas incidente, refletida e transmitida, mos- 
tradas na Figura 10.11, são obtidas como segue: 


Onda Incidente: 


(E, H) se propaga ao longo de +a. no meio 1. Se suprimirmos o fator temporal e” e assumirmos que 


E, (z) o Eme PÉ a, (10.71) 
então, 
= mes Eis = asim 
H;(z) ras Hi E a, e ma O E a, (10.72) 
| 
Onda Refletida: 


(E,. H) se propaga ao longo de — a. no meio 1. Se 
E, (z) = Ee" a, (10.73) 


então 


H,(2) = Ho e"(-a) = a e“ a, (10.74) 
| 


onde se supõe E, ao longo de a,. Assumiremos por coerência que, para incidência normal, E, E, e E, 
têm a mesma polarização. 


Onda Transmitida: 
(E, H) se propaga ao longo de +a, no meio 2. Se 


E(z) = Eçe “a, (10.75) 
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Figura 10,11 Uma onda plana incidindo com orientação normal na interface entre dois meios diferentes. 
então 


a Es ss 
Hz) = Hoe “a,= o ea, (10.76) 
; 


Nas equações (10.71) a (10.76), E, E, e E, são, respectivamente, as magnitudes dos campos elétri- 
cos incidente, refletido e transmitido em z = 0. 

Note que, na Figura 10.11, 0 campo total no meio | compreende os campos incidente e refletido, 
enquanto o meto 2 só tem o campo transmitido, isto é, 


E =E+E, H=H+H, 
E. =E, H=H, 


Na interface z = O, as condições de fronteira requerem que as componentes tangenciais dos campos 
E e H sejam contínuas. Como as ondas são transversais, os campos E e H são inteiramente tangen- 
ciais à interface. Portanto, em z = 0, E,, = E, e H,, = Ho, O que implica em 


E((0) + E/(0) = E(0) TER E + Es = Ep (10.77) 


HO) + H()=H0) > — Ei E) mê (10.78) 
| 


Das equações (10.77) e (10.78), obiemos 





Ep = Ep (10.79) 
nao EM 
[e 
2 
E, =p (10.80) 
no + m 


Definiremos, agora, 0 coeficiente de reflexão T e 0 coeficiente de transmissão T, a partir das equa- 
ções (10.79) e (10,80), como 


(10.81a) 
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ou 
Ero e DEj (10,81b) 
e 
(10.82a) 
ou 
Eso E TÊ jo (10.82b) 
Note que: 
LL i+rHF=t 
2. tanto [ quanto 7 não têm dimensão e podem ser complexos; 
3 O=Ti=l. (10.83) 


O caso considerado acima é geral. Vamos agora considerar o caso especial em que o meio 1 é um 
dielétrico perfeito (sem perdas, o, = 0) e o meio 2 é um condutor perfeito (o, = co). Para este caso, 
n, = O. Portanto, [ = —1 e 7 = O, mostrando que a onda é totalmente refletida. Isto é possível, pois 
os campos em um condutor perfeito devem se anular. Portanto, não pode haver onda transmitida 
(E, = 0). A onda totalmente refletida se combina com a onda Incidente para formar uma onda es- 
tacionária. Uma onda estacionária “pára” e não se desloca. Ela consiste de duas ondas viajantes 
(E, e E,) de mesma amplitude, mas com orientações opostas. Combinando as equações (10,71) e 
(10.73), temos a onda estacionária no meio 1 dada por: 


E,, E E, + E,. == (E joe e + Ee) a, (10.54) 
Porém 
Ejo : 
C=— =-10m=060 =0,% = /)B 
Ejs 
Logo, 
E, = — o Pd 3 gibis à: 
ou 
E, = —2jE; Sen Byz a, (10.85) 
Portanto, 
E, = Re (E,,e"”) 
OU 


E, = 2E, sen 8,2 sen wt a, (10.86) 





Por um procedimento semelhante pode se mostrar que a componente do campo magnético desta onda é: 


ts ZE; 


H, = cos Biz cos wt a, (10,87) 


4 
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Um esboço da onda estacionária da equação (10.86) é apresentado na Figura 10,12, para t = O, TY8, TI, 
378, TH2 e assim por diante, onde F = 27/. Da figura, notamos que a onda não se propaga, mas oscila. 

Quando os meios 1 e 2 são, ambos, sem perdas, teremos um outro caso especial (0, = O = 05). 
Neste caso, 1, € 1, são reais, assim como [e 7. Vamos considerar os seguintes casos: 


CASO A 


S€ 1, => 1, E => 0. Novamente, há uma onda estacionária no meio 1, mas há também uma onda trans- 
mitida no meio 2. Entretanto, as ondas incidente e refletida têm amplitudes diferentes. Pode ser mos- 
trado que os valores máximos de IE | ocorrem para 


=D Zrax = HT 


ou 
it = n=0,1,2,... (10.88) 
e os valores mínimos de IE, | ocorrem para 
— BZmin = (2n + 5 


OL 


 Qn de dm.  Qn + 1) 


min 28 4 TR HE — O, L, PA 1. a (10.89) 
| 


CASO B 








Se 17, <n, T<O. Neste caso, a localização dos máximos de |E | é dada pela equação (10.89), en- 
quanto a localização dos mínimos de E, são dados pela equação (10.88). Tudo isto está ilustrado na 
Figura 10.13. Note que: 











1. os mínimos de |H | ocorrem onde existem os máximos de |E | e vice-versa; 
2. a onda transmitida no meio 2 (não mostrada na Figura 10.13) é uma onda puramente viajan- 
te e, consequentemente, não existem máximos ou mínimos nesta região. 





=3A x 0 
2 2 


Figura 10.12 Ondas estacionárias E = 2E, sen B,z sen wi a. as curvas 0, 1,2, 3, 4,... correspondem, respec- 


tivamente, aos tempos f = O, T/8, T/4, 3T/8, TI2, À = 27/B.. 
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Figura 10.13 Onda estacionária devido à reflexão na interface entre dois meios sem perdas; À = 27/8.. 


A razão entre IE || ClE la (ou IH para lH/ |) é chamada taxa de onda estacionária s, is- 
to É, 


E L+IF 
o = JEilmás ui (10.90) 


[Es |min | IH mín | L= FI 





Ou 
ge | 
si ro | 





P| = (10.91) 


Como IPI = 1, segue que | = s = =. A taxa de onda estacionária não tem dimensão é é, muitas ve- 
zes, expressa em (dB) como a seguir: 


sem dB = 20 l0g,95 (10.92) 


No espaço livre (7 = 0), uma onda plana com 
H = 10 cos (10% — 8z) a, mA/m 


incide perpendicularmente sobre um meto sem perdas (= = 28, 4 = 84,) que ocupa a região z = 0, 
Determine a onda refletida H,. E, e a onda transmitida H.. E,. 


Solução: 
Este problema pode ser resolvido de duas maneiras diferentes. 


Método 1: considere o problema como ilustrado na Figura 10.14. Para o espaço livre, 


(o 10º l 
PTS DRE E 
É str 3 


m = no = 1207 
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Figura 10.14 Referente ao Exemplo 10.8. 


espaço livre dielétrico sem perdas. 


Ho, Fo 





Para o meio dielétrico sem perdas, 


Po: 4 
Bo = 0V ue = 0V eo V 8, = (4) = 48, = à 


ao 
| -VE- [Ho [le sm 
no e VaNVe To 


Dado que H, = 10 cos (10%t- 8,2) a,, então 


E, = Eso cos (10% e Biz) dE, 


onde 
a; =amnXaç=aXa.=-a, 
[o 
Ejo = mHio = 10 no 
Portanto, 
E, = —10n, cos (10% — 8,2) a, mV/m 
Ainda: 
Pot Do Wc No À 
Ei mn +m 2Motn 3 
Es = Ep 
3 
Então, 
E, = a To COS (10% + ae) a,mVim 


de onde facilmente obtemos H,, como a seguir: 


nã LO | 
H, = a e08 (10% EE 3 :) a mA/m 


a ul 
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De forma similar, 


Em RD qu ELE 
Rios lis; aids 1 a ig 
Eijo 3 A 
Então, 
E, = E, cos (10ºt — B»2) ar, 
onde a,, = à, = —a,. Portanto, 


40 mo 
E, = “a No COS (10% "3 ) a, mV/m 


donde obtemos 


20 d 
H, = = “os (10% gs ) a, mA/m 


Método 2: alternativamente, podemos obter H, e H, diretamente de H, usando 





Hs H,. 72 
Então, 
| LO 
Ho 3 tio — “4 
“Ur B 20 
Hi 3 Po Ho 3 Ho E! 


Cu 


LO : 
H, = = COS (10º + 8,7) a, mA/m 





20 
H, = cos( 10º — 852) a, mA/m 


conforme obtido anteriormente. 
Note que as condições de fronteira em z = O, isto é, 


40 
EXO) + E(0) = EMO) = a "o cos (10º) a, 


H(0) + H(0) = H(0) = Ecos (10%) a, 


estão satisfeitas. Estas condições sempre podem ser utilizadas para verificar E e H. 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 10.8 


Uma onda plana uniforme de 5 GHz E, = 10 Ee a, V/m, que se propaga no espaço livre, incide 
perpendicularmente sobre um dielétrico plano sem perdas (z > 0), tendo s = 45, 4 = 4. Encon- 
tre a onda refletida E, e a onda transmitida E,. 


Resposta: — 3,333 exp(jB/z2) a, Vim 6,667 exp(—jB>z) a, V/m, onde 5, = 25, = 2007/3. 


EXEMPLO 10.9 Considere uma onda plana uniforme no ar dada por 


E, = 40 cos (wt — Bz) a, + 30 sen (wt — Bz) a, Vim 


(a) Encontre H. 


(b) Se a onda incide sobre um plano condutor perfeito perpendicular ao eixo z, em z = O, encontre 
as ondas refletidas E ce H.. 


(c) Quais são os campos E e H totais para 7 = 0º 
(d) Calcule a média temporal do vetor de Poynting paraz = 0e72=0. 
Solução: 
(a) Este é um problema semelhante ao Exemplo 10,3. Podemos considerar que a onda é composta 
por duas ondas E, e E, onde 
E, = 40 cos (w! — za, E = 30 sen (wtf — Bz)a, 


À pressão atmosférica, o ar tem £ = 1,0006 = 1. Portanto, o ar pode ser considerado como se fosse 
o espaço livre. Seja H.= H, + H.. 





H, = Ho cos (w! — Dz) ay, 
onde 
Hno === 
No IH20m 37x 
A, = Xaç=a.Xa =a, 
Portanto, 


l 
H,==—cos(wt — Bz)a, 
37 : 


De forma semelhante, 
H. = Hoo Sen (wt — Bz) ay, 


onde 


Es, 30 l 
HH. = = mit, 
ii To 120m 47 





dy, = dy M dp — a. M a, = dy 
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Portanto, 


l 
H,. = ——sen (wt — Bz)a, 
dz 


H, = H, + Ho 


| l 
= —— sen (wt — Bz)a, + — cos (wt — Bz) a, mA/m 
dr 37 


Este problema também pode ser resolvido utilizando o Método 2 do Exemplo 10,3, 


(b) Como o meio 2 é um condutor perfeito, 





Isto É, 
P=—l, 7=0 
mostrando que os campos incidentes E e H são totalmente refletidos. 
Es = r E E — Eis 
Portanto, 


E, = —40 cos (wt + Bz) a, — 30 sen (wt + Bz) a, Vim 


H. pode ser calculado a partir de E,, exatamente como foi feito na parte (a) deste exemplo ou usan- 


do o Método 2 do exemplo anterior, partindo de H,. Em ambos os casos, obtemos 
| | ] 
H, = -——cos (wo! + 6z)a, — — sen (wt + Bz)a, Aim 
37 “dy 
(c) Pode se mostrar que campo total no ar 
E, = E, + E, e H,=H,+H, 


é uma onda estacionária. Os campos totais no condutor são 


E, = E, = 0, H, = H, = 0. 


(d) Paraz = 0, 


Piméd = dt a; = —— [Eja. — Eia] 
2m) 2No 
| E “7 ; e 
= ——— [(40" + 30")a. — (40º + 30"a. 
El Ja; — [ Ja.) 
= () 
Para z = 0, 

: Ess|” Ei, 
Paz— gg =— 4.=0 

2 méd 2m el; 2» 


pois toda a energia incidente é refletida. 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 10.9 

A onda plana E = 50 sen (wt — 5x)a, Vim em um meio sem perdas (u = 4g,, £ = &) incide sobre 
um meio com perdas (u = g,, & = 48, 0 = 0,1 mhos/m) perpendicular ao eixo x em x = O. En- 
contre: 


(a) Tres; 
(b) E,eH,: 
(c) E ecH, 
(d) a média temporal dos vetores de Poynting nos dois meios. 


Resposta: (a)0,8186 /171,1º,0,2295 /33,56º, 10,025; (b) 40,93 sen (wt + 5x + 
171,9) a, Vim, —54,3 sen (wt + 5x + 171,9º a. mA/m; 
(0) 11,47 e *Psen (wt —7,826x + 33,56) à, Vim, 120,2 e “IX sen 
(wt — 7,826x — 4,01º) a. mA/m; (d) 0,5469 a, Wim, 0,5469 EXp 
(— 12,04x) a, Wim”. 


10.9 REFLEXÃO DE UMA ONDA PLANA COM INCIDÊNCIA OBLÍQUA 


Consideremos, agora, uma situação mais geral do que a descrita na Seção 10.8. Para simplificar a 
análise, vamos supor que estamos tratando de meios sem perdas. (Podemos estender os resultados 
aqui obtidos para meios com perdas simplesmente substituindo £ por £..) Pode se mostrar (veja os 
Problemas 10.14 e 10.15) que uma onda plana uniforme pode ser representada pela expressão geral 


E(r, !) = E, cos(k* Fr — wt) 


irás 93, 
= Re [E,ett-e9] E 


onder = xa, + ya, + za, é o raio ou vetor posição ck = ka, + ka, + ka. é o vetor número de on- 
da ou vetor propagação; k tem sempre a mesma orientação da propagação da onda. O módulo de k 
está relacionado a w através da relação de dispersão: 


P=B+É+ri= que (10.94) 


Portanto, para um meio sem perdas, k é essencialmente o mesmo & das seções anteriores. Com a for- 
ma geral de E na equação (10,93), as equações de Maxwell se reduzem a 


k x E = ouH (10.954) 
k x H=-—weE (10.95b) 
k-H=0 (10.95c) 
k-E=0 (10.95d) 


mostrando que (1) E, H e k são mutuamente ortogonais e (11) E e H estão no mesmo plano 


ker=kx+ky + kz= constante 


Da equação (10.95a), o campo H, correspondente ao campo É da equação(10.93), é: 


ax E 


| 
H=—kxE= (10.96) 
com 
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Tendo expressado E e H na forma geral, podemos, agora, considerar a incidência oblíqua de uma 
onda plana uniforme em uma interface plana, conforme ilustrado na Figura 10.15(a). O plano defini- 
do pelo vetor propagação k e um vetor unitário a,, normal à superfície de separação entre os dois 
meios, é chamado plano de incidência. O ângulo O, entrek ca é o ângulo de incidência. 

Novamente, tanto a onda incidente quanto a onda refletida estão no meio 1, enquanto a onda 
transmitida (ou refratada) está no meio 2, Sejam 


E, = E, cos (kyx + kyy + kz — wi) (10.97) 
E, = E, costka + ky + kz — ta,t) (10.97b) 
E, = E, cos (By + koy + kaz — 4!) (10.97c) 


onde k, k, e k, com suas componentes normal é tangencial, são mostrados na Figura 10.15(b). Como 
a componente tangencial de E deve ser contínua na fronteira 7 = O: 


Elz = 0) + Ez = 0) = Ekz = 0) (10.98) 


Estas condições de fronteira só serão satisfeitas pelas ondas da equação (10.97), para qualquer x e y, 
se 

Lo w=0,=0=0W 

2. Kix Kx = ka a kx 

3 ky=ky=ky=k, 


- 


meio 1 (2,4) meio 2 (e,, Hs) 








hi =B cosê, 
(hj) 


Figura 10.15 Incidência oblíqua de uma onda plana: (a) ilustração de 0,. 8,e 8. (b) ilustração das componentes 
normal e tangencial de k. 


408 


B Elementos de Eletromagnetismo 


A condição 1 implica que a frequência não mude. As condições 2 e 3 requerem que as componentes 
tangenciais dos vetores de propagação sejam contínuas (denominadas de condição de casamento de 


fase). Isto significa que os vetores de propagação k, k e k, devem estar todos contidos no plano de 


incidência. Portanto, devido às condições 2 e 3, 
k, sen 8, = k, sen 6, (10,99) 
k, sen 8, = k sen É, (10.100) 


onde 9, é o ângulo de reflexão e 8, é o ângulo de transmissão. Contudo, para meios sem perdas: 


Eek= Bs vp (10.101) 
b=B=0wV ue (10.101b) 


Das equações (10.99) e (10.101) fica claro que 


0, = 6; (10.102) 


isto é, o ângulo de reflexão 8, é igual ao ângulo de incidência 8, como na ótica. Também, das equa- 
ções (10.100) e (10.101), 


send, kk po [Mi 
senf, kk NV uo8> 





(10.103) 


onde u = w/k é a velocidade de fase. A equação (10.103) é a conhecida lei de Snell e pode ser escri- 


ta como 
| n, sen, = nosenô, (10.104) 


onden,=cVme=cu, e n,=cVpe = cu, sãoos índices de refração dos meios. 

Com base nestas preliminares gerais sobre a incidência oblíqua, vamos agora considerar, em de- 
talhe, dois casos especiais: um com o campo É perpendicular ao plano de incidência e outro com o 
campo E paralelo ao plano de incidência. Qualquer outra polarização pode ser considerada como 
uma combinação linear destas duas. 


A. Polarização paralela 


Este caso está ilustrado na Figura 10.16, onde o campo E se encontra no plano xz, que é o plano de 
incidência. No meio 1 temos tanto o campo incidente como o refletido, dados por 


E, = Ej(cos0,a, — sen 0,a,)e '"ittsentrtecosb) (10.105a) 
Ejo = Bata sen ftz cos 8,) | 

H, = Ri: sia ii eraaadar E (10.105b) 

E, = E,Ácos 0,a, + sen 8,4,) e sen tr: cos br) (10.106a) 

Era — B,(x sen 8,—z cos 0,) 

H, = RE e a A ada A (10,106b) 


onde 8, = oNV gi81. Observe, atentamente, como cada componente de campo foi obtida. O artifí- 
cio para obter as componentes consiste em, primeiramente, determinar o vetor propagação k, confor- 
me mostrado na Figura 10.15(b), para as ondas incidente, relletida e transmitida. Uma vez 
conhecido k, podemos definir E tal que V- E = 0ouk- E = 0e, então, H é obtido de H, = 
Ei X E = a; X E 
Wjt | 
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meio | z=0 meio 2 
Masi) (Us. 89) 


Figura 10.16 Incidência oblíqua com E paralelo ao plano de incidência. 


Os campos transmitidos estão no meto 2 e são dados por 


E, = E (cos 6,a, — sen 0,4,) e! sen drtz cos é (10.107a) 
A 

H. aus . e PEA sem D,+z vos ) a, (10. 107b) 
nm | 


onde 3, — wV ue. Se estiverem erradas as suposições feitas com respeito às orientações relativas 
nas equações (10.105) a (10.107), o resultado final obtido nos mostrará isso através do seu sinal, 

Assumindo que 8, = 8,e que as componentes tangenciais de E e de H sejam contínuas na fron- 
teira z = 0, obtemos 


(E; + Es) c08 0, = E, COS 6, (10.108) 

| | 
(Es md = Ea 10.108b 
T ( ) qa ( ) 


Expressando E, e E, em termos de E, , obtemos 


sea? 


Ero  nc0s0,— n/ cos 6; 








Eijo E no cos À, + my cos O, (10.109) 

ou 
Bro Di (10.109b) 

e 
= a 2m2 cos 0; | | 

L E. mcos0, + mn cosô; (10.1104) 

Ou 
Er = MNÉio (10.1 10b) 


As equações (10.109) e (10.110) são chamadas equações de Fresnel. Note que estas equações se re- 
duzem às equações (10.81) e (10.82) quando 0, = à, = O, como esperado. Como 8, e O estão relacio- 
nados de acordo com a lei de Snell (equação 10.103), as equações (10,109) e (10.110) podem ser ex- 
pressas em termos de 9, pela substituição 


cos8,= VI — sen" 8, = 





| — (uolu,) sen” 8, (10.111) 
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Das equações (10.109) e (10.110), facilmente se mostra que 


[4+Ty=7) (es 2) (10.112) 
Cos df; 





Da equação (10.109a) fica evidente ser possível que Dj = O, pois o numerador é a diferença en- 
tre dois termos. Nestas condições, não há reflexão (E, = 0). O ângulo de incidência para o qual isto 
ocorre é chamado de ângulo de Brewster 8,.. O ângulo de Brewster é também conhecido como o dn- 
gulo de polarização, pois uma onda incidente com polarização arbitrária será refletida somente com 
a componente de E perpendicular ao plano de incidência. O efeito Brewster é utilizado em tubos de 
laser onde janelas de quartzo são colocadas em ângulo de Brewster para controlar a polarização da 
onda emitida. O ângulo de Brewster é obtido colocando-se 8, = 0, situação em que Pj= O na 
equação (TO. 109), isto É, 


na cos 8, = m cos Og 
ou 
n5 (1 — sen? 0) = ni (1 — sen” 0p,) 


Introduzindo a equação (10.103) ou (10.104), temos: 


| — posy/uiE> 
E— (e/857 


a 
sen 0a, = 


(10.113) 





E de importância prática considerar o caso em que os meios dielétricos não são somente sem perdas, 
mas também não lerromagnélticos, Isto é, 4, = 4, = H,. Para esta situação, a equação (10.113) torna- 


se 
0 “saem sá 
sen 0, = se borra 
* Er EE» de E] + Es 
| Ea = Ha a 
EL a da (10.114) 


mostrando que há um ângulo de Brewster para qualquer combinação de £, e &. 


OL 


B. Polarização perpendicular 


Neste caso, o campo E é perpendicular ao plano de incidência (plano xz), conforme mostrado na Fi- 
gura 10.17. Este caso também pode ser visto como o caso em que o campo H é paralelo ao plano de 
incidência. Os campos incidentes e refletidos no meio | são dados por 


E — Bjo PSOE (10.115a) 
H. = e (—cos 0,a, + sen 8, a.) e fêitxsenbrte-cos 0) (10.115b) 
E. = Ee —jBylx sen d,-= cos É,) a, (10.116a) 
HE. = Ero (cos 8,a, + sen 8, a.) e /Éit* sen tr-= cost) (10.116b) 


UE 


Propagação de Ondas Eletromagnéticas E 411 


enquanto os campos transmitidos para o meio 2 são dados por 


E = Ee OO (10.117) 
Ei A : 

H,. =? (-cos0,a, + sen 8,4.) e tt" senfrt=cos é) (10.117b) 
E 


Observe que nas definições das componentes dos campos, equações (10,115) a (10,117), as equações 
de Maxwell (10.95) são sempre satisfeitas. Novamente, assumindo que as componentes tangenciais 
de E e H sejam contínuas em z = 0 e fazendo 0, igual a É, temos: 
Ei + E = E (0.118a) 
I I 
— (Ei — Es) c080,= E E, cos 8, (10.118b) 
| 72 


Expressando É, e E, em termos de E, , conclui-se que 


E  mcos0;— q cosb, 








n2 Cos O; + m Cos 0, (10.119a) 
ou 
Er = Li Ejo (10.119b) 
C 
2m> cos Õ, | 
no COS 8, =p n1 COS 0, (10,120a) 
ou 
E = TiÉio (10.120b) 


que são as equações de Fresnel para a polarização perpendicular. Das equações (10.119) e (10.120), 
é fácil mostrar que 


L+T, = (10.121) 





meio | z=0 meio 2 
iu 11 h (Eta 5 E4) 


Figura 10.17 Incidência oblíqua com E perpendicular ao plano de incidência. 
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EXEMPLO 10.10 


que é equivalente à equação (10.83) para incidência normal. Também, quando 8. = 6, = O, as equa- 
ções (10.119) e (10.120) tornam-se as equações (10.81) e (10.82), como devem. 

Para não haver reflexão, DP, = O (ou E, = 0). Este é o mesmo caso da transmissão total (7, = 1). 
Substituindo 6, pelo ângulo de Brewster correspondente 8, , obtemos 


mo cos Op, = qjcosô, 
ou 
2 E ES ” 
n> (1 — sen 06) = mi (1 — sen 8) 


Incorporando a equação (10.104), temos: 


| — gE2/H28) 


sen” 0, = (10.122) 


+ 


= (uiluo) 


a -— Fai 2 ni 
Note que, para meios não magnéticos (4, = 4, = 4), sen 0; — = na equação (10.122). Portanto, 
Op, não existe, pois o seno de um ângulo nunca é maior do que um. Também, seu, Zee = 8a 


equação (10.122) se reduz a 
[mt 
sendo =4/——— 
o Hi TF Ho 
tg 0, =.) E (10.123) 
Et 


Embora esta situação seja teoricamente possível, na prática é rara. 


OL 


Uma onda EM se propaga no espaço livre com a componente de campo elétrico: 
E, = 100.60 00 à, Vim 

Determine: 

(a) We; 

(b) o campo magnético; 

(c) a média temporal da potência transmitida pela onda. 

Solução: 

(a) Comparando o E dado com 


ke - MEMES 
E, = Ee" = Ee a. 


fica evidente que 
k=0, k, = 0,866, k. = 0,5 


Então 


2 = (0,866 + (0,57 = | 





Contudo, no espaço livre 


EXEMPLO 10,11 
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Portanto, 


w=ke=3x 0 radis 


A = A = 27 = 6,282 m 


(b) Da equação (10.96), 0 campo magnético correspondente é dado por 


| 
H.=—kxXE, 
HS 


D866a, + 0,5a. 
= Re rg x 100 ae" 
drxIi0Cx3Ixi0 


ou 


H, 


Eh io, OS 
(1,33 a, — 2,3 4.) e!S 05) masm 


(c) A média temporal da potência é 


a 


a 


o 


| Ê 
É Na 3 Re (E, x HS) = 2 dy 


(1007 
2X 1207) 
= 11,49a, + 6,63] a. Wim” 





(0,866 a, + 0,5 a.) 


EXERCÍCIO PRÁTICO 10.10 
Refaça o Exemplo 10.10 para 


E = (10a, + 5a.) cos(wr + 2y — 47) Vim 
no espaço livre. 


Resposta: (a) 1,342 x 10ºrad/s, 1,405 m; (b)— 29,66 cos (1,342 X 10º + 2y — 
427) a mA/m; (c) —0,07415 a, + 0,1489 a, Wim”. 


Uma onda plana uniforme no ar 
E = 8 cos (wt — dx — 32) a, Vim 


incide em um dielétrico (2 = 0) com yu = 10,2 =25€0 = O. Encontre: 
(a) a polarização da onda; 

(b) o ângulo de incidência; 

(c) o campo refletido E; 


(d) o campo transmitido H. 


Solução: 
(a) A partir do campo incidente E, fica evidente que o vetor de propagação é 
ma 
k; = 4a, + 5 MS) WMV ção 


o 


413 


414. B Elementos de Eletromagnetismo 





Então, 
w=5Sc=15X 0 rad's. 


Um vetor unitário normal à interface (z = 0) é a.. O plano que contém k e a, é dado por y = constan- 
te, isto é, um plano xz, é o plano de incidência. Como E, é perpendicular a este plano, temos polari- 
zação perpendicular (semelhante à situação mostrada na Figura 10.17). 


(b) Os vetores de propagação estão ilustrados na Figura 10.18, onde fica evidente que 


Kd 
8 0,="E=-50,=53,13 
E ki 3 y 


Alternalivamente, sem usar a Figura 10,18, podemos obter 8, a partir do fato de À, ser o ângulo entre 


ke a, Isto é, 
da, + 3a. 
cosb,= aj a, = eq "a. = 


ou 

0, =53,13º 
(c) Uma maneira fácil de encontrar E, é aplicando a equação (10.116 a), uma vez que constatamos 
ser este problema semelhante ao considerado na Seção 10.9(b). Suponhamos que não tivéssemos nos 


dado conta disto. 
Seja 


E, = Epcos(wt— k,-r)a, 


que tem a mesma forma do campo E, dado. O vetor unitário a, é escolhido porque a componente tan- 
gencial de E deve ser contínua na interface. Da Figura 10.18, 


E = AT Red 
onde 
kk = k senô,, k. = k cos 8, 
Porém, 8, = 8,e k,= k,= 5, pois tanto k quanto k, estão no mesmo meio. Então, 
k = da, — 3a, 


Para encontrar E, precisamos é. Da lei de Snell, 


HR 


Vu) 





sen6, =— send, = sen 8, 
fo CVs 
— Sen 53,13º 
V2,s 
ou 
8, = 30,39º 
E 
E o Fra 
z Ejo 


= mo COS 8; RR cos Ê, 
7 cos 8, + m; cos Q, 
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Figura 10,18 Vetores de propagação 
para o Exemplo 10.11. 











onde mn = mo = 377, 7 = = 238.4 


Em 

% 
3 

e] 


2384 cos 35,13º — 377 cos 30,39º 
[= [DDD = —0,389 
2384 cos 53,13º + 377 cos 30,39 














Então, 


E, =T, E, = —0,389(8) = -3,112 


(1 


E, = -3, 112 cos (15 x 10% — 4x + 37) a, Vim 


(d) De forma semelhante, seja o campo elétrico transmitido 


E, = Encos(or— E-F)A, 


onde 


k = Bo = wV ps = — V HrEr, 
x 108 
= OS 7.906 


35010" 
Da Figura 10.18, 
ki = k sen0, = 4 
k- = k cos 0, = 6,819 
ou 
k, = 4a, + 6,819a. 


Observe que k, = k = k, como esperado. 


fi 


2nm.co0s 8; 
mo cos 8, + nm; cos 8, 
2 x 2384 cos 53,13º 


E 238,4 cos 53,13º + 377 cos 30,39º 
= (0,611 


7 = Es == 
L — TET—— — 
Eis 
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O mesmo resultado poderia ser obtido da relação 7, = | + P,. Então, 
E, = T,E,= 06X 8 = 4,888 
E, = 4,888 cos (15 X 10% — 4x — 6,819z) a, 


H, é obtido facilmente de E, da seguinte maneira: 





| a X E 
prot no 
“4a, + 6819a. 


= = X 4888 a,cos = kr 
7.906 (238,4) a, COS (wi r) 


H, = (—17,69a, + 10,37a.) cos (15 x 10% — 4x — 6,8197) mA/m. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 10.11 


Se a onda plana do Exercício Prático 10,10 incide sobre um dielétrico para o qual o = 0, e = de, 
= ue que ocupa a região z = 0, calcule: 


(a) os ângulos de incidência, de reflexão e de transmissão; 

(b) os coeficientes de reflexão e de transmissão; 

(c) o campo E total no espaço livre; 

(d) o campo total E no dielétrico; 

(ec) o ângulo de Brewster. 

Resposta: (a) 26,56º, 26,56º, 12,92º: (b)— 0,295, 0,647; (c) (10a, + 5a.) cos 


(wt + 2y — 47) + (—2,946a, + 1,473a.) cos (wt + 2y + 47) Vim; 
(d) (7,055a, + 1,618a.) cos (wt + 2y — 8,718z) Vim; (e) 63,43º. 


RESUMO 1. A equação de onda é da forma 








com solução 


onde u = velocidade da onda, 4 = amplitude da onda, w = frequência angular (= 2mf)e B = 
constante de fase. Também 5 = w/u = 27/h ou u = fã = MT, onde À = comprimento de onda 
e T= período. 

2. Em um meio com perdas e livre de cargas, a equação de onda, bascada nas equações de Max- 
well, é da forma 


VA,—yA,=0 


onde A, representa E ouH ey = «a + jô é a constante de propagação. Se assumirmos E, = 
E 4z)a,, obtemos ondas EM da forma 
E(z, ) = Ee “cos (ut — Bra, 


H(z, ) = Hoe “cos (wt — Bz — 0)a, 
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onde a = constante de atenuação, 8 = constante de fase e q = |n|/8, é a impedância intrínse- 
ca do meio. O inverso de a é a profundidade de penetração pelicular (ô = 1/4). As relações en- 
tre 8, «e À, conforme colocadas acima, permanecem válidas para ondas EM. 

A propagação da onda em outros tipos de meios pode ser obtida como casos especiais da propa- 
gação em um meio com perdas. Para o espaço livre, o = 0,2 = e, eu =|. Para meios dielétri- 
cos sem perdas, o = 0,0= se eu=ue. E para bons condutores, o == e=seu=uou 
olws — O, 

Um meio é classificado como dielétrico com perdas, dielétrico sem perdas ou bom condutor de- 
pendendo de sua tangente de perdas, dada por 


o RD E 


te À = 
é RPA 


WE e' 





onde s. = e'- je” é a permissividade complexa do meio. Para dielétrico sem perdas, tg 8 << 1. 
Para bons condutores, tg 8 >> 1, Para um dielétrico com perdas, tg É é da ordem da unidade. 
Em um bom condutor os campos tendem a se concentrar em uma profundidade ô a partir da su- 
pertície do condutor, Este fenômeno é chamado efeito pelicular. Para um condutor de largura w 
e comprimento É, a resistência efetiva ou resistência ca é 


onde ô é a profundidade pelicular. 

O vetor de Poynting 9 é o vetor fluxo de potência, cuja orientação é a mesma da propagação da 
onda e cuja magnitude é igual à potência que atravessa uma unidade de área perpendicular à 
orientação desse vetor. 


P=ExH, Paca = V2Re(E, x H$ 
se uma onda plana incide perpendicularmente de um meio | para um meio 2, o coeficiente de 
reflexão DV e o coeficiente de transmissão T7 são dados por 
Es 2 + th Es 
A taxa de onda estacionária s é definida como 
LE 
Ss RR 
Rei O 


Para incidência oblíqua a partir de um meio sem perdas 1 para um meto sem perdas 2, temos os 
coeficientes de Fresnel 


r = 7 cos 8, — mn; cos 8, fi 2n> COS 6; 
p= E AA =—— “Em 
| no cos O, + m cos d; 7 cos 8, + mn cos 8; 
para polarização paralela e 

mo cos 0, — n; cos 8, 275 cos 0; 


ee 7 cos 0, + mn; cos 8, á no cos Õ, + 1 cos 0, 


para polarização perpendicular. Como na ótica: 


send, Bh [mê 

senb; & 282 

A transmissão total ou a ausência de reflexão (T = 0) ocorre quando o ângulo de incidência 8, é 
igual ao ângulo de Brewsler. 
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QUESTÕES DE REVISÃO 


10.1 Qual das expressões não é uma forma correta para a onda E = cos (wt— 87)? 


(a) cos (Bz — wt) 

(b) sen (Bz — wt — 7/2) 
2at 27% 

(Cc) cos (Em Ds de) 

(d) Re (er ÊD 

(e) cos B(z — ut) 


10.2 Identifique quais das funções seguintes não satisfaz a equação de onda: 


(a) SQelet a 

(b) sen we (107 + 51) 
(0) (x + 28º 

(d) cos ty + 5º) 

(e) sen x cos t 

(1) cos (5Syv + 2x) 


10.3 Qual das afirmativas que seguem não é verdadeira para ondas em geral? 
(a) As ondas podem ser função somente do tempo. 
(b) As ondas podem ser senoidais ou cossenoidais. 
(c) As ondas devem ser função do tempo e do espaço, 


(c) Por razões práticas, as ondas devem ser finitas em extensão, 


10.4 A componente de campo elétrico de uma onda no espaço livre é dada por E = 10 cos(10't + kz)a 
Vim. Pode se inferir que: 


v 


(a) A onda se propaga ao longo de a,. 

(bj O comprimento de onda é À = 188,5 m. 
(c) A amplitude da onda é 10 V/m. 

(d) O número de onda & vale 0,33 rad/m. 

(e) A onda se atenua à medida que se propaga. 


10.5 Dado que H = 0,5 e “M sen(10t— 2x) a. A/m, quais das afirmativas que seguem são incorretas? 


(a) «= 0,1] Np/m. 
(b) 8 = -2 rad/m. 
(C) w = 10" rad/s. 
(d) A onda se propaga ao longo de a. 
(e) A onda é polarizada na direção 1. 
(1 O período da onda é 1 jus. 
10.6 Qualéo fator principal para determinar se um meio é o espaço livre, um dielétrico sem perdas, um 
dielétrico com perdas ou um bom condutor? 


(a) A constante de atenuação. 


(b) Os parâmetros constitutivos (o, £, Li). 


PROBLEMAS | 


10.7 


10.8 


10,9 


10.10 
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(c) A tangente de perdas. 

(d) O coeficiente de reflexão. 

Em um certo meio, E = 10 cos(10't- 3v) a, Vim. Que tipo de meio é esse”? 
(a) Espaço livre. 

(b) Dielétrico imperfeito. 

(c) Dielétrico sem perdas. 

(d) Condutor perfeito. 


As ondas eletromagnéticas se propagam com maior velocidade em condutores do que em dielétri- 
COS. 


(a) Verdadeiro 

(b) Falso 

Em um bom condutor, E e H estão em fase no tempo. 

(a) Verdadeiro 

(b) Falso 

O vetor de Poynting significa, fisicamente, a densidade de potência que entra ou sai de um deter- 
minado volume em um campo variável com o tempo. 


(a) Verdadeiro 
(b) Falso 


Respostas: 10.1b; 10.2d,f; 10.34; 10.4 b,e; 10.5 b,f; 10,6c; 10.70; 10.8b; 10.9b; 10.10. 


10.1 


10.2 


10.3 


10.4 


Uma onda EM, em um determinado meio, é descrita por 


E = 25 sen (27 X 10º — 6x) a. Vim 


(a) Determine a orientação de propagação da onda. 
(b) Calcule o período T, o comprimento de onda À e a velocidade u. 
(c) Esboce a onda em t = 0, F8, Tide Tt. 


(a) Obtenha as equações (10.23) e (10.24) a partir das equações (10.18) e (10.20). 
(b) Usando a equação (10,29) em conjunto com as equações de Maxwell, mostre que 
— Jou 
SF 
(c) A partir do item (b), obtenha as equações (10.32) e (10.33). 


A 50 MHz, um material dielétrico com perdas é caracterizado por « = 3,6, = 24, co= 0,08 
Sim. Se E, = 6º “a, Vim, calcule: (a), (bD) A. (Ou (D) ne(o)H., 


+ 


Um material com perdas tem 4 = Su ce= 28. Seca 5 MHz, a constante de fase é 10 rd/m, calcu- 
le: 

(a) a tangente de perdas; 

(b) a condutividade do material: 

(c) a permissividade complexa; 

(d) a constante de atenuação; 


(2) a impedância intrínseca. 
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“10.5 


10,6 


10.7 


10,8 


10.9 


10.10 


10,1 


10.12 


10.13 


Um material não magnético tem uma impedância intrínseca 240 /30º 2, Encontre sua: 


(a) tangente de perdas; 
(b) constante dielétrica; 
(c) permissividade complexa; 


(d) constante de atenuação em 1 MHz; 


A amplitude de uma onda que se propaga em um meto não magnético com perdas se reduz de 18% 
a cada metro. Se a onda opera a TO MHz e o campo elétrico está adiantado com relação ao magné- 
tico de 24º, calcule: (a) a constante de propagação; (b) o comprimento de onda; (c) a profundida- 
de de penetração pelicular; (d) a condutividade do meio. 


A água do mar tem um papel importante no estudo das comunicações submarinas. Assumindo que, 
para a água do mar, o = 4 5/m, e, = 80,4, = le f= 100 MHgz, calcule: (a) a velocidade de fase; (b) 
o comprimento de onda; (c) a profundidade de penetração pelicular; (d) a impedância intrínseca. 


Em um certo meio, comu = u,.e= de, 
H = 120" sen (m x 10% — By) a, Aim 


encontre: (a) o período da onda T, (b) o comprimento de onda À; (c) o campo elétrico E; (d) a di- 
ferença de fase entre E ce H. 


Em um meio, 
Ro = (1,05% BD 
E = l6e sen (2 X 10+t — 2x)a. V/m 


encontre: (a) a constante de propagação: (b) o comprimento de onda; (c) a velocidade da onda; (d) 
a profundidade de penetração pelicular. 


Uma onda uniforme no ar tem 


E = I0cos (2x X 10ºr — Bz) a, 


(a) Calcule 3 e À. 
(b) Faça o gráfico da onda para 7 = De A/4, 
(b) Encontre H, 


A componente do campo magnético de uma onda EM, propagando-se em um meio não magnético 
(U= 4), é: 


H = 25sen(2 X 10%t+ 6x)a,mA/m 


Determine: 

(a) a orientação de propagação da onda; 
(bj a permissividade do meio; 

(c) o módulo do campo elétrico. 


Se H = 10 sen (wt — dzja, mÃ/m em um material parao qualo = 0,4 = ee = de, calcule w, 
bed, 


Um fabricante produz um ferrite com yu = 750u,. e = Se, €0 = 10ºS/m em 10 MHZ. 


(a) Você classificaria este material como sendo sem perdas, com perdas ou condutor? 
(b) Calcule 5 e À. 
(c) Determine a diferença de fase entre dois pontos separados por 2 m. 


(dj Encontre a impedância intrínseca. 
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+10.14 Assumindo que os campos dependentes do tempo E = Ee“ “eH=HetC” ondek = 
ka, + ka, + ka. é o vetor número de ondac r = xa, + ya, + za. é o velor radial, mostre que V 
X E = “9B/ot pode ser expressa como k x E = uoH e deduza que a, xa, = a, 


10.15 Considere os mesmos campos do Problema 10.14 e mostre que as equações de Maxwell, em uma 
região livre de cargas, podem ser escritas como 


k- E =0 
k:-H=0 
k x E = wvuH 
kxH= —-wEE 
Destas equações, deduza 
a; * dp = Ay e a; X ay = —dg 


10.16 A componente de campo magnético de uma onda plana em um dielétrico sem perdas é 


H = 30 sen (27 X 10ºt — 5x) a. mA/m 


(a) Seg, = 1, encontre g,. 
(b) Calcule o comprimento de onda e a velocidade. 
(c) Determine a impedância da onda. 
(d) Determine a polarização da onda. 
(ec) Encontre a componente de campo elétrico correspondente. 
(f Encontre a densidade de corrente de deslocamento. 
10,17 Em um meio não magnético, 


E = 50 cos (10º — 8x) a, + 40 sen (10ºt — 8x) a. Vim 
encontre a constante dielétrica s, e o campo magnético H correspondente. 


10.18 Em um certo meio, 


E 


ko 


= IQ cos (27 X 10't — Bxxa, + a.) Vim 


Seu =50U,e=2e co = hO,encontre BeH 


10,19 Quais dos seguintes meios podem ser considerados como condutores em 8 MHz? 


(a) Solo úmido pantanoso (s = 154. u= 4, o = 10" Sm). 
(b) Germânio intrínseco (e = 168. U= 4H, o = 0,025 5/m). 
(c) Água do mar (e = 8le, tu =, o = 25 5S/m). 


10.20 Calcule a profundidade de penetração pelicular e a velocidade de propagação para uma onda pla- 
na uniforme de 6 MHz de fregliência, propagando-se em policloreto de vinila, PVC, (yu, = 1,8. = 
4,tg0,=7x 10). 


10.21 Uma onda plana uniforme, em um meio com perdas, tem uma constante de fase de 1,6 rad/m em 
10º Hz e sua amplitude é reduzida de 60% para cada 2 metros de propagação. Encontre a profun- 
didade de penetração pelicular e a velocidade da onda. 


10.22 (a) Determine a resistência para corrente contínua (cc) de um fio de cobre, de seção reta circular, 
(o = 58x 10º Sim, 4, = 1,2 = |) de 1,2 mm de raio e 600 m de comprimento. 
(b) Encontre a resistência ca em 100 MHz, 
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(c) Calcule a fregiiência aproximada para a qual as resistências para corrente contínua (cc) e pa- 
ra corrente alternada (ca) são Iguais. 


10.23 Um tubo de alumínio de 40 metros de comprimento (o = 3,5 x 10'S/m, 4, = 1,8,= 1), com raios 
interno e externo de 9 mm e 12 mm, conduz uma corrente total de 6 sen 10º mt A. Encontre a pro- 
ftundidade de penetração pelicular e a resistência efetiva do cano, 


10.24 Mostre que, em um bom condutor, a profundidade de penetração pelicular à é sempre muito me- 
nor que o comprimento de onda. 


10.25 Guias de onda de latão são muitas vezes recobertos com prata para reduzir as perdas. Consideran- 
soa 1 
do que a espessura mínima da prata (u = Ut .e= eo =6,|x 0 Sm) deve ser 5ó, encontre a es- 
pessura minima requerida para operação do guia de ondas em 12 GHz. 


10.26 Uma onda plana uniforme, em um meio não magnético sem perdas, tem: 


E, = (5a, + 12a)je *,y = 0,2 + j3,4/m 


(a) Calcule a amplitude da onda em 7 = 4m. 

(b) Encontre a perda de energia, em dB, da onda no intervalo O <= 72 <3m. 

(c) Calcule o vetor de Poynting em z = 4et = T/8. Considere w = 10" rad/s. 
10.27 Em um material não magnético, 


H = 30 cos (2x X 10º — 6x) a, mAÃ/m 


encontre: (a) a impedância intrínseca; (b) o vetor de Poynting: (c) a média temporal da potência 
que atravessa asuperficex= ,0O<y<2,0<;7<ã3Im. 


*10.28 Mostre que as equações (10.67je (10.68) são equivalentes. 


10.29 Em uma linha de transmissão com um dielétrico sem perdas (= = 45e,. U= HU). 


E 


E = 





sen (wtf — 2z) a, Vim 


encontre: (a) w e H; (b) o vetor de Poynting; (c) a média temporal da potência que atravessa a su- 
perfíciez= Im, 2mm<p9<3mm,0<q<2r. 


10.30 (a) Para incidência normal sobre uma interface dielétrico-dielétrico, para as quais Li, = 4 + HM 
definimos R e Tcomo os coeficientes de reflexão e transmissão da potência média, isto é, P. 4 = 
RE 46 = TP, ia Mostre que 


cméd o dumód, 


s 4 
ny Ho nylo 
R = (um) o T= —2. 
ny no (ny + no) 


Onde n, e n, são os índices de refração dos meios. 


(b) Determine a razão n,! n, para que as ondas refletida e transmitida tenham a mesma potência 
média. 


10.31 A onda plana E = 30 cos(wt — 2)a,, no ar, incide normalmente sobre um meio sem perdas (u = u 
e = de )em z = O. (a) Encontre TF, Te s. (b) Calcule os campos elétrico c magnético refletidos. 


PE 


11,32 Uma onda plana uniforme no ar, com 


H = 4 sen (wt — 5x) a, Alm 


incide perpendicularmente sobre um material plástico com parâmetros yu = u ,e= de co =0.(a) 
Encontre o campo elétrico total no ar, (b) Calcule a média temporal da densidade de potência no 
plástico. (c) Encontre a taxa de onda estacionária. 


10.33 


10,34 


10.35 


10.36 


10,37 


*10,38 


10.39 
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Uma onda plana no espaço livre, com É = 3,6 cos (wt — ãxja, V/m está Incidindo normalmente em 
uma interface em x = 0. Se um meio sem perdas, com o = 0,2, = 12,5 existe para x = 0 e a onda 
refletida tem H, = —1,2. cos (wt + 3xJa. mA/m, encontre [L. 


A região 1 é um meio sem perdas, parao qualy = 0,4 = | e = de, enquanto a região 2 é 0 es- 
paço livre, y = 0. Se uma onda plana E = 5 cos (10't— Bvjya. Vim existe na região 1, encontre: (a) 
a componente total do campo elétrico na região 2; (b) a média temporal do vetor de Poynting na 
região |; (c) a média temporal do vetor de Poynting na região 2. 


Uma onda plana no espaço livre (2 = 0) está incidindo na direção da normal em um grande bloco 
de um material com £, = 12,4, = 3,0 = O, que ocupa 7 = 0. Se o campo elétrico incidente é 


E = 30 cos (wt — z)a, Vim 


encontre: (4) «; (b) a taxa de ondas estacionárias: (C) 0 campo magnético refletido; (d) a densida- 
de de potência média da onda transmitida. 


Uma onda plana uniforme de 30 MHz com 


H = I0sen (wt + 8x)a.mA/m 


existe em uma região x = 0, tendo o = 0,4, = 9, u = 44, Emx = 0, a onda encontra o espaço 
livre. Determine: (a) a polarização da onda; (b) a constante de fase 8; (c) a densidade de corrente 
de deslocamento na região x = O; (d) os campos magnético refletido e transmitido e (e) a densida- 
de média de potência em cada região. 


Uma onda plana uniforme no ar incide perpendicularmente sobre um material dielétrico sem per- 
das, infinito, tendo e = 35,e 4 = 4, Se a onda incidente é E, = 10 cos(wr — z)a, V/m, encontre: 


(a) Ae e da onda no ar e da onda transmitida para o meio dielétrico; 

(b) o campo H incidente; 

(c) Ter; 

(d) o campo elétrico total e a média temporal da potência nas duas regiões. 


Um sinal no ar (7 = 0) com componente de campo elétrico 


E = 10 sen (wt + 37)a, Vim 


incide perpendicularmente sobre a superfície do oceano em z = 0, conforme a Figura 10,19, Assu- 
mindo que a superficie do oceano é plana e que = = 808, = 4.0 = 4mhos/m no oceano, deter- 
maine. 

(a) q; 

(b) o comprimento de onda do sinal no ar; 

(c) a tangente de perdas e a impedância intrínseca do oceano; 


(d) os campos E refletido e transmitido, 


Represente, graficamente, a onda estacionária da equação (10.87) em t = O, T/8, TA, ITA. TD, e 
assim por diante, onde T = 2x/, 


Figura 101.19 Referente ao Problema 10,38. 
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10.40 Uma onda plana uniforme está incidindo com um ângulo 8, = 45º em um par de placas dielétricas 
justapostas, conforme mostrado na Figura 10,20, Determine os ângulos de transmissão 8, e É, nas 
placas. 


10.41 Mostre que o campo 
E, = 20 sen (ku) cos (k,y) a. 


ne 2 2 pop : 
onde k/ + k/ = we, pode ser representado como a superposição de quatro ondas planas via- 
jantes. Encontre o H correspondente. 


10.42 Mostre que, para meios dielétricos não magnéticos, os coeficientes de reflexão e de transmissão, 
para incidência oblíqua, tornam-se 


I te (0, + 09 sen (9, + Bj cos (8, — 0) 
— sen(8,=— 07) — 2cosô;senô, 


E Ee E] SE 
> sen(0,+ 8) Ta sen (8, + 8,) 


*10.43 Uma onda polarizada paralelamente no ar com 


E = (8a, — 6a.) sen (wt — dy — 37) Vim 


incide em um semi-espaço dielétrico, conforme mostra a Figura 10,21. Encontre: (a) o ângulo de 
incidência É (b) a média temporal da densidade de potência no ar(u= HU ee = e) (c) os cam- 
pos E refletido e transmitido, 


Figura 10.20 Referente ao Problema 10.40, 


espaço livre espaço livre 





z Figura 10.21 Referente ao Problema 10.42, 


ei 


(E = Es H = Ho) 
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10.44 Em um meio dielétrico (e = 9e,. LU = 4). uma onda plana com 
H = 0,2cos (10º — kx — kN'8:) a, Alm 


está incidindo na interface com o ar em z = O, Encontre: 
(a) 9,00, 

(b) &: 

(c) o comprimento de onda no dielétrico e no ar; 

(d) o E incidente; 

(2) o campo E transmitido e refletido; 


(1) o ângulo de Brewster. 


*10.45 Uma onda plana, no ar, com 


E = (Sa, + 6a, + 5a.) sen (wt + 3x — 4y) Vim 


está incidindo sobre uma placa de cobre em y = O. Encontre w e a onda refletida. Suponha que o 
cobre é um condutor perfeito (Sugestão: escreva as componentes do campo em ambos os meios, 
tendo em vista as condições de fronteira.) 


10.46 Uma onda polarizada está incidindo do ar sobre poliestireno com gu = u., £ = 2,68, em ângulo de 
Brewster. Determine o ângulo de transmissão. 


Capítulo 11 





LINHAS DE TRANSMISSÃO 


Existe uma história a respeito de quatro homens chamados: Todos, Alguém, Qualquer Um e Nin- 
guém. Havia uma tarefa importante a ser realizada e foi pedido a Todos que a fizesse, Todos es- 
tava certo que Alguém a faria. Qualquer Um poderia ter feito, mas Ninguém fez. Alguém ficou 
zangado por isto, porque era o trabalho de Qualquer Um. Todos pensou que Qualquer Um po- 
deria ter feito e Ninguém compreendeu que Todos não a faria. Terminou que Todos culpou Al- 
guém quando realmente Ninguém fez o que Qualquer Um poderia ter feito. 

ANÔNIMO 


11.1 INTRODUÇÃO 


Nossa discussão no capítulo anterior foi essencialmente sobre propagação de ondas em meios ilimi- 
tados, isto é, meios de extensão infinita. Esta propagação, na qual existe uma onda plana uniforme 
por todo o espaço, é dita não guiada, e a enereia EM associada à onda se espalha por uma grande 
área, À propagação de ondas em meios ilimitados é usada pelos serviços de radiodifusão e TV, onde 
a informação é transmitida para qualquer pessoa que possa estar interessada. Este tipo de propaga- 
ção não se aplica em uma situação como a conversação telefônica, onde a informação é recebida de 
forma privada, por uma pessoa apenas. 

Uma outra maneira de transmitir potência ou informação é através de estruturas de guiamento. As 
estruturas de guiamento servem para guiar (ou orientar) a propagação da energia de sua fonte até a 
carga. Exemplos típicos destas estruturas são as linhas de transmissão e os guias de onda. Os guias 
de onda serão discutidos no capítulo seguinte, enquanto que as linhas de transmissão serão conside- 
radas neste capítulo. 

As linhas de transmissão são normalmente utilizadas na distribuição de potência (em baixas fre- 
quiências) e em telecomunicações (em altas frequências). Vários tipos de linhas de transmissão, tais 
como o par trançado e cabos coaxiais (malha fina e malha grossa), são usadas em redes de computa- 
dores, como a Ethernet e a Internet. 

Uma linha de transmissão consiste basicamente de dois ou mais condutores paralelos usados pa- 
ra conectar uma fonte à uma carga. À fonte pode ser um gerador hidrelétrico, um transmissor ou um 
oscilador, e a carga pode ser uma fábrica, uma antena ou um osciloscópio, respectivamente. Tipica- 
mente, linhas de transmissão incluem o cabo coaxial, uma linha a dois fios condutores (linha bifilar), 
uma linha planar ou de placas paralelas, um fio paralelo a um plano condutor e a linha de microfitas. 
Estas linhas são mostradas na Figura 11.1. Note que cada uma destas linhas consiste de dois condu- 
tores em paralelo. Os cabos coaxiais são usados de forma rotineira em laboratórios e na conexão de 
aparelhos de TV às antenas de TV. Linhas de microfitas (similares às da Figura 11.1e) são particular- 
mente importantes em circuitos integrados, onde fitas metálicas que conectam elementos eletrônicos 
são depositadas em substratos dielétricos. 

Os problemas de linhas de transmissão são usualmente resolvidos utilizando a Teoria de Campos 
EM e Teoria de Circuitos Elétricos, as duas principais teorias nas quais está baseada a Engenharia 
Elétrica. 
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(ce) (td) (e) 


Figura 11.1 Vistas das seções retas de linhas de transmissão típicas: (a) linha coaxial; (b) linha a dois fios 
(bifilar); (c) linha planar; (d) fio sobre plano condutor; (e) linha de microfitas. 


Neste capítulo, usaremos a Teoria de Circuitos porque ela é de tratamento matemático mais fácil. Os 
conceitos básicos de propagação de ondas (como constante de propagação, coeficiente de reflexão e 
taxa de onda estacionária) apresentados no capítulo anterior se aplicam aqui. 

Nossa análise de linhas de transmissão incluirá a dedução das equações de linhas transmissão 
de parâmetros característicos, o uso da carta de Smith, várias aplicações práticas de linhas de trans- 
missão e transientes em linhas de transmissão. 


11.2 PARÂMETROS DAS LINHAS DE TRANSMISSÃO 


É usual e conveniente descrever as linhas de transmissão em termos dos parâmetros da linha, que são 
a resistência por unidade de comprimento R, a indutância por unidade de comprimento L, a condu- 
tância por unidade de comprimento G e a capacitância por unidade de comprimento €, Cada uma das 
linhas apresentadas na Figura 11.1 tem fórmulas específicas para o cálculo de RL, Ge €, Para o ca- 
bo coaxial, a linha bifilar e a linhar planar, as fórmulas para o cálculo de R, L, Ge € são dadas na Ta- 
bela 11.1. As dimensões das linhas são dadas na Figura 11.2. Algumas das fórmulas da Tabela 11.1 
foram deduzidas nos Capítulos 6 e 8. Deve se notar que: 


1. Os parâmetros de linha R, L, G e € não são parâmetros discretos, mas distribuídos, conforme 
mostra a Figura 11.3. Queremos dizer com isto que os parâmetros estão distribuídos unifor- 
memente ao longo de todo o comprimento da linha. 


2. Para cada linha, os condutores são caracterizados por o,, Li. £ = &, e o dielétrico homogê- 
neo que separa os condutores é caracterizado por o, tu, £. 

5. GAIIR,;Réaresistência para ca, por unidade de comprimento, dos condutores utilizados na 
linha, e G é a condutância, por unidade de comprimento, devido ao dielétrico que separa os 
condutores. 


loga | EosR asi ad iam q - : rd ai 
Fórmulas semelhantes para outras linhas de transmissão podem ser obtidas de manuais de engenharia ou manuais de referência = por exemplo M. A. R. Guston, 
Micrewave Transmission-line limpedance Data. London: Van Nostrand Reinhold, 1972. 
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TABELA 11.1 Parâmetros de linha distribuídos, para altas frequências 




















Parâmetros Linha Coaxial Linha Bifilar Linha Planar 
R (Qim) a E ” 1 I 3 
Zôo. b mudo, wôo,. 
(ô E ac— b) (6 E a) (6 <= df) 
L (Him b ow 9 
Pad a Pi E cosh! — e 
ly 4 T 2a w 
O (Sim) 2x0 no ow 
d 
In 2 cosh ! — 
| 2a 
C (Fim) 2xe TE ew 
d 
| hr! 
n a cos 5a tw >> d 
“8 => — > = profundidade pelicular do condutor; «sch ! Co e da º| nm, 
N fx E cosh 5a In Z sé ea DE l 


4. : valor de L mostrado na Tabela 11.1 é a indutância externa por unidade de comprimento, is- 
é, L = La Os efeitos da indutância interna L, (= R/w) são desprezíveis em altas fregiiên- 


EX 


cias, nas quais opera a maior parte dos sistemas de comunicações. 


5. Para cada linha, 
Cep É Ser (11.1) 


Como uma preparação para a seção seguinte, vamos considerar como uma onda EM se propaga 
em uma linha de transmissão a dois condutores. Por exemplo, consideremos uma linha coaxial co- 
nectando um gerador ou fonte a uma carga, como na Figura 11.4(a). Quando o interruptor S é fecha- 
do, o condutor interno fica positivo em relação ao condutor externo, tal que o campo E é radial e 
aponta para fora, conforme a Figura 11.4(b). 





fal Et [ci 


Figura 11.2 Linhas de transmissão usuais: (a) linha coaxial; (b) linha a dois fios (bifilar); (c) linha planar. 


ReLemsério 


Ce O em paralelo 


AM 


PY ve et ms 





Figura 11.3 Pariimetros distribuídos de uma linha de transmissão a dois condutores. 
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De acordo com a lei de Ampêre, o campo H circunda o condutor que conduz a corrente, como na Fi- 
gura 11,4(b). O vetor de Poynting (E x H) aponta ao longo da linha de transmissão. Portanto, o fe- 
chamento do interruptor estabelece um campo eletromagnético, que aparece como uma onda trans- 
versal eletromagnética (TEM) que se propaga ao longo da linha, Esta onda é uma onda plana não uni- 
forme e através dela é transmitida energia ao longo da linha. 








E » L 
gerador pe linha coaxial] carga 
ia) 
campo E 
campo H 
x 
Es +v 





Figura 11.4 (a) Linha coaxial conectando o gerador à carga; (b) campo E e H na linha coaxial. 


11.3 EQUAÇÕES DAS LINHAS DE TRANSMISSÃO 


Conforme mencionado na seção anterior, uma linha de transmissão a dois condutores suporta uma 
onda TEM, isto é, o campo elétrico e o campo magnético na linha são transversais à direção de pro- 
pagação. Uma propriedade importante das ondas TEM é que os campos E e H estão univocamente 
relacionados com a tensão Ve a corrente /, respectivamente: 


v=-[E-d = 4H:d (11,2) 


Em vista disto, usaremos as grandezas Ve ! da Teoria de Circuitos no estudo das linhas de transmis- 
são, ao invés de utilizar os campos E e H (utilizando as equações de Maxwell e as condições de fron- 
teira). O modelo de circuitos é mais simples e mais conveniente. 

Examinaremos uma porção incremental Az de uma linha de transmissão a dois condutores. De- 
sejamos encontrar um circuito equivalente para esta linha e obter a equação da linha. Da Figura 11.3, 
podemos esperar que o circuito equivalente de uma porção da linha seja como mostrado na Figura 
11.5. O modelo da Figura 11.5 está em termos dos parâmetros da linha R,L, Ge €, e pode represen- 
tar qualquer uma da linhas de transmissão a dois condutores da Figura 11.3. O modelo é o chamado 
cireuto equivalente tipo L. Outros tipos são possíveis (veja Problema 11.1). No modelo da Figura 
11.5, assumimos que a onda se propaga no sentido +z, do gerador para a carga. 
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Hz,1) Ráz Lãz fiz + Az!) 


+ 
Para o gerador à! 
posa paid | Para a carga 


T CAs: 





Fiz, t) Az 


Figura 11.5 Circuito equivalente tipo £ para um comprimento diferencial Az de uma linha de transmissão a 
dois condutores. 


Pela aplicação da lei de Kirchhoff de tensão na malha externa do circuito na Figura 11.5, obtemos 


Hz. t 
Hz, t) = R Aziz) + L aro + Wiz + Az, f) 
LE 


ou 
V(z + Az, t) — Hz, t Hz, t 
PEN cias AJ Ho A Rkz t) + SA (a?) (11.3) 
Az dt 
Tomando o limite da equação (11.3) conforme Az — 0, tem-se 
dViz,l dMz.! j 
Adiado a RKz 0) +L = (11.4) 


da 





De forma semelhante, aplicando a lei de Kirchhoff das correntes para a corrente no nó principal do 
circuito da Figura 11.5, resulta em 


Hz )=Hz+ AgD)+ AI 


oViz + Az 
=Iz+A,0)+GAz:IHz+ Az?) gap 





df 
ou 
Hz + Azd)— Met € dViz + Az,t 
net RO = O Md PS “8 (11.5) 
Âz dt 
Conforme Az — O, a equação (11.5) torna-se 
[al ZÉ Vaz, 1) | 
ed ya co (11.6) 
dz | 
Se assumirmos dependência temporal harmônica, de tal maneira que 
Vz, 1) = Re [V dz) e!” (11.73) 


Hz, t) = Re [142 e] (11.7b) 
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onde V(z) e L(z) são as formas fasoriais de Víz, 1) e KHz, t). respectivamente, as equações (11.4) e 
(11.6) tornam-se 








W, 
2 = (R + joL)L, (11.8) 
TA 
É = (G + juC) V, (11.9) 
dz 


Nas equações diferenciais (11.8) e (11.9), V, e 1, estão acopladas. Para separá-las, tomamos a segun- 
da derivada de V, na equação (11.8) e empregamos a equação (11,9) tal que obtemos 











dV, RR 
o (KR +jvLÃO + jul) Vo 
dz 
ou 
(11.10) 
onde 
(11.11) 
Tomando a segunda derivada de f, na equação (11.9) e empregando a equação (11.8), temos 
PL, 
7—y1.=0 NnEI Ea 
dê vi ( ) 


Nota-se que as equações (11.10) e (11,12) são, respectivamente, as equações de onda para a lensão e 
a corrente, semelhantes na forma às equações de onda obtidas para ondas planas nas equações 
(10,17) e (10,19). Portanto, em nossa notação, y na equação (11.11) é a constante de propagação (em 
|/metro), a é a constante de atenuação (em neper por metro ou decibéis” por metro) e B é a constan- 
te de fase (em radianos por metro). O comprimento de onda À e a velocidade da onda u são dados, 
respectivamente, por 


À => (11.13) 


“== fh (11,14) 


As soluções das equações diferenciais lineares e homogêneas (11.10) e (11.12) são semelhantes 
ao Caso 2 do Exemplo 6.5, ou seja, 
Pee Ver 
ETR do (11:15) 


Eb 


Lo = le Rd Ioer 
A Pg go (11.16) 


“Lembre, da equação (10.35), que | Np = 8,686 dB. 
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onde V, V..1,e 1, são as amplitudes das ondas. Os sinais + e — representam ondas se propagan- 


do ao longo de +z e —z, respectivamente, conforme indicado pelas setas. Portanto, obtemos uma ex- 
pressão para a tensão Instantânea 


Víz, ?) = Re [V dz) e!“ 


= Vie “cos (wu — B27) + V5 eS cos (wt + Bz) (11.17) 


A impedância característica Z, da linha é a razão entre a onda de tensão e a onda de corren- 
te, que se propagam no sentido positivo, em qualquer ponto da linha, 


£Z, é análoga a n, a impedância intrínseca do meio onde ocorre a propagação. Substituindo as equa- 
ções (11.15) e (11.16) nas equações (11.8) e (11.9), e igualando os coeficientes dos termos e" e e *, 
obtemos 





V Vo R+jwl ”Y | 
Q=0=-2=D"DD2.=. tn 1] 
ai, f Y G + jwC AREAS 
OL 
(11.19) 





onde K, e X, são as partes real e imaginária de Z,. R, não deve ser confundido com K: enquanto R é 
dado em ohms/m, KR, é em ohms. A constante de propagação y e a Impedância característica Z, são 
propriedades importantes da linha porque ambas dependem dos parâmetros da linha R, L, Ge C, e da 
lrequência de operação. O recíproco de Z, é a admitância característica Y,, isto é Y, = 1/Z,. 

A linha de transmissão considerada até aqui é a linha com perdas, na qual os condutores que com- 
põem a linha são imperfeitos (0. =) e o dielétrico no qual os condutores estão inseridos tem perda 
(o + 0). Tendo considerado este caso geral, podemos agora considerar dois casos especiais, isto é, da 
linha de transmissão sem perdas e da linha de transmissão sem distorção. 


A. Linha sem perdas (R = 0 = G) 


Uma linha de transmissão é dita sem perdas se os condutores da linha são perfeitos (0, = 2) 
e o meto dielétrico que os separa é sem perdas (o = 0). 


Para tal linha, fica evidente, a partir da Tabela 11.1, que, quando q, ==e or =0: 
R=0=6 (11.20) 


Esta é a condição necessária para que uma linha não tenha perdas. Portanto, para tal linha, a equação 
(11.20) faz com que as equações (11.11), (11.14) e (11.19) tornem-se 


a=0, y=j8=juWLC (11.21) 
tw ] 
u===>" = = fh (11.21b) 
B N/LC 
É 
A,=0, EoRhsSAiT (11.21c) 
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B. Linha sem distorção (R/L = G/C) 


Um sinal consiste, normalmente, de uma banda de fregiiências. Se o depender da fregiiência, as am- 
plitudes de ondas com componentes de frequências diferentes serão atenuadas de forma diferente em 
uma linha com perdas. Isto resulta em distorção. 


Uma linha sem distorção é uma linha na qual a constante de atenuação a é independente da 
frequência, enquanto que a constante de fase É é linearmente dependente da fregiiência. 


Da expressão geral para a e B [na equação 11.11)], obtemos uma linha sem distorção se os parâme- 
tros da linha são tais que: 


(11.22) 





Portanto, para uma linha sem distorção, 


E — 
y= ro (1 tao 1100) 


ou 
aqa=VRO, 5 = wWLC (11.234) 


mostrando que « não depende da fregiiência, enquanto £& é uma função linear da frequência. Tam- 


bém, 
ou 
R= É = E X,=0 (11.23b) 
G Ne 
ê 
do Rio (11.230) 
Note que: 


|, À velocidade de fase é independente da frequência porque a constante de fase 8 depende li- 
nearmente da fregúência, Teremos distorção na forma do sinal a menos que o e u sejam inde- 
pendentes da frequência. 


ueZ, permanecem os mesmos das linhas sem perdas, 


3. Uma linha sem perdas é também uma linha sem distorção, mas uma linha sem distorção não 
é necessariamente sem perdas. Embora linhas sem perdas sejam desejáveis na transmissão de 
energia elétrica, as linhas telefônicas devem ser sem distorção. 
Um resumo de nossa discussão está na Tabela 11.2. Na maior parte da análise, vamos restringir 
nossa discussão às linhas de transmissão sem perdas. 
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EXEMPLO 11.1 


EXEMPLO 11.2 





TABELA 11.2 Caracteristicas das linhas de transmissão 


Constante de Propagação | Impedância Característica 


Caso É Ain o + jô EG R,+jX, 

a ER + jwl 

Geral VIR + jaLHG + jaC o 

era ( Jul jwoC) VG+joc 
L 

Sem perdas O + juv LC JE + JO 
L 

Sem distorção V RG + jwuW LC E + JO 


Uma linha de transmissão no ar tem impedância característica de 70 Q e constante de fase de 3 rad/m 
a 100 MHz. Calcule a indutância por metro e a capacitância por metro da linha. 


Solução: 
Uma linha no ar pode ser considerada uma linha sem perdas desde que o = O, Portanto, 


R=0=6G ou q = 0 


E 
Zo = RS C (11.1.1) 
8 = w VLC (11.1.2) 
Dividindo a equação (11.1.1) pela equação (11.1.2), obtemos 
Rd 
BB wê 
ou 
B 3 





C= = 68,2 pF/m 


oR, 27 X 100 X 1070) 


Da equação (11.1.1), 
L = RiC = (70)(68,2 x 107!) = 334,2 nH/m 


EXERCÍCIO PRÁTICO 11.1 


Uma linha de transmissão, operando em 500 MHz, tem Z, = 80 9, a = 0,04 Np/m, 8 = 1,5 rad/m. 
Encontre os parâmetros da linha R,L, Ge €. 


Resposta: 3,2 Q/m, 38,2 nH/m,5 x 1074 Sim, 5,97 pF/m. 


Uma linha sem distorção tem Z, = 60 2, « = 20 mNp/m, u = 0,6c, onde c é a velocidade da luz no 
vácuo. Encontre R,L,G, Ceia 100 MHz. 


Solução: 
Para uma linha sem distorção, 


RC = GL ou 6 =— 
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portanto, 
l; 
£o Ez Ni 
C 
f: R 
a=VRGS=R TE =— 
to 
ou 
R=a£, 
Porém, 
w | 
L=—=———= 
P SLC 


Da equação (11.2.2b), 
R=aZ,= (20X 1060) = 1,29m 
Dividindo a equação (11.2.1) pela equação (11.2.3), resulta em, 


at be qm 60 


7 0,6 (3 x 10º) 
Da equação (11.2.2 a), 
o” 400 x 10% 
G=—="—— = 333 Non 
R 1.2 


Multiplicando a equação (11.2.1) pela equação (11.2.3), obtemos, 





IPA E 
U£ a C 
ou 
E rm 
uZ, 0,63 x 10860 it 
" 0,6(3X 105 
ao E UM 


“sf 108 


EXERCÍCIO PRÁTICO 11.2 


(11.2.1) 


(11.2.2a) 


(11,2.2b) 


(11.2.3) 


Uma linha telefônica tem R = 30 Q/km, L = 100 mH/km, G=0e C= 20 uF/km. Para f= 1 kHz, 


obtenha; 
(a) a impedância característica da linha; 
(b) a constante de propagação; 


(c) a velocidade de fase. 


Resposta: (a) 70,75/=1,367º 2: (b) 2,121 X 107! + /8,888 X 10 /m: (c) 7,069 x 


10º m/s. 
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11.4 IMPEDÂNCIA DE ENTRADA, ROE E POTÊNCIA 


Considere uma linha de transmissão de comprimento €, caracterizada por y e Z,, conectada a uma 
carga Z,, conforme mostrado na Figura 11.6. Para o gerador a linha é vista como uma carga com im- 
pedância de entrada Z,,.. Nesta seção, é nossa intenção determinar a impedância de entrada, a razão 
de onda estacionária (ROE) e o fluxo de potência na linha. 

Façamos a linha de transmissão se estender desde z = O no gerador até z = €, na carga. Para ini- 


ciar, precisamos das ondas de tensão e de corrente, dadas pelas equações (11.15) e (11.16), isto é, 








Vig) = Ver A+ Vjer (11.24) 
PE e Vim 

Idz) = Rio E 11.25 

RR E 


sendo que a equação (11.18) já foi incorporada na equação (11.25). Para encontrar Ve Vas con- 


ú 


dições nos terminais devem ser dadas. Por exemplo, se forem dadas as condições na entrada da linha, 
digamos 


W=Vz=0, 1L=Kz2=0) (11.26) 


e substituindo estas nas equações (11.24) e (11,25), resulta em 


no) 
Vo = 3 (Vo + Zolo) (11.27) 
“e 5] 
Vo = 2 (Vo — Lobo) (11.27b) 
Se a Impedância de entrada nos terminais de entrada for Z,., então a tensão de entrada V, e a corren- 
te de entrada /, são facilmente obtidas da Figura 11.6(b), como 
E em E 


Va + —— V., L = —E-— 11.28 
ARA Zon 42 Res 





ta) 





tb) 


Figura 11,6 (a) Impedância de entrada de uma linha de transmissão terminada por uma carga; (b) circuito equi- 
valente para calcular Ve! na entrada da linha em termos de Z.. 
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Por outro lado, se forem dadas as condições na carga, isto é, 
Fe= Met de= HKe=t) (11.29) 


e, substituindo nas equações (11.24) e (11.25), obtemos: 


VE = 3 We + Z de (11.304) 


E 
Vo = 5 (Ve — Zoloe n (11.30b) 


Seguindo, podemos determinar à impedância de entrada Z,, = Viz)(z), em qualquer ponto da 


linha. No gerador, por exemplo, as equações (11.24) e (11.25) dão origem a 


Vl) ZAVE + Vo) 





“mo vi RE 
Substituindo a equação (11.30) na equação (11.31) e utilizando o fato de que 
a Est = cosh yé, ie = senh yt (11.32a) 
ou 
tghy€ = es = E (11.32b) 
obtemos 


Ze + Zo lghyf 
df (linhas com perdas) (11.33) 


Zem e £o | 





pe 


Embora a equação (11.33) tenha sido obtida para a impedância de entrada Z,, na extremidade do ge- 


rador, ela é uma expressão geral para o cálculo de Z, , em qualquer ponto da linha. Para encontrar Z,, 
a uma distância €' da carga, conforme a Figura 11.6(a), substituímos É por €”. No Apêndice A.3 en- 
contramos uma fórmula para o cálculo da tangente hiperbólica de um número complexo, necessária 
para o cálculo da equação (11.33). 

Para uma linha sem perdas, y = jB, tgh)Bf = jtg Bfe Z,= R, portanto, a equação (11.33) fica 


Ze EE j£o ig Bt | E 
Zen E É fode as sem perdas A 
ent |Z +jZetg BE (linhas sem perdas) (11.34) 


mostrando que a impedância de entrada tem uma dependência periódica com a distância É da carga. 
O parâmetro 8€ na equação (11.34) é usualmente referido como o comprimento elétrico da linha e 
pode ser expresso em graus ou em radianos. 

Definiremos agora V. como o coeficiente de reflexão da tensão (na carga). TV. é a razão entre a 
onda refletida de tensão e a onda incidente de tensão na carga, isto é 





Vo er 


Pe = 
+ —yÉ 
Voe 


(11,35) 


438 BM Elementos de Eletromagnetismo 


Substituindo Ve V, da equação (11.30) na equação (11.35) e introduzindo V..= Z.1.., obtemos 


(11.36) 





O coeficiente de reflexão da tensão, em qualquer ponto na linha, é a razão entre as amplitu- 
des das ondas de tensão relletida e incidente. 


Isto é, 
= LR s 
Vo € ' Va e 


[G)=— == é 
: Ta Tê + 

Fo E Va 
Contudo, z = € = É". Substituindo essa relação na equação anterior e considerando a equação (11.35), 


temos 
> id (11.37) 


O coeficiente de reflexão da corrente, em qualquer ponto na linha, é igual ao coeficiente de 


reflexão da tensão naquele ponto, com sinal negativo. 
ms - . Cpo vê 
Portanto, o coeficiente de reflexão da corrente na carga él, ese "= —Te. 
Da mesma forma como fizemos para ondas planas, definimos a razão de onda estacionárias 5 
(também representada por ROE) como 
[+ 
Ee (11.38) 


Ein E = Pe 


Ee Eni fis 





É tácil mostrar que 1. = Va 2,€ tm Van£ À Impedância de entrada Len da equação (11.34), 
tem máximos e mínimos que ocorrem, respectivamente, nos máximos e mínimos das ondas estacio- 


nárias da tensão e corrente. Pode se também mostrar que 


NE: ; | 
PRA pr Sia = Es (1 1.394) 
ri 
C 
Éj | | 
Fr (11.39b) 


a Vit e 


[em | min I a 
na + 





A fim de demonstrar este conceito, considere uma linha sem perdas com impedância característi- 
ca de Z, = 50 Q. Por simplicidade, vamos assumir que a linha é terminada em uma carga resistiva pu- 
ra Z- = 100 Q e que a tensão na carga é 100 V (rms). As condições na linha estão mostradas na Figu- 
ra 11,7. Note, nesta figura, que as condições na linha se repetem a cada meio comprimento de onda. 
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50V 





3r T Lu O B£ radiano 

q | 

3h X À O comprimento de onda 
+ Ê 4 


Figura 11,7 Formas de onda de tensão « de corrente em uma linha sem perdas terminada por uma carga resistiva, 


Conforme mencionado no início deste capítulo, as linhas de transmissão são utilizadas para trans- 


ferir potência de uma fonte à uma carga. À potência média de entrada a uma distância € da carga é 
dada por uma equação semelhante à equação (10.68), isto é, 


| 
Pra = Re [VOIECO)] 


r sa a ] E a 
onde é utilizado o fator 5 porque estamos tratando com valores de pico, ao invés de valores rms. Su- 
pondo uma linha sem perdas, podemos substituir as equações (11.24) e (11.25) para obter 


çê pre E 
Pta =; Re Vie + pe —— (e — [se | 


D 


1 

| Vi T E! =D a VÊ 
= — Re [el Lg |P|? + Te — [e] 

2 £ô 


Como os últimos dois termos são puramente imaginários, obtemos 


a 


[Vo | 


7, (= (11.40) 
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O primeiro termo é a potência incidente P, enquanto que o segundo termo é a potência refletida P,. 
Portanto, a equação (11.40) pode ser escrita como 


onde P, é a potência de entrada ou potência transmitida. O sinal negativo está associado à propaga- 
ção da onda refletida, pois consideramos o sentido de referência como sendo o da propagação da ten- 
são/corrente para a direita. Devemos notar que, da equação (11.40), a potência é constante ao longo 
da linha e não depende de €, pois estamos tratando de uma linha sem perdas. Também devemos no- 
tar que a máxima potência é transferida para a carga quando T = 0, como esperado. 

Vamos agora considerar os casos especiais em que a linha está conectada às cargas Z. = 0,4, = = 
cZ = Z, Estes casos especiais podem ser deduzidos facilmente do caso geral. 


A. Linha em curto (Z.. = 0) 


Para este caso, a equação (11.34) torna-se 

Lee = Em = Pote B€ (1l4la) 

Zo= 0 
Também, 
fe= 4, s=0% (11.41b) 

Nota-se, pela equação (11.41), que Z,, é uma reatância pura, que pode ser capacitiva ou indutiva, 
dependendo do valor de €. À dependência de Z, , com € é mostrada na Figura 11.8(a). 
B. Linha em aberto (Z,. = =) 


Neste caso, a equação (11.34) torna-se 


Ba MN am =—— = —jZo cotg BE (11.42a) 
J 


Te=1, s=o (11.42b) 


A dependência de Z,, com € é mostrada na Figura 11.8(b). Observe que, das equações (1l.41a) e 
(11.42a), obtém-se 


Za = 2 (11.43) 


C. Linha casada (Z,.= Z,) 
Do ponto de vista prático, esta é a situação mais desejada. Para este caso, a equação (11.34) se reduz a 


E = Do (11,44a) 


EXEMPLO 11.3 
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indutiva 


capacitiva 





ça [É 
Z a) 


indutiva 


capacitiva 





Figura 11.8 Impedância de entrada de uma linha sem perdas: (a) quando em curto; (b) quando em aberto. 


Pc =0, $ = (11.44h) 


isto é, V, = O, Toda a onda é transmitida e não há reflexão. A potência Incidente é totalmente absor- 
vida pela carga. Portanto, é possível a máxima transmissão de potência quando a linha de transmis- 
são está casada com a carga, 


Certa linha de transmissão, que opera a w = 10º rad/s, tem « = 8 dB/m, É = 1 rad/fm e Z, = 60 +40 
f) e tem 2 m de comprimento. Se a linha está conectada à uma fonte de 10/07 Y, Z, = 40 9 e está ter- 
minada por uma carga de 20 + [50 Q, determine: 

(a) a impedância de entrada; 

(b) a corrente na entrada da linha; 

(c) a corrente na metade da linha. 

Solução: 

(a) Como | Np = 8,686 dB, 





o = (1,921 Np/m 


” 8.686 
y=a+jB=0,92+jlm 
nt =UNI+LID)= 8 + 
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Usando a fórmula para a teh(x + jy) que está no Apêndice A.3, obtemos 
(gh y€ = 1,033 — j0,03929 


em 0 a Ze tgh Yé 


É + j50 + (60 + /40/1,033 — so 
VE A O E 
| 60 + j40 + (20 + /50)(1,033 — [0,03929) 


(b) A corrente na entrada da linha é Kz = 0) =! Da equação (11.28), obtemos 


V LO 


KM 


e=0)0=>—E— =————————— 
CO Zatz, 60,25 +/38,19 +40 
= 93,03/-21,15º mA 


(c) Para encontrarmos a corrente em qualquer ponto da linha, precisamos Vi e V.. Porém, 


= Kz =0)=93,03/-21,15º mA 
Vo, = Zendo = (71,66/32,77º)(0,09303/—21,15º) = 6,667/11,62º V 


Da equação (11.27), 
VE =5 Vo +Zdo) 


= 5 [6,667/11,62º + (60 + /40)(0,09303/=21,15º)] = 6,687/12,08º 


l 
Va = 3 (Vo — Eolo) = 0,0518/260º 


No meio da linha, z = €/2,y 2 = 0,921 + jl. Portanto, a corrente neste ponto é 








V h Vo 
Ie=ty=Ler-— 
sl ) A E Zi; e 
60 + jdO 60 + ;40 


Observe que ;1 está dado em radianos e é equivalente a [57,3". Portanto, 
66870208 OMI NS] Be)260 OI ,iS73 
PEA ic 33,69º | 
Tale 12Je 
= 0,0369e 78º" — 0,0018050 
6,673 — /34,456 mAÃ 
= 35,10/281º mA 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 11.3 


Uma linha de transmissão de 40 m de comprimento, mostrada na Figura 11.9, tem 
Vo = 15/00V qo Lo = 30+760 0 e Vy = 5/48 Ve Sea linha está casada com a carga, determi- 
ne; 


(a) a impedância de entrada Z,.: 
(b) a corrente fent e a tensão Vent na entrada da linha; 


(c) a constante de propagação 7. 


Resposta: (a) 30 + j609; (b) 0,112/-6A443º A, 7,5/0º Vms; (ec) 0,0101 + 
j0,2094/m . 








Z,= 30 + j60 


Ve || Ze 
y=0+jB o Ei 


E — = ——— 0m————— 4 


Figura 11.9 Referente ao Exercício Prático 11.3. 


11.5 A CARTA DE SMITH 


Antes do advento dos computadores digitais e das calculadoras, os engenheiros criaram diversos mé- 
todos auxiliares (tabelas, cartas, gráficos, etc.) para facilitar os cálculos para projetos e análises. Mé- 
todos gráficos foram desenvolvidos para reduzir os procedimentos cansativos envolvidos nos cálcu- 
los das características de linhas de transmissão. Dos métodos gráficos, a carta de Smith” é a mais uti- 
lizada. Basicamente, ela é uma indicação gráfica da variação da impedância da linha de transmissão, 
conforme nos movemos ao longo da linha. Com um pegueno treinamento, o seu uso se torna bastan- 
te simples. Vamos, inicialmente, examinar como a carta de Smith é construída e, depois, vamos apli- 
cá-la em nossos cálculos das características de linhas de transmissão, como [,., s e Z,.. Embora pos- 
sa ser aplicada a linhas com perdas, vamos supor que a linha que será analisada com a carta de Smith 
é sem perdas (Z, = R,). 


Figura 11.10 Círculo unitário no qual a carta de 
Smith é construída. 





' Desenvolvida por Phillip H. Smith em 1939. Veja os antigos de P, H Smith,“Transmission line calculator”, Electronics, vol. 12, p. 29-31, 1939, “An improved 
transmission line calculator”, Electronics vol, 17, p. 130-133, 318-325, 1944, 
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Conforme mostrado na Figura 11.10, a carta de Smith é desenhada dentro de um círculo de raio 
Do AR Z a E ree doa 2 
unitário (IP = 1). A carta é construída bascando-se na equação (11.36), isto é, 


E £e PE Lo | 
FP = CRESÇA E Z (11,45) 

OL 
T=[[/06=1,+jT; (11.46) 


onde Fe T, são as partes real e imaginária do coeficiente de reflexão T. 

Ao Invés de termos cartas de Smith para cada linha de transmissão com diferentes impedâncias 
características, como Z, = 60, 100 e 120 Q, preferimos ter apenas uma que seja válida para todas as 
linhas. Obtemos isto utilizando uma carta normalizada, onde todas as impedâncias são normalizadas 
com relação à impedância característica Z, da linha que está sendo considerada. Por exemplo, para a 
impedância de carga Z. a impedância normalizada é dada por 











DO oi (11.47) 
E SS au A A 
C Z, J 
Substituindo a equação (11.47) nas equações (11.45) e (11.46), obtemos 
qi] | 
T=[,+jr,=S (11.48a) 
OL 
D+ lg; 
Zes=r+tiyxos 11.48b 
e CCE dm ia 
Normalizando e igualando os termos, obtemos 
I-=I5-=TI5 
pr=——————+. (11.49a) 
RES e 
Ri E 
É EE (11.49b) 
(mL E; 
Arranjando os termos da equação (11.49), chegamos a 
(11.50) 
e 
(11.51) 
As equações (11.50) e (11.51) são similares a 
G-hP+H(y—-h =d (11.52) 


KR 1= f r = a k 
Sempre que não houver um subscrito em TP, vamos supor que o mesmo se refere ao coeficiente de reflexão de tensão na carga (D.= T). 
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que é a equação geral de um círculo de raio a centrado em (A, k). Portanto, a equação (11.50) forne- 
ce círculos de r constante (círculos resistivos) com 





centro em (DP, T;) = ( É 0) (11.53a) 
LE 


l E 
E i == =>. I | Sab 
Ho = ( ) 


A Tabela 11.3 apresenta valores típicos de resistências normalizadas e correspondentes a diferentes 
centros e raios de círculos de r constante, Exemplos típicos de círculos r, com base nos dados da Ta- 
bela 11.3, são mostrados na Figura 11.11. 


De forma semelhante, a equação (11.51) representa círculos de x constante (círculos de reatâncias) 
com 


l 
centro em (LD. DP) = (1 +) (11.54a) 
RR 11.54b 
raio = E (11.54b) 


TABELA 11.3 Raios e centros de círculos r para valores típicos de r 


migra . 1 
Resistência Normalizada (r) Raio (——) Centro E : 0) 


1+r 
É) I (O, 0) 
1 23 (1/3,0) 
| 1/2 (1/2, 0) 
2 1/3 (2/3, 0) 
5 1/6 (5/6, 0) 
a O (1,0) 





Figura 11.11 Círculos r típicos parar = 0,0,5, 1;2,5 e =. 
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A Tabela 11.4 apresenta centros e raios de círculos x para valores típicos de x. A Figura 11.12 apre- 
senta os gráficos correspondentes. Note que, enquanto r é sempre positivo, x pode ser positivo (para 
impedâncias indutivas) ou negativo (para impedâncias capacitivas). 

Se sobrepusermos os círculos r e os círculos x, obtemos a carta de Smith, mostrada na Figura 
11.13. Exemplificando, podemos localizar na carta a impedância normalizada z = 2 + j como sendo 
o ponto de interseção entre o círculo r = 2 e o círculo x = —5, Este é o ponto P, da Figura 11.13. De 
forma semelhante, z = 1 — j0,5 é localizado por P,, ponto onde os círculos r = | e x = —0,5 se cor- 
tam. 

Além dos círculos r e x (mostrados na carta de Smith), podemos desenhar círculos s ou círculos 
de relação de onda estacionária constante (nem sempre mostrados na carta de Smith), os quais são 
centrados na origem, com s variando de 1 até =. O valor da relação de onda estacionária s é determi- 
nado pelo ponto em que um círculo s cruza o eixo F,. Exemplos típicos de círculos s para s = 1,2,3, 
e = são mostrados na Figura 11.13. 

Como |F| e s estão relacionados pela equação (11.38), os círculos s são, às vezes, referidos como 
círculos |[|, com || variando lincarmente de O até |, conforme nos movemos do centro O para a 
periferia da carta, enquanto s varia de forma não linear de | até <<, 

Os seguintes aspectos devem ser observados com relação à carta de Smith: 


1. No ponto P. .dacartar = Dex = O, isto é, Z-= 0 + 0, mostrando que P,. representa um cur- 
to circuito na linha de transmissão. No ponto P.,.r=<“ex= = ouZ =<+j2z,o que im- 
plica que P. corresponde a um circuito aberto na linha. Também, em P.,r= Dex = 0, mos- 


Ca 


trando que ?. é uma outra localização para um curto circuito na linha. 


TABELA 11.4 Raios e centros de círculos x para valores típicos de x 


E do A 
Reatância Normalizada (x) Raio (=) Centro (1 H) 


O Ea (1,96) 
+ 1/2 2 (1, + 2) 
Eai I (1, +11) 
+2 112 (1, E 1/2) 
a silo 1/5 (1, =1/5) 
+ O) (1, 0) 





Ie 


Figura 11.12 Círculos x típicos parax = 0,+1/2,H1,t2,*5, 


o, 
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Figura 11.13 Wustração dos círculos r, x e s na carta de Smith, 


2. 


Tab 


Uma volta completa ( 360") em torno da carta de Smith representa uma distância de A/2 na 
linha. Movimento no sentido horário na carta representa movimento na linha em direção ao 
gerador (ou de afastamento em relação à carga), conforme mostrado pela seta G nas Figuras 
H.ld(a) e (b). De forma semelhante, movimento no sentido anti-horário na carta correspon- 
de a um movimento na linha em direção à carga (ou de afastamento em relação ao gerador), 
conforme mostrado pela seta L na Figura 11.14. Note, a partir da Figura 11.14(b), que, se já 
estamos na carga, não faz sentido o movimento em direção à carga (porque já estamos lá). 
O mesmo pode ser dito para o caso de já estarmos na extremidade do gerador. 


Conforme ilustrado na Figura 11.14(a), existem três escalas ao redor da periferia da carta de 
Smith. Estas escalas são incluídas por conveniência, mas, efetivamente, têm a mesma finali- 
dade. Apenas uma escala seria suficiente. Essas escalas são utilizadas na determinação da dis- 
tância à carga ou ao gerador, em graus ou comprimento de onda. A escala mais externa é usa- 
da para determinar a distância na linha medida a partir da extremidade do gerador, em com- 
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primentos de onda, e a escala seguinte determina a distância a partir da carga, também em 
comprimentos de onda. A escala mais interna é um transferidor (em graus) e é principalmen- 
te utilizada para determinar 8,. Ela pode também ser usada para determinar distâncias em re- 
lação à carga ou ao gerador. Como uma distância de N/2 na linha corresponde a um movimen- 
to de 360" na carta, a distância de À na linha corresponde à um movimento de 720" na carta. 


À = 720º | (11.55) 


Portanto, podemos ignorar as duas escalas externas e usar o transferidor (escala mais interna) 
para os cálculos de 6, e distâncias. 
O valor de V 


[EFE 


ocorre no ponto em que está localizado na carta Z, a | Veja a equação (11.39a)], 
Isto é, no eixo positivo de T,, ou sobre OP... na Figura 11,14(a). V.. está localizado na carta no 
mesmo ponto de Z, qm ISLO É, na parte negativa do eixo [, ou sobre P .. na Figura 11.14(a). No- 
te que Va € Vain (OU Z 


amis E Zon min) Estão separados por N4 (ou 180), 

A carta de Smith é usada tanto como carta de impedância como de admitância (Y = 1/2). Co- 
mo carta de admitância (admitância normalizada y = H'Y, = (g +b), os círculos g € b corres- 
pondem aos círculos r e x, respectivamente, 





gerador linha de transmissão carga 


(bj 


Figura 11.14 (a) Carta de Smith ilustrando as escalas da periferia é movimentos em torno da mesma; (b) mo- 
vimentos correspondentes ao longo da linha de transmissão. 


EXEMPLO 11.4 
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Com base nestas propriedades, a carta de Smith pode ser usada, entre outras coisas, para determi- 
nar: (a) P = ITPes, (b)Z,, ou Ye (c)a localização de Ve Vw desde que sejam dados Z, Z- co 


em tnL in 


comprimento da linha. Alguns exemplos mostrarão com clareza como podemos fazer isto e muito 
mais com a ajuda da carta de Smith, um compasso e uma régua. 


Uma linha de transmissão sem perdas, de 30 metros de comprimento, com Z, = 50 2 e operando em 
2 MHz é terminada com uma carga Z. = 60 + [40 Q. Se a velocidade de propagação na linha é 
“= 0,6c, determine: 


(a) o coeficiente de reflexão T'; 
(b) a relação de onda estacionária s; 
(c) a impedância de entrada. 


Solução: 
Este problema será resolvido com e sem a carta de Smith. 


Método 1: (sem a carta de Smith) 


Ze—-Z 60+j40-50 10+;40 


a) T = = = 
Mi Za Sr NUS 
= 0,3523/56º 
HIP 1+0,3523 
6) am IO om 





I=|P| 1-0,3523 
(c) Como u = w'B,ou É = w/u, 


ol  2m(2X 1030) 27 


t = Ô = = 120º 
; u 0,6(3 x 10º) 3 


Note que 8€ é o comprimento elétrico da linha. 


n e tg e 
ri £ E E Ze tg Bt 
E 50 (60 + 740 + 950 tg 120º) 
[50 + 4(60 + 40) tg 120º] 
50 (6 + já — j5V3 
ds 50(6 +j4 —j5V3) = 24,01 /3,22º 
(5 + 443 — j6V'3) 


= 23,97 + ;1,35 0 


ds 


t 


Método 2: (usando a carta de Smith). 


(a) Calcule a impedância normalizada da carga 


Ze 60+740 
ea 50 
= 1,2 + j0,8 


Localize z- na carta de Smith da Figura 11.15, no ponto P, onde os círculos r = 1,2 e x = 0,8 se cru- 
zam. Para obter [ em z,. prolongue OP alé encontrar o círculo r = O, no ponto O, e meça OP e 00. 
Como OQ corresponde a IT| = 1, então, em P, 

OP 32cm 
OQ 9lem 





rj = = 0,3516 
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Figura 11,15 Referente ao Exemplo 11.4 


Note que OP = 32 eme 00 = 9,1 em foram obtidos da carta de Smith utilizada pelo autor. À carta 
de Smith da Figura 11.15 está reduzida. Entretanto, a razão OP/00Q se mantém a mesma. 
O ângulo 6, é lido diretamente na carta, como sendo o ângulo entre OS e OP,isto é, 


Or = ângulo POS = 56º 
Portanto, 


P = 0,3516 /56º 


(b) Para obter a razão de onda estacionária s, desenhe um círculo com raio OP centrado em O, Este 
é o círculo de s ou IPI constante. Localize o ponto $, onde o círculo s encontra o eixo T.. [Isto é facil- 
mente obtido colocando I, = O na equação (11.49a)]. O valor de r neste ponto é s, Isto é, 


riparar= 1) 
2,1 


4 


EXEMPLO 11.5 
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(c) Para obier Z 


en 


expresse, primeiro, É em termos do comprimento de onda À ou em graus. 


u 0,66 10) 


= = YÔm 
Fi 2 x 10º 
30 No TO 
CSQne je ao 
EQ a a 


Como À corresponde a um movimento angular de 720" na carta, o comprimento da linha correspon- 
de a um movimento angular de 240”. Isto significa um movimento de 240º em direção ao gerador (ou 
de afastamento em relação à carga, no sentido horário) sobre o círculo s, a partir do ponto P em dire- 
ção ao ponto G. Em 6, obtemos 


Zem = 0,47 + j0,035 


Portanto, 
Zen — Zotem = 50(0,47 + ;0,035) = 23,5 + j1,75 Q 
Embora os resultados obtidos utilizando a carta de Smith sejam aproximados, para fins de engenha- 
ria eles são suficientemente próximos aos obtidos, de forma exata, no Método 1. 
EXERCÍCIO PRÁTICO 11.4 


Uma linha de transmissão sem perdas de 70 Q tem s =1,6 e 8, = 300. Se a linha tem um compri- 
mento de 0,6 A, obtenha: 


(a) E; £e E egê 


(b) a distância do primeiro mínimo de tensão à carga. 


Resposta: (a)0,228 /300º,80,5 — 33,6 2,47,6 — j17,5 Q;(b) N6. 


Uma carga de 100 + [150 Q é conectada a uma linha de transmissão sem perdas de 75 Q. Encontre: 
(a) T'; 

(b) s; 

(c) a admitância da carga Y,; 

(d) 2, 


em 


a0,4 A da carga; 
ev 


min 


(ec) a localização de V com relação à carga, se a linha tiver um comprimento de 0,6 À; 


max 
(1) Z., No gerador. 
Solução: 

(a) Podemos usar a carta de Smith para resolver este problema. A impedância normalizada da carga É: 
Ze 100 + 150 


a E E av 
SR 75 Í 


Esta impedância está localizada no ponto P na carta de Smith, da Figura 11.16. Em P, obtemos: 





OP 6 cm 
RS 00 “9lemo Ei, 
à = ângulo POS = 40º 


Portanto, 
F = 0,659 /40º 
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Figura 11.16 Referente ao Exemplo 11,5. 


Conferindo: 


— 5 


E 


100 + ;150 + 75 


100 + ;150 
Ze + Zo 
0,659 /40º 


(b) Traçando o círculo s constante que passa por P, obtemos: 


82 


s=4 


Conferindo: 


0,659 
=4 
0,659 Rr 


| -—: 


| =P 


onde o círculo de s constante encontra POP'. Em 


F 
+ 


POP 


s PO até 


(c) Para obtermos Y,, prolongamo 


P'. obtemos 


0,228 — 10,35 


E 


Fc 
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A admitância na carga é: 


Fe = Yyc == (0,228 — j0,35) = 3,04 — 4,67 mS 


Conferindo: 
| ] 


Fe = — 


mm) = d6mi 
Ze 100 + 150 ds 


(d) A distância de 0,4 À corresponde a um movimento angular de 0,4 X 720º = 288" no círculo de s 
constante. A partir de P nos movemos 288 em direção ao gerador (no sentido horário) sobre o cír- 
culo s, para alcançarmos o ponto R. Em K, temos: 


Zem = 0,3 + 70,63 


Portanto, 


Len = Zen E 75 (0,3 + 10,63) 
= 22,5 + 47,250 


Conferindo: 
2 
BU = "E (04h) = 360º (0,4) = 144º 


[Ze + jZo te Be 
£L em E: E “SODA 
Lê r J£e lg BE 
— 75 (100 + j150 + j75 tg 144º) 
[75 + j(100 + 150) tg 144º] 
54,41/65,25º 


UM 


Leu = 21,9 + 47,60 


(e) A distância de 0,6 À na linha de transmissão corresponde a um movimento angular de 
0,6 X 720º = 432º = 1 volta + 72º 


Portanto, partimos do ponto P (extremidade da linha onde fica a carga) e nos movemos 432º ao lon- 
go do círculo s, ou uma volta mais 72º, e alcançamos o ponto do gerador em G. Note que, para atin- 
girmos G a partir de P, passamos uma vez por T (localização de V. .) e duas vezes pelo ponto 8 (lo- 
calização de V...). Portanto, partindo da carga, 


no 





O primeiro V.. está localizado em - A = 0,055A 


oe 


O segundo V,., está localizado em 0,0555A + o =().855A 


está localizado em 0,055A + N/4 = 0,3055A 
(Db Em G (extremidade do gerador): 
Zem 2 1,8 = Jdya 


e o único V 


min 


Zu = 7518 — j2,2) = 135 — 165 9 


Isto pode ser conferido usando a equação (11.34), onde BE = E (0,64) = 216º. 


Através deste exemplo, podemos verificar o trabalho e o tempo que é economizado pelo uso da car- 
ta de Smith. 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 11.5 
Uma linha de transmissão sem perdas de 60 Q é terminada por uma carga de 60 + [60 2. 


(a) Encontre T es. Se Z., = 120 =,60 Q, qual é a distância (em comprimentos de onda) entre o ge- 
rador e a carga? Resolva sem a utilização da carta de Smith. 


(b) Resolva o item (a) usando a carta de Smith. Calcule Ze Z Qual é a distância (em com- 


entumin” 


primentos de onda) entre o primeiro máximo de tensão e a carga? 


| | No | 
Resposta: (a) 0,4472/63,43º, 2,618, 2 (1 + 4m),n = 0,1,2,...,(b) 0,4457/62º, 


2,612, 5 + 4n), 157,1 Q, 22,92 9, 0,086] À. 


11.6 ALGUMAS APLICAÇÕES DAS LINHAS DE TRANSMISSÃO 


As linhas de transmissão são utilizadas para diversas finalidades. Vamos aqui considerar como as 
linhas de transmissão são usadas para realizar o casamento de impedâncias com uma carga e para 
medir impedâncias. 


A. Transformador de quarto de onda (casamento) 


Quando Z, £ Ze dizemos que a carga está descasada e existe uma onda refletida na linha. Entretanto, 
para transferência máxima de potência, é desejável que a carga esteja casada com a linha de trans- 
missão (Z, = Z,), de tal maneira que não haja reflexão (IT| = O ou s = 1). O casamento é obtido usan- 
do seções curto circuitadas de linhas de transmissão, 

Relembremos que, quando € = N4 ou 5€ = (27/N)(N4) = 7/2, a equação (11.34) fica 


Z-+ jZ.te 7/2 Ze 
Cm = Ls dino = —> (11,56) 
Ea -+ J£e le m/2 £c 
Isto É, 
ent £o 
do ER 
ou 
] 
£em 2 To Yem El (1 1.37) 


Portanto, pela adição de uma linha de N/4 na carta de Smith, obtemos a admitância de entrada corres- 
pondente a uma dada impedância de carga. 

Também, uma carga descasada Z, pode ser casada adequadamente com a linha (com impedância 
característica Z,) pela inserção de uma linha de transmissão com o comprimento N4 (com uma im- 
pedância característica Z,) antes da carga, conforme mostrado na Figura 11.17. A seção A/4 da linha 
de transmissão é denominada de transformador de quarto de onda porque é usada para casamento de 
impedâncias como um transformador comum. A partir da equação (11.56), Z;, deve ser selecionada 
de tal maneira que (Z,, = £,) 


eim 


Lo = VE (11.58) 
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(a) (b) 


Figura 11.18 Configuração de onda estacionária de tensão para uma carga descasada: (a) sem um Lransforma- 
dor de N4: (b) com um transformador de N/4. 


onde Z,. Z e Ze são todos reais. Por exemplo, se uma carga de 120 Q deve ser casada a uma linha de 
75 2,0 transformador de quarto de onda deve ter uma impedância característica de V(75W120) = 
95 Q2. Este transformador de quarto de onda de 95 Q também casará uma carga de 75 Q a uma linha 
de 120 9. As configurações de ondas estacionárias para a tensão com e sem o transformador de quar- 
to de onda estão mostradas na Figura 11 .18(a) e (b), respectivamente. Desta figura, observamos que, 
embora ainda exista uma onda estacionária entre o transformador e a carga, não existe onda estacio- 
nária à esquerda do transformador devido ao casamento. Contudo, a onda refletida (ou onda estacio- 
nária) é eliminada somente no comprimento de onda (ou frequência) desejado; mesmo em um com- 
primento de onda um pouco diferente haverá reflexão, Portanto, a principal desvantagem do trans- 
tormador de quarto de onda é que ele é um dispositivo de banda estreita, ou dispositivo sensível à fre- 
qluência. 


B. Sintonizador com toco simples (casamento) 


A principal desvantagem do uso do transformador de quarto de onda como um dispositivo de casa- 
mento de impedâncias é eliminada pelo uso do sintonizador de toco simples. Conforme mostrado na 
Figura 11.19,0 sintonizador consiste de uma seção de linha de transmissão de comprimento d, curto 
circuitada ou em circuito aberto, conectada em paralelo com a linha principal a uma distância É da 
carga. Note que a impedância característica do toco é igual à impedância da linha principal. É mais 
difícil utilizar um toco série, embora teoricamente possível. Um toco em circuito aberto irradia par- 
te da energia em altas frequências. Consequentemente, os tocos curto-circuitados e em paralelo com 
a linha são os mais usados. 

Como o objetivo é fazer Z,, = £ 


ch* 


isto é, Z = lou y.,= | no ponto A da linha, primeiro traça- 


mos o círculo y = | + jb (círculo com r = 1) na carta de Smith, conforme mostrado na Figura 11,20, 
Se um toco em paralelo de admitância y, = —jb é introduzido no ponto A, então, 


Jum l+tb+y=l+ib-jb=1+)0 (11.59) 
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Figura 11.19 Casamento de impedâncias com um sintonizador de toco simples. 





lugar geométrico de y = | + jb 
tcírculo de r = 1) 


Figura 11.20 Utilização da carta de Smith para determinar É e d para um sintonizador de toco simples curto- 
circuitado. 


conforme desejado. Dois valores de € (< N/2) podem ser obtidos, pois b pode ser positivo ou nega- 
tivo. EmA,y,=b,€=(,eemB,y=/b,€ = €, conforme mostrado na Figura 11.20. Devido ao 
tato de que o toco é curto-circuitado (y', = =) , determinamos o comprimento d do mesmo pela dis- 
tância de P.. (onde 2 = O + 0) até a admitância desejada y,. Para o toco em A, obtemos d = d, co- 
mo sendo a distância de P até A, onde A' corresponde a y = —/b, o qual está localizado na periferia 
da carta, conforme Figura 11.20. De forma semelhante, obtemos d = d, como sendo a distância de 
E d 

B'(v,= jb). 

Portanto, obtemos d = d, e d = d,, correspondendo a A e B, respeclivamente, conforme mostra- 
do na Figura 11.20. Note que sempre teremos d, + d, = N2. Como temos dois possíveis tocos cur- 
to-circuitados, normalmente é escolhido o mais curto ou o que está mais próximo da carga. No lugar 
de um toco simples, pode também ser utilizado um toco duplo. Isto é chamado casamento com du- 
plo toco, O qual permite o ajuste da impedância da carga. 


C. Linha fendida (medida de impedâncias) 


As medidas de corrente e tensão em altas fregiências são muito difíceis de serem realizadas porque 
os dispositivos de medida adquirem dimensões apreciáveis e todo o circuito torna-se uma linha de 
transmissão. À linha fendida é um dispositivo simples, utilizado na determinação da impedância de 
uma carga desconhecida em altas frequências, operando até a região de gigahertz. Ela consiste de 
uma seção de linha de transmissão que usa o ar como dielétrico (sem perdas), com uma fenda no con- 
dutor externo, conforme mostrado na Figura 11,21. A linha tem uma ponta de prova paralela ao cam- 
po E (veja Figura 11.4), que capta uma amostra do campo E e, consequentemente, mede a diferença 
de potencial entre a ponta de prova e o condutor externo, 
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para o detetor 
I linha Tendida 


em direção à carga ou 
curto-circuito 
— 


50 em 


| [o 

| “a 
| o 
= 

ES 

| EL 

tu 

3 

= 

pn] 


em direção ao gerador 





escala calibrada 
tal 


carga 





Figura 11.21 (a) Linha fendida típica; (b) determinação da localização da carga Z. e V.. na linha de transmissão 


nin 


A linha fendida é usada, principalmente, em conjunto com a carta de Smith para determinar a re- 
lação de onda estacionária s (a razão entre a tensão máxima e a tensão mínima) e a Impedância de 
carga Z,. O valor de s pode ser lido diretamente no medidor do detetor quando a carga está conecta- 
da. Para determinarmos Z,. substituímos, inicialmente, a carga por um curto-circuito e anotamos as 
posições dos mínimos de tensão (os quais são determinados com maior precisão que os máximos de 
tensão) na escala calibrada, Como os valores de impedância se repetem a cada meio comprimento de 
onda, quaisquer mínimos podem ser selecionados como ponto de referência da carga. Determinamos, 
agora, a distância do ponto de referência selecionado até a carga, substituindo o curto-circuito pela 
carga e anotando as novas posições dos mínimos de tensão. A distância É (distância de V,., até a car- 
ga), expressa em termos de À, é usada para localizar a posição da carga em um círculo s da carta, con- 
forme mostrado na Figura 11.22, 

Podemos também localizar a carga usando €”, que é a distância de V até o gerador. Tanto É como € 
podem ser usados para localizar Z,. 

O procedimento envolvido na utilização da linha fendida é resumido a seguir: 

1. Com carga conectada, leia o valor de s no medidor do detetor. Com o valor de s conhecido, 

trace o círculo s na carta de Smith. 

2. Com a carga substituída por um curto-circuito, localize o ponto de referência Z. em um pon- 
to mínimo de tensão. 

Com a carga novamente conectada na linha anote a posição de Ve determine €. 
4, Marque, na carta de Smith, uma distância € a partir de V.. na direção da carga. Encontre o 
valor de Z, neste ponto. 


Eai 


É distância em direção à carga 
É distância em direção ao gerador 





círculo 5 


Figura 11,22 Determinação da impedância de carga com a carta de &mith utilizando dados obtidos com a linha 
fendida. 
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EXEMPLO 11.6 Com uma carga desconhecida conectada a uma linha fendida no ar, é medido um valor de s = 2, pe- 
lo indicador de ondas estacionárias, e são observados mínimos de tensão em 11 em, 19 em, .... Quan- 
do a carga é substituída por um curto, os mínimos passam para 16 cm, 24 cm, .... Se Z, = 50 Q, de- 
termine À, fe Ze. 


Solução: 
Consideremos a configuração de ondas estacionárias mostrada na Figura 11.23(a). Nesta figura, ob- 
servamos que: 


X - 
5 = 19— 1 =8em ou A = lócm 


3 x 108 
f="=>— = 1,875 GHz 
NO AG ls 


Do ponto de vista elétrico, a carga pode estar localizada em 16 cm ou 24 em. Se assumimos que a 


carga está em 24 cm, a carga estará a uma distância É de V onde: 


er 5 
t=2)4-19=5em=—A=03I25AÃ 
16 
Isto corresponde a um movimento angular de 0,3125 x 720º = 225º no círculo de s = 2. Partindo da 
localização de V... e movendo 225º em direção à carga (sentido anti-horário), alcançamos a posição 
de z,, conforme ilustrado na Figura 11.23(b). Portanto, 


Ze = 1,4 +90,75 


Ze = Zãc= 50(1,4 + 0,15) = 70 +3750 







com carga 
+ COM CURTO 





Wo 16 Io M 27 32 
E | 
É, 


+80" 





Ei 
(b) 


Figura 11,23 Determinação de Z, usando uma linha fendida: (a) configuração de ondas estacionárias; (Db) car- 
ta de Smith para o Exemplo 11.6. 


EXEMPLO 11.7 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 11.6 


As seguintes medidas foram obtidas usando a técnica da linha fendida: com carga, s = 1,8, Va 
ocorreu em 23 cm, 33,5 cm, ...: com curto-circuito, s = =, V,. ocorreu em 25 em, 37,5 cm, .... 
Se Z, = 50 9), determine Z,. 


Resposta: 32,5-/17,5 9. 


Uma antena com impedância de 40 + 30 Q deve ser casada a uma linha de transmissão sem perdas 
de 100 2, com um toco curto-circuitado. Determine: 

(a) a admitância necessária do toco; 

(b) a distância entre o loco e a antena; 

(c) o comprimento do toco; 


(d) a razão de onda estacionária em cada parte do sistema. 


Solução: 
£c 40 +30 


a) Ze = = >> = 04 +;0,3 
(a) zc Z, 100 J 


Localize z,. na carta de Smith, conforme a Figura 11.24, e trace o círculo s tal que y,. possa estar lo- 


calizado em posição diametralmente oposta a Z,.. Portanto, y = 1,6 — 1,2. Alternativamente, pode- 
mos encontrar y - usando: 


Zo 100 
Ze 40 +30 


Ye = RR pa à ami dE 


Localize os pontos 4 e 8 onde o círculo s intercepta o círculo de g = 1. Em A, y, = —/ 104 e, em B, 


w = +jI,04. Portanto, a admitância necessária do toco é: 


| | 
E = Yoyo = </1,04 no =+710,4m$ 


Tanto [10,4 mS quanto —/10,4 mS são valores possíveis. 


(b) A partir da Figura 11.24, determinamos a distância entre a carga (neste caso a antena) ye o to- 
co. Em À: 


A OZ —S A 


tem Sn 
Aa 720º Ed 
Em E: 
- (622 =399 
t=[" =t00A 
” 720º 


(c) Localize os pontos A'e B' correspondendo, respectivamente, às admitâncias —;1,04 e j1,04 do to- 
co. Determine o comprimento do toco (distância de Pa A'ca B'): 


Ri 








dy = Si À = 0,1222X 
272º 

da = = 0,3778A 

Pano 


Note que d, + d, = 0,5 À, como esperado. 

(d) Da Figura 11.24, 5 = 2,7. Esta é a razão de onda estacionária no segmento da linha que lica en- 
tre o toco e a carga (veja Figura 11.18). Porque a linha é casada, s = 1 à esquerda do toco e, porque 
o toco é curto-circuitado, s = 2º no toco, 
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o E 
=. a 





O nos e 
f m 


DRT Er 


4 i J: 

I Ê ] Th pec “tr 
A Eca 
DE: 
| q,31 


Figura 11.24 Referente ao Exemplo 11,7. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 11.7 

Uma linha de transmissão sem perdas de 75 Q deve ser casada a uma carga de 100 — 180 9 com um 
toco curto-circuitado. Calcule o comprimento do toco, a sua distância da carga e a sua admitância 
necessária. 


Resposta: (, = 0,093h,4, = 0272),d, = 0,126), dy = 0,374), £12,67 MS 


“11.7 TRANSIENTES EM LINHAS DE TRANSMISSÃO 


Até aqui, em nossa discussão, consideramos que uma linha de transmissão opera em uma fregiiência 
única. Em algumas aplicações práticas, tais como redes de computadores, sinais pulsados podem ser 
enviados pela linha. Utilizando-se a análise de Fourier, um pulso pode ser vísto como uma superpo- 
sição de ondas de várias fregiiências. Portanto, o envio de um sinal pulsado em uma linha pode ser 
considerado como o envio simultâneo de ondas com diferentes frequências. 

Assim como na análise de circuitos, quando um gerador de pulsos ou uma bateria, conectado a 
uma linha de transmissão, é ligado, transcorre um certo tempo até que a corrente e a tensão na linha 
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atinjam valores estacionários. Este tempo de transição é chamado transiente. O comportamento tran- 
siente, logo após o fechamento de um interruptor (ou devido à uma descarga elétrica), é usualmente 
analisado no domínio de frequências usando transformadas de Laplace. Por conveniência, vamos tra- 
tar o problema no domínio do tempo. 

Considere uma linha sem perdas de comprimento É é impedância característica Z,, conforme 
mostrado na Figura 11.25(a). Suponha que a linha é acionada por um gerador de pulsos de tensão V., 
com impedância interna Z,, localizado em z = 0, e terminada por uma carga Z, predndtáthos resistiva. 
No instante £ = O em que o interruptor é fechado, a corrente de partida “enxerga” somente Z, e Z,. 
Portanto, a situação inicial pode ser de pelo circuito equivalente da Figura 11.25(b). Desta fi- 


gura, a corrente de partidaem z = 0 et = 0" é dada por 
V 
NO = mm 11,60) 
(0,0) ZA E ( ) 
ea tensão inicial é 
WO, 0") = V mIZ e (11.61) 
E] o o É Er = E k 


Depois que o interruptor é fechado, as ondas /" = [e V'= V, se propagam em direcão à carga com 
velocidade 


U=—= (11,62) 
Como esta velocidade é finita, transcorre um certo tempo para que a onda, que se propaga no senti- 
do positivo, alcance a carga e com ela interaja. À presença da carga não tem nenhum efeito sobre as 
ondas antes de transcorrer o tempo de trânsito, dado por 
ty =— (11.63) 
Depois de t, segundos, as ondas alcançam a carga. A tensão (ou corrente) na carga é a soma das on- 
das de tensão (ou de corrente) incidente e refletida. Portanto, 


Vet)=V' +V =V+APrV, = +TOV, (11.64) 


Es 


Key)=" +07 =L-CAs=(-PoL (11.65) 


onde IT. é o coeficiente de reflexão na carga dado pela equação (11.36), isto é, 


Ep 
[amoo 11.66 
CCR +Z ( ) 
As ondas refletidas V = T.V.ecl = Pl, viajam de volta para o gerador, adicionando-se às ondas 


Vel, já existentes na linha. No tempo ! = 2t,, as ondas refletidas alcançam o gerador. Portanto, 


HO, 2)=V'+V =IVv, + +TOSV 





(ah (bh) 


Figura 11.25 Transientes em uma linha de transmissão: (a) linha acionada por um gerador de pulsos: (b) cir- 
cuito equivalente paraz = 0e1= 0. 
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EXEMPLO 11.8 








(a) (b) 


Figura 11.26 Diagrama de saltos para: (a) uma onda de tensão e (b) uma onda de corrente. 


ou 
VO,2)=0+TE+TTOV, (11.67) 
e 
KO,2)=0" +17 =-"TXTAd+A-ToL 
OL 
K0,2%)=U-Te+IToL (11.68) 


onde FI, é o coeficiente de reflexão no gerador, dado por 


Ze— Zi 
= E do 11.69 
Ze + Zo NEAEa 


o 
Novamente, as ondas refletidas (na extremidade do gerador) V' = ForeV,el” =ToTA, se propa- 
gam em direção à carga, continuando o processo até que toda a energia do pulso seja absorvida pe- 
los resistores Z e Z,. 

Ao invés de acompanhar as ondas de tensão e de corrente de ida e de volta, é mais fácil levar em 
consideração as reflexões utilizando diagramas de saltos, também conhecidos como diagramas de 
tela. O diagrama de saltos consiste em uma linha em ziguezague indicando a posição da onda de ten- 
são (ou de corrente) em relação à extremidade do gerador, conforme mostrado na Figura 11.26. No 
diagrama de saltos, a tensão (ou a corrente), em qualquer instante de tempo, pode ser determinada 
pela soma dos valores que aparecem no diagrama, acima daquele tempo. 


Para a linha de transmissão da Figura 11,27, calcule e trace: 


(a) a tensão nas extremidades da carga e do gerador para0 <= 1< 64s; 


(b) a corrente nas extremidades da carga e do gerador para 0 < 1 < 6 gs. 


Solução: 
(a) Primeiro, calculamos os coeficientes de reflexão da tensão no gerador e na carga. 
Ee — Lo MO0-50 1 

E AZ 10045 3 
em to MOD 3 
5 


1 


Ec 


“Zc+Z, 200+50 
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Figura 11.27 Referente ao Exemplo 11.8. 

















12 V5F 200 0 





Me E 100 
O tempo de trânsito 1, =— = — = 1 ys. 
O 
A tensão inicial na extremidade do gerador é 


Es 50. 
=>" v=>(19)=4V 
Zo +Z, o 


Os 4 volts são enviados para a carga. A subida do pulso chega na carga em t = t, = | us. Uma parte 
do pulso, 3/5) = 2,4 V, é refletida de volta e alcança o gerador em t = 2t, = 2 “Us. No gerador, 
2,4(1/3) = 0,8 é refletido e o processo continua. Todo o processo é melhor ilustrado pelo diagrama 
de saltos da tensão da Figura 11.28. 

Do diagrama de saltos, podemos representar V(O, ) e V(€, 1) em função do tempo, conforme mos- 
trado na Figura 11.29. Da Figura 11.29, note que, conforme t — =, as tensões tendem para o valor 
assintótico: 

£e 200 


A Ze +, * 300 42) = 8 


Este resultado é esperado pela observação dos circuitos equivalentes para t = 0 ct = =, apresenta- 
dos na Figura 11.30 (para a demonstração, veja o Problema 11.46). 


(b) Os coeficientes de reflexão da corrente nas extremidades do gerador e da carga são, respectiva- 
mente, -D, = -1/3 e -Dp = -3/5. A corrente inicial é 


Vs 4 
=— =. = R&OmA 
Ecs SO 






V=4+ 24+ 08=772 | 


| V= 64 +08 +048 = 7,68 


V= 7,2 +048 +0,16 = 7,84| 
bj V= 7,68 + 0,16+ 006 = 7,936 


V=784 + 0096 + 0032 = 7,068 tt 


VF= 7986 +003 + 0,02 =7,986 


Figura 11.28 Diagrama de saltos da tensão referente ao Exemplo 11.8. 
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Novamente, MO, t) e HM, t) são facilmente obtidas do diagrama de saltos da corrente, conforme 
mostrado na Figura 11.31. Estas correntes são representadas na Figura 11,32. Note que Mt, t) = 
VCL, )/Z.. Portanto, a Figura 11.32(b) pode ser obtida tanto do diagrama de saltos da corrente da 
Figura 11.31 como pelo reescalonamento da Figura 11.29(b) através do fator 1/Z. = 1/200, Note 
que, a partir das Figuras 11.30(b) e 11.32, as correntes tendem para o valor assintótico: 








V 12 
A e E — = 4() mAÃ 
a Ze 300 
Fio, si Volts 
2:84 DE pe Pa 
T3 
4 4 
fi Gi fia e pe e, e | e E | 7 E 
2.4 
PE om Ec SS pe e e + + e 
E 0.8 
| RPE O O a q o a a Ci” sn 
? = od AS ad 
0,16 
(a) 
HR, E) 
age 936 DER RO 
6.d 
4 
Pr pes PA pd ft e ro a Sica cio Hindi ni ii "o 
2.4 
— — — — e e GA ja e fr a o ie 
og 0.48 0.16 
[== a mo Po AME 
[= fra e ji Ri dr E 
aê a - Flu) 
2 4 6 8 10 ai 
0,096 
(bi 





(a) tb) 


Figura 11.30 Circuitos equivalentes para a linha da Figura 11.27 em: (a)t = De (b)t= =, 
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I=80-48=32 






[=80 48+16=48 34 


ar; [=3 + 16- 9,6=384 


[=48- 9,6+32=41,6 EL 


bt) [=384+3,2- 1,94 =39,68 


ft 


[=41,6 1,92+0,64 = 40,32 


Figura 11,31 Diagrama de saltos da corrente para o Exemplo 1 1.8. 


HO, rimA 


ré gs) 





HE,rImAÃ 





Figura 11.32 Corrente (fora de escala): (a) na extremidade do gerador; (b) na extremidade da carga, referente 
ao Exemplo 11.8. 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 11.8 


Repita o Exemplo 11.8 para o caso em que a linha de transmissão está: 
(a) curto circuitada; 
(b) em circuito aberto. 


Resposta: (a) Veja Figura 11.33. 
(b) Veja Figura 11.34. 


VB, 1) 


Ov 
Hs) 
HO, t) 





43 
Da qm 
















ríLs) 
0 2 4 R 
SS | Ron. 
| —443 
Hê,t) EMI Ee a Es 
rígis) 
[Ena des ag 
— BIW3 
HO, 1) 
133,33 
Sum 
poesia os Ge Heredia pec rca 
| ríLis) 
0 2 4 6 
=p am do 
= BOYS 


Figura 11.33 Referente ao Exercício Prático 11.8(a). 
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Vê, 2) 11,55 e api 
10.67 
8v 
av 
43 
ETR ay 
; p— mm ij aj — 
| — tus) 
2 4 6 
HE, t) 
DA 
t(us) 
À) 2 4 
ViO, 1) 
DV 
p———- +=W—— — — 
— a mm je q — — 
tCpis) 
[ 2 4 6 8 


HO. 1) 





Figura 11,34 Relerente ao Exercício Prático 11.8(b). 
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EXEMPLO 11.9 


Uma linha de transmissão de 75 Q e 60 m de comprimento é terminada por uma carga de 100 2. Se 
um pulso retangular de 5 us de largura e 4 V de amplitude é enviado por um gerador conectado à 
linha, represente MO, ) e Mt, )paraO <t< 15 us. Tome Z, = 25 Qeu = Ole. 


Solução: 


No exemplo anterior, ao ser ligada a bateria, é gerado na linha um degrau unitário, um pulso com lar- 
eura infinita, Neste exemplo, o pulso tem um largura finita de 5 us. Vamos, primeiro, calcular os coe- 
ficientes de reflexão da tensão: 


da — Es | 
Po = ERiÓis: 

FA poe F! 
E £c— E | 
Te. == — .— — 

Ze Za 7 


À tensão inicial é o tempo de trânsito são dados por 


Z 75 
=" v=—(9=3V 
Z +, 8 100 

é 60 
no ET BR 


O tempo que V, leva para ir e voltar é 2t, = 4 us, que é menor que a duração do pulso de 5 us. Por- 
tanto, haverá superposição, 
Os coeficientes de reflexão da corrente são: 


| | 
=[Pi= == e —Ia=— 
E 7 É 2 
V, 4 
: inicialéL,=—>——— = — = 40 ma. 
A corrente incial é fo Z E 100 


Se fe rrepresentam, respectivamente, os pulsos incidente e refletido, na extremidade do gerador te- 
remos, 


O<r<sSays, f, = [,= 4)mÃ 


| 
4<1<9, I, E: (40) = —5,714 


Je 
| 


= > (-5,714) = 2,897 


$<1<13, | = —> (2,857) = 0,4082 
1, = 5 (0,4082) = 0,2041 
2<t<I7, L= — (0,2041) = —0,0292 


[= > (-0.0292) = —(0,0146 
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e, assim, sucessivamente. Assim, o gráfico de (0, t) contra 1 é apresentado na Figura 11.35(a). 


HO, tImÃ 


FMs) 





Fê, 1) Volts 





HE,tImA 


ti us) 





Figura 11.35 Referente ao Exemplo 11.9 (fora de escala). 


Na extremidade da carga, 
O<t<2gus, V=0 


Z<t< 7 V=3 


| 
6<1<II, Vi = —5 (0,4296) = —0,2143 


F 


V.= = (02143) = —(,0306 
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| 
l0<rt< Id, V; = Ta 4 UUSOO,) = 0,0154 


| 
V, = 7 (0,0154) = 0,0022 


e, assim, sucessivamente. De V(£, 1), podemos obter J(£, t) como 


VE WE, 
FA 100 








Kk, 6) = 


Os gráficos de V(£, t) e Mt, t) são apresentados na Figura 11.35(b) e (c). 
EXERCÍCIO PRÁTICO 11.9 


Repita o Exemplo 11.9 para o caso em que o pulso retangular é substituído pelo pulso triangular 
da Figura 11.36. 


Resposta: (1), = 100 mA. Veja a Figura 11.37 para as formas de ondas de corrente. 


Pipes) 





Figura 11.36 Pulso triangular para o Exercício Prático 11.9. 


FCO, FimA 


ri us) 





HEI) mAÃ 





Figura 11.37 Ondas de corrente para o Exercício Prático 11.9. 
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“11.8 LINHAS DE TRANSMISSÃO DE MICROFITAS 


As linhas de transmissão de microfitas pertencem ao grupo de linhas conhecidas como linhas de 
transmissão de placas paralelas. Atualmente, elas são largamente utilizadas em eletrônica, Além de 
ser a forma de linha de transmissão mais usada em circuitos integrados de microondas, as microfitas 
são usadas como componentes de circuitos, como filtros, acopladores, ressoadores, antenas, etc. Em 
comparação com a linha coaxial, as linhas de microfita permitem maior Nexibilidade e projetos mais 
compactos. 

Uma linha de microfita consiste de um plano terra e uma fita condutora aberta, separados por um 
substrato dielétrico, conforme mostrado na Figura 11.38. Ela é construída pelo mesmo processo fo- 
tográfico utilizado nos circuitos integrados. A dedução analítica das propriedades características da 
linha é trabalhosa. Nesse estudo, vamos considerar somente aspectos básicos e fórmulas empíricas 
válidas para o cálculo da velocidade de fase, impedância intrínseca e perdas na linha. 

Devido à estrutura aberta da linha de microfita, o campo EM não está confinado no dielétrico, 
mas está parcialmente presente no ar que circunda a linha, conforme mostrado na Figura 11,39, Des- 
de que a frequência não seja muito alta, se propagará na linha uma onda que, para finalidades práti- 
cas, pode ser considerada uma onda TEM. Devido ao vazamento do campo no ar, a permissividade 
relativa efetiva £, é menor do que a permissividade relativa £, do substrato. Um valor aproximado 
para £, pode ser obtido através de 


det. tb 


P, 2V1 + 12h/w 


Ect 


(11.70) 





onde w é a largura da linha e h é a espessura do substrato. 
A impedância característica é dada pelas fórmulas aproximadas que seguem: 


will = 
(LIS) 
will 


Ve bulh + 1,393 + 0,667 In (wlh + 1,444) 





A impedância característica de uma fita larga é, em geral, baixa, enquanto que a de uma fita estreita 
é alta. 


condutor de fita . 





plano terra 


Figura 11.38 Linha de transmissão de microfitas. 
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campo magnético 


Figura 11.39 Configuração do campo EM de uma linha de microfita, Fonte: D. Roddy, Microwave Technology, 
1986, com a permissão da Prentice Hall. 


Para fins de projeto, se «, e Z, são conhecidos, a razão w/l, necessária para se obter um determinado 
Z.» é dada por 


e” nh<o 
3 wih 
e” = 9 
, 2 
fugpss 2ls-1-me8- 1) (11.72) 
h T 


E-— | 0,61 | 
+ Ingh— 1) 059———— | +: with > 2 
ZE, E, 





onde 








E = ( 
dim de, (RE e (02: +) 
60V 2 E + 


B = 607 
Ze 


Conhecidos «, e Z, a constante de fase e a velocidade de fase de uma onda se propagando na mi- 


crofita são dadas por 





Es 
8 = (11.742) 
l 
“= e (11,74b) 
Eof 


onde c é a velocidade da luz no vácuo. A atenuação (em dB/m) devido à condutividade finita dos con- 
dutores é dada por 





R. 
o = 8,686 — (11.75) 
W£a 


EXEMPLO 11.10 
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| Rae : º é 
onde R, = — é a resistência superficial do condutor. A atenuação (em dB/m) devido à perda no 


o. 


dielétrico é 


(es — De, 10 
ter — 1) Ecf AX 





a = 27,3 (11.76) 


onde À = u/fé o comprimento de onda na linha e tg 8 = olws é a tangente de perdas do substrato. 
A constante de atenuação total é a soma da constante de atenuação devido aos condutores a e a 
constante de atenuação devido ao dielétrico a, isto é, 


“a +a, (11.77) 
Às vezes, q, é desprezível em comparação com «.. Embora ofereçam as vantagens de flexibilidade 


e baixo volume, as linhas de microfita não são utilizadas em linhas de transmissão longas devido à 
atenuação elevada. 


Uma determinada linha de microfita tem quartzo fundido (s, = 3,8) como substrato. Se a razão entre 
a largura da linha e a espessura do substrato é w/h = 4,5, determine: 

(a) a permissividade relativa efetiva do substrato; 

(b) a impedância característica da linha; 

(c) o comprimento de onda na linha em 10 GHz. 

Solução: 


(a) Para w/h = 4,5, temos um fita larga. Da equação (11.70): 








48 28 12 | 
a E — + | + — = 3,131 
a | | 
(b) Da equação (11.71): 
Z = 1207 
i V 3,131[4,5 + 1,393 + 0,667 In (4,5 + 1,444)] 
= 9,576 0 
c 35c 10 


H 
f ves 10ºN3,31 


= 1,69 x 10“m = 169mm 


EXERCÍCIO PRÁTICO 11.10 
Repita o Exemplo 11.10 para w/h = 0,8. 


Resposta: (a) 2,75: (b) 84,03 Q: (c) 18,09 mm. 
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EXEMPLO 11.11 Uma linha de microfita para 10 GHz tem os seguintes parâmetros: 
h = |Imm 
w = 0,8 mm 
g = 6,6 
tg 8 = 10º 


= 58x 10º Sm 


| 


Calcule a atenuação devido às perdas nos condutores e no dielétrico. 


Solução: 


Arazão u/h = 0,8. Portanto, das equações (11.70) e (11.71): 


1/2 
= 124561408) = 4,3 





9 "ra “08 
60 8 08 
Z, = dn [pe 
Vas Ee 4 


A resistência superficial do condutor é 


I mf Mo 
R6=>—— 4 | 
E 0.ô 0, 


2,609 x 10 * Q/m” 





mX 10x 10º x 47 x 1077 
5,8 x 10º 





Usando a equação (11,75), a constante de atenuação do condutor pode ser expressa como 


2.609 x 10 * 
OS: 10 e 67 
= 4217 dB/m 


a. = 8,686 X 


Para obtermos a constante de atenuação do dielétrico, precisamos À. 
3x 10 


H E 
É fVes 10x 10V43 


= 1,447 x 10“ m 


A 


Aplicando a equação (11.76), obtemos: 


3,492 x 6,6 x 107! 


5,6 XxX 43X 1,447 x 10? 
= (1,1706 dB/m 


a) = 273 X 


EXERCÍCIO PRÁTICO 11.11 


Calcule a atenuação devido às perdas ôhmicas em 20 GHZ para uma linha de microfita com con- 
dutores de cobre, de 2,5 mm de largura, sobre um substrato de alumina. Considere a impedância 
característica da linha como sendo 50 0. 


Resposta: 2,564 dB/m. 


RESUMO 


l. 
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Uma linha de transmissão é descrita pelos seus parâmetros distribuídos R (em Q/m), L (em H/m), 
G (em S/m) e € (em F/m). As fórmulas para o cálculo de R,L, Ge € para a linha coaxial, bifi- 
lar e plana são apresentadas na Tabela 11.1. 

Os parâmetros distribuídos são utilizados em um modelo de circuito equivalente para represen- 
tar um comprimento diferencial da linha. As equações das linhas de transmissão são obtidas pe- 
la aplicação das leis de Kirchhoff para um comprimento de linha que tende a zero. As ondas de 
tensão e de corrente na linha são 


Vtz, 1) = Vie “ cos (wt — 82) + Voe“ cos (wt + Bz) 
+ 


Hz0)=€“eos(wt—-B)- 
(z, t) Z. ( Bz) Z. 





e cos (wt + Bz) 


mostrando que, na linha, temos duas ondas se propagando em sentidos opostos. 
A impedância característica Z da linha (análoga à Impedância intrínseca 7 para ondas planas em 


um meio) é dada por 
Z = [IR + jwL 
2 NG+jwC 


e a constante de propagação y (em l/metro) é dada por 
y=a+iB=NVIR+jwLÃG+jwl) 


O comprimento de onda e a velocidade são: 
2x 
B 
O caso geral é o da linha de transmissão com perdas (6 = 0, R + 0), considerado acima. Para uma 
linha sem perdas, R = 0, G = O. Para uma linha sem distorção, R/L = G/C. E desejável que li- 
nhas de transmissão de potência sejam sem perdas e linhas telefônicas sem distorção. 
O coeficiente de reflexão da tensão na extremidade da carga é definido como 


A 





am A 


po YE Ze 
p= 
Vi Zec+tZ 
e a relação de onda estacionária é 
“A+ 
| — Te 


onde Z, é a impedância da carga. 

Em qualquer ponto da linha, a relação entre o fasor tensão e o fasor corrente é a impedância na- 
quele ponto olhando para a carga e será a impedância de entrada da linha se este ponto estiver 
no início da linha. Para uma linha com perdas, 


EAR) 


a Zc + Zo tghyt | 
“Lo 


Zem = do E + Ze teh y€ 

onde € é a distância da carga neste ponto. Para uma linha sem perdas (a = 0), tghy € = jte B€; 
para uma linha em curto, Z.. = O, Para uma linha aberta, Z,. = =. E para uma linha casada, Z,.. = Z,. 
A carta de Smith é um método grático de se obter características da linha, tais como FP, se Z,. 
Ela é construída dentro de um círculo de raio unitário e está bascada na fórmula para o cálculo 
de [,., dada acima. Para cada re x, ela tem dois círculos explícitos (os círculos de resistência e 
de reatância) e um círculo implícito (círculo de s constante). À carta é um meio conveniente pa- 
ra determinar a posição de um sintonizador de toco simples e seu comprimento. É também uti- 
lizada com a linha fendida para determinar o valor desconhecido de uma impedância de carga. 
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8. Quando uma tensão contínua é aplicada subitamente à entrada de uma linha, um pulso se propa- 
ga para frente c para traz na linha. O comportamento transiente é analisado através do diagrama 
de saltos. 

9, Linhas de transmissão de microfita são úteis em circuitos integrados de microondas. Foram 
apresentadas fórmulas úteis para a construção de linhas de microfita e determinação de perdas 
na linha. 


QUESTÕES DE REVISÃO 





11.1 Quais das afirmativas seguintes não são verdadeiras para os parâmetros de linha R,L. Ge C? 


1.2 


(a) Re L são elementos em série. 


(b) Ge € são elementos em paralelo. 


l 
(co &= R 
(d) LC = use RG = 08. 
(d) Tanto R quanto G dependem da condutividade dos condutores que formam a linha. 
(e) Somente R depende explicitamente da frequência. 
(f) Os parâmetros não são localizados, mas distribuídos, 


Para uma linha de transmissão com perdas, a impedância característica da linha não depende: 


(a) da frequência de operação da linha; 

(b) do comprimento da linha; 

(c) da carga que termina a linha; 

(d) da condutividade dos condutores; 

(2) da condutividade do dielétrico que separa os condutores. 


1.3 Qual das seguintes condições não garante uma linha de transmissão sem distorção? 


(a) R=0=G. 

(b) RC = GL. 

(c) Intervalo de fregiências muito baixas ( R >> wL, 6 >> wC). 
(d) Intervalo de fregiiências muito altas (R << wL, G << wC). 


1.4 Quais das afirmativas que seguem não são verdadeiras para uma linha sem perdas? 


1.5 


(a) Zu = —j£, para uma linha curto circuitada com € = N/8. 
(b) Z 


em 


= [x para uma linha curto circuitada com € = N/4, 
(c) Zu = JZ, para uma linha aberta com € = N/2. 
(d) Z., = £, para uma linha casada, 


(2) A meio comprimento de onda da carga, Z 


q E £r € esse valor se repete a partir daí a cada 
meio comprimento de onda. 


Uma linha de transmissão sem perdas, de 50 cm de comprimento, com L = 10 uH/m e € = 40 
pF/m, está operando em 30 MHz. O seu comprimento elétrico é: 

(a) 20 À 

(b) 0,2 À 

(c) 108º 

(d) 40 7 

(e) Nenhum dos valores acima 
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1.6 Case as impedâncias normalizadas que seguem com os pontos 4, B, €, De E sobre a carta de 
Smith da Figura 11.40. 


() 0 +70 Gi) 1 +70 
(iii) 0 =; (iv) 0+7] 
(9) = + ju (vi) Ceu] 
(vii) [Zom Zs Jun 
el (viii) Carga casada (T = 0) 


1.7 Uma linha de transmissão sem perdas de 500 metros é terminada por uma carga localizada no pon- 
to P na carta de Smith da Figura 11,41. Se À = 150 m, quantos máximos de tensão existem na li- 
nha? 

(a) 
(b) 
(c) 


A o 


pm, 
E 
a” 

Chad 


(:) Nenhum 


1.8 Marque verdadeiro (V) ou falso (F) em cada uma das afirmativas que seguem, 


(a) Todos os círculos re x passam pelo ponto (T,. 1) = (1,0). 
(b) Toda a impedância se repete a cada A/4 na carta de Smith. 
(c) Um circulo s = 2 é 0 mesmo que um círculo ID] = 0,5 na carta de Smith. 


(d) O princípio básico de todo o sistema de casamento é a eliminação da onda refletida entre a 
fonte e o dispositivo de casamento. 


(e) A linha fendida é somente usada para determinar Z,. 
(1) Em qualquer ponto de uma linha de transmissão, o coeficiente de reflexão da corrente é o in- 
verso do coeficiente de reflexão da tensão naquele ponto. 


Figura 11.40 Referente a Questão de Revisão 11.6. 





Figura 11.4] Referente à Questão de Revisão 11.7, 


— é 
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PROBLEMAS | 


11.9 


11.10 


Em uma linha no ar, são encontrados máximos adjacentes em 12,5 cm e 37,5 em. A fregiiência de 
operação é: 

(a) 1,5 GHz 

(b) 600 MHz 

(c) 300 MHz 

(d) 1,2 GHz 


Dois pulsos idênticos, cada um com amplitude de 12 V e duração de 2 us, incidem, em + = O, em 
uma linha de transmissão de 400 metros de comprimento terminada em uma carga. Se os dois pul- 
sos estão separados por 3 us (semelhante ao caso da Figura 11.53) eu = 2 X 10º m/s, em que mo- 
mento a contribuição do segundo pulso para V lt. t) começa a se sobrepor à contribuição do pri- 
meiro pulso? 


(a) t= 0,5 us 
(b) t=24s 
(c) t=54s 


(d) t=5,54Es 
(e) t= 6 4s 


Respostas: M.lcd,e; 11.2b,c; 11.3c; 11.4a,c; 11.50; 11.6 (1) D,B; (1) A; (111) E; (1v) C: (v) B: (vi) D; (vil) 
B:; (viii) As Ta; 11.8 (a) Vi (b) Fi (ec) F, (d) Vi (e) FE: (1) F; 11.9b; 11,10€. 


11.1 


1.2 


“11.3 


11.4 


Uma linha de transmissão planar, preenchida com ar, com w = 30 cm, d=1,2ecmet = 3 mm, tem 
: 7 | 7 
placas condutoras com 0. = 7 X 10 S/m. Calcule R, L, Ce G em 500 MHz. 


Os fios de conexão de cobre de um diodo têm 16 mm de comprimento e raio de 0,3 mm. Eles es- 
tão separados por uma distância de 2 mm, conforme mostrado na Figura 11.42. Encontre a capaci- 
lância entre os fios e a resistência ca em 10 MHz. 


Na Seção 11.3, foi mencionado que o circuito equivalente da Figura 11,5 não é o único possível, 
Mostre que as equações (11.4) e (11.6) permanecem as mesmas se forem utilizados os circuitos 
equivalentes tipo Il e tipo T mostrados na Figura 11.43. 


Uma linha planar sem perdas de 78 Q foi projetada, mas não alcançou seus objetivos. Que fra- 


ção da largura da fita deve ser adicionada ou removida para se alcançar a impedância caracteris- 
tica de 75 0? 


ló mm 





2 mm 


Figura 11,42 O diodo do Problema 11.2. 
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Fiz, t) kãz Lã: fiz + Az,t) 










F(z,r à 
iz, 1) Ca: Fiz + AS!) 


(a) 


fiz+ Az,t) 
+ 





Fiz.t) GAZ CAs Fiz + Az,t) 


(b) 


Figura 11.43 Referente ao problema 11.3: (a) circuito equivalente tipo TT; (b) circuito equivalente tipo T. 


11.5 Uma linha telefônica tem os seguintes parâmetros: 
R=400Ym G=40uUS8m, L=0,2uH/m, €C=0,5nF/m 


(a) Se a linha opera em 10 MHz, calcule a impedância característica Z e a velocidade u. (b) De- 
pois de quantos metros a tensão na linha cai de 30 dB? 


1.6 Uma linha sem distorção, que opera em 120 MHz, tem KR = 20 Q/m, L= 0,3 uH/m e € = 63 pF/m. 
(a) Determine y, ve Z,. (b) Que distância se propagará uma onda de tensão antes que sua amplitu- 
de caia para 20% do valor incial? (c) Que distância à onda deve se propagar para sofrer uma mu- 
dança de fase de 45º? 


1.7 Mostre que para uma linha bifilar sem perdas: 


l 
(a) a velocidade de fase Hu = c= 
VLC 





É nadé o E eva 120 2 cd 
(b) a impedância característica Z, = —— cosh ! —. 


Vs, 2a 


O resultado do item (a) é verdadeiro para outras linhas de transmissão sem perdas? 


11.8 O par trançado, que pode ser aproximado pela linha bifilar, é muito utilizado na indústria telefôni- 
ca. Considere uma linha formada por dois fios de cobre de 0,12 em de diâmetro cuja separação en- 
tre centros é de 0,32 em. Se os fios estão separados por um dielétrico com £ = 3,5, encontre L, 
Cez 


nº 
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11.9 


n.10 


11.11 


11.12 


11,13 


11.14 


11.15 


11.16 


11.17 


11.18 


1.19 


Uma linha sem perdas tem uma onda de tensão dada por 


Via, O) = V,sen(wt — Bz) 
Encontre a onda de corrente correspondente. 
Em uma linha sem distorção, a onda de tensão é dada por 
VE) = 120 PH cos (10% + 24") + 60e "PH cos (10% — 2€") 
onde €'é a distância a partir da carga. Se 2. = 300 9, encontre: (a) a, B eu; (b) Z cd). 


(a) Mostre que um coeficiente de transmissão pode ser definido como 


Ve 2£Ze 
nt pues E. 
do Vá á £e + Lo 


(b) Encontre T.. quando a linha é terminada por: (1) uma carga cujo valor é nZ: (11) um circuito 
aberto; (iii) um curto-circuito; (iv) Z. = Z, (linha casada), 


Uma linha coaxial com 5,6 m de comprimento tem como parâmetros distribuídos R = 6,5 Q/m, L = 
3.4 uUN/m, 6 = 84 mS/me € = 21,5 pF/m, Se a linha opera em 2 MHz, calcule a impedância carac- 
terística e o tempo de propagação entre os extremos da linha. 


Uma linha de transmissão sem perdas, operando em 4,5 GHz, tem L = 2,4 uH/m e Z, = 85 0. Cal- 
cule a constante de fase 8 e a velocidade de fase ur. 


Um cabo coaxial de 50 Q alimenta uma antena dipolo cuja impedância é 75 + 20 Q. Encontre Te s. 


Mostre que uma linha de transmissão com perdas, de comprimento €, tem uma impedância de en- 
trada Z,. = Z, teh yº quando curto circuitada e Z. = Z, cotgh é quando em circuito aberto. 
Confirme as equações (11.37) e (11.39). 


Encontre a impedância de entrada do cabo coaxial curto-circuitado, da Figura 11.44, se Z, = 65 + 
3802,y=07+;2,5/m,€=08m. 


Para a linha de transmissão sem perdas da Figura 11.45: (a) encontre [e s; (b) determine à impe- 
dância £., no gerador. 

Uma linha de transmissão de quarto de onda sem perdas de 100 Q é terminada por uma carga 
£e = 210 8. Se a tensão na extremidade de recepção é 80 V, qual é a tensão na extremidade de 
emissão! 


Uma linha sem perdas de 500 Q tem V,. = 10 Ve Los 50º”. Encontre a corrente a N'8 da 
carga. 





Figura 11.44 Referente ao Problema 1.16. 
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Figura 11.45 Referente ao Problema 11.17. 





B 6 
A PES M6 ha Skid A/2 
O———— ——....g mm - 
Em E, = 504 £, = 1008 É = 75 ec =60- [35 0 
O——— — [———g "AS 


Figura 11.46 Referente ão Problema 11.22. 


11.20 Uma linha sem perdas de 60 2 é conectada a um gerador, que tem Ve = 10/0º Vims é Z, = 50 - 
j40 2, e é terminada por uma carga de [40 82. Se a linha tem um comprimento de 100 metros e 
8 = 0,25 rad/m, calcule Ze V: 


nt 
(a) na extremidade de emissão; 
(b) na extremidade de recepção; 
(c) adm da carga; 
(d) a 3 m do gerador. 
11.21 Uma linha de transmissão sem perdas, com impedância característica de 75 Q, é terminada por uma 
carga de 120 2. A linha tem um comprimento de 1,25 À. Se a linha for energizada por uma fonte 


de 100 V (rms) com uma impedância interna de 50 O, determine: (a) a impedância de entrada e (b) 
a amplitude da tensão na carga, 


“11.22 Três linhas de transmissão estão conectadas conforme a Figura 11.46. Determine Z, . 


*11.23 Considere o quadripolo mostrado na Figura 11.47(a). A relação entre as variáveis de entrada e de 
saída pode ser escrita, em forma matricial, como: 


Mostre que, para a linha com perdas da Figura 11.47(b), a matriz ABCD é; 


cosh yÉ £Z o senh É 


Ro a 
ps 70 coshyt 


11,24 Uma linha sem perdas de 50 2 tem 4,2 metros de comprimento, Para a lregiiência de operação de 
300 MHz, a impedância no centro da linha é 80 — ;60 22. Encontre a impedância de entrada no 
gerador e o coeficiente de reflexão da tensão na carga. Considere u = 0,8€. 
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11.25 Uma linha de 60 Q no ar, operando em 20 MHz, tem 10 metros de comprimento. Se a impedância 
de entrada é 90 + 7150 Q, calcule Z., Te s. 


11.26 Uma linha de transmissão de 75 Q é terminada por uma carga de 120 + [80 22. (a) Encontre Te s. 
(b) Determine a que distância da carga a impedância é puramente resistiva. 


11.27 Uma linha de transmissão de 75 Q é terminada por uma carga de impedância Z,.. Se a linha tem um 
comprimento de 5A/8, calcule Z,, quando: (a) Z.. = [45 Q: (b) Z, = 25-65. 


11.28 Determine a impedância de entrada normalizada a A/8 da carga se: (a) a impedância normalizada 
da linha é 2 + j; (b) a admitância normalizada é 0,2 — j0,5: (c) o coeficiente de reflexão na carga é 
0,3 + 0,4. 


11.29 Uma linha de transmissão é terminada por uma carga com admitância Y. = (0,6 + /0,8)/Z,. Encon- 
tre a impedância normalizada a N/6 da carga. 


11.30 Uma inha de transmissão de 80 2, que opera em 12 MHz, é terminada por uma carga Z... À 22 me- 
tros da carga, a impedância de entrada é 100 — [120 02. Se wu = 0,80: 


(a) calcule [., Z SEA 


enltãa - entumia* 
(b) calcule Z.., s é à impedância de entrada a 28 metros da carga; 
cZ 


ent ndo 


(c) quantos Z 


COEIMÁK 


existem entre a carga e a impedância de entrada de 100 — 7120 0º 


11.31 Uma antena, conectada a uma linha sem perdas de 150 Q, produz um relação de onda estacionária 
de 2,6. Se as medidas indicam que os máximos de tensão estão separados por 120 cm e que o últi- 
mo máximo está a 40 cm da antena, calcule: 


(a) a fregiiência de operação: 
(b) a impedância da antena; 
(c) o coeficiente de reflexão. Suponha que u = c. 


11.32 A relação de onda estacionária observada em uma linha de transmissão sem perdas de 100 Q é 8. 
Se 0 primeiro máximo de tensão ocorre a 0,3 À da carga, calcule a impedância da carga e o coefi- 
ciente de reflexão de tensão na carga. 


11.33 Uma linha de transmissão de 50 OQ é terminada por uma carga com impedância desconhecida. A re- 
lação de onda estacionária na linha é s = 2,4 e um máximo de tensão é observado a A/8 da carga. 
(a) Determine a impedância da carga. (b) Qual a distância entre o primeiro mínimo de tensão e a 
carga) 


11.34 Uma linha sem perdas de 75 2 é terminada por uma impedância de carga desconhecida Z,. A uma 
distância 0,2 À da carga, a tensão é V.= 2 +) Vea corrente é 10 mA. Encontre Z,. e s. 





(a) tb) 


Figura 11,47 Referente ao Problema 11,23. 
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1.35 Dois transformadores de AN/4 são usados, em cascata, para conectar uma linha de 50 Q a uma carga 
de 75 2, conforme a Figura 11.48. 


(a) Determine a impedância característica Z,, se Z,, = 30 Q e se não houver onda refletida à es- 
querda de A. 


(b) Se os melhores resultados são obtidos quando 


É | a Lo es Ea 
Ea Zoo | £c 








determine Z,, € Z. 


11.36 Duas antenas idênticas, cada uma com impedância de entrada de 74 92, são alimentadas por três li- 
nhas de transmissão sem perdas, de quarto de onda, de 50 2, idênticas, conforme mostrado na Fi- 
gura 11.49, Calcule a impedância de entrada na extremidade da fonte. 


1.37 Se a linha do problema anterior é conectada a uma fonte de tensão de 120 Y com impedância in- 
terna de 80 2, calcule a potência média fornecida a cada antena. 

11.38 Considere as três linhas sem perdas da Figura 11.50. Se Z, = 50 2, calcule: 
(a) £ 


“um 


(b) Z 


tail 


(Cc) £ 


aj | 


na entrada da linha 1; 

na entrada da linha 2; 

na entrada da linha 3. 

11,39 Uma seção de uma linha de transmissão sem perdas é colocada em paralelo com uma linha princi- 
pal, conforme a Figura 11.51. Se (, = N4e €, = M8 e €, = 7N8, encontre y,. Yogo E Yom SAben- 


do que £, = 100 Q e Z. = 200 + 7150 2. Repita o cálculo para o caso em que a linha em paralelo 
está em circuito aberto. 


1.40 Descja-se casar um linha de 50 Q a uma carga com impedância de 60 — /50 O. Projete um toco de 
50 Q para esta finalidade. Encontre o comprimento da linha e sua distância da carga. 


11.41 Um toco de 0,12 À de comprimento é usado para casar uma linha sem perdas de 60 Q à uma carga. 
Se o toco está localizado a 0,3 À da carga, calcule: 


(a) a impedância da carga Z,: 
(b) o comprimento de um toco alternativo e sua distância da carga; 
(c) a relação de onda estacionária observada entre o toco e a carga. 


d 
4 


Z =500 Za Za 50 


Figura 11.48 Transformador de duas seções, referente ao Problema 11.35. 
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14 
À 740 


20) 44 





curto-circuito 


Figura 11.50 Referente ao Problema 11.38, 


11,42 Medidas em um linha sem perdas indicam s = 4,2, com o primeiro máximo de tensão a N4 da car- 
ga. Determine a que distância da carga deve ser colocado um toco curto-circuitado e calcule o seu 
comprimento. 


11.43 Uma linha sem perdas de 60 2, terminada por uma carga Z,., tem uma onda de tensão conforme a 
Figura 11.52. Encontre s, T e Z,. 

11.44 As medidas que seguem foram realizadas em uma linha fendida de 50 2. Com cargas = 3,2 € Voa 

consecutivos a 12 cm e a 32 em (os valores maiores observados para o lado da carga). Com curto- 

circuito, V.. ocorre a 21 cm. Encontre a fregiiência de operação e a impedância da carga. 


11.45 Uma linha fendida de 50 O no ar é usada para medir uma impedância de carga. Mínimos adjacen- 
tes foram encontrados a 14 cm e a 22,5 cm da carga, quando a carga desconhecida está conectada, 
E Van = 0,95 Ve Vo = 0,45 V. Quando a carga é substituída por um curto-circuito, os mínimos 
se deslocam 3,2 cm em direção à carga. Determine sf Te Ze. 


**11.46 Mostre que, para uma tensão contínua V, conectada em + = O (veja Figura 11.30), 0s valores assin- 
tóticos (1 << Eu) de VCL, ne É, f) são: 


V. = Voto 
Ez 


11.47 


11,48 


11,49 


*11,50 


11.52 
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Uma linha sem perdas de 60 Q é conectada a um gerador de pulsos de 40 2. A linha tem 6 m de 
comprimento e é terminada por uma carga de 100 2. Se um pulso retangular de 5 gts e 20 V de am- 
plitude é enviado pela linha, encontre V(0,) e M£, ?) para O = 1 =10 gs. Considere u = 3 < 10º 
m/s. 


O interruptor da Figura 11.53 é fechado em + = O. Trace a tensão e a corrente à direita do interrup- 
tor para O << 1 < 6 El. Considere Z, = 5080 e Eu = 2 gs. Suponha que a linha é sem perdas. 


Trace Vil, Ne ME, fparaO<+< 5y4s, para o sistema mostrado na Figura 11.54, 


Refira-se à Figura 11.55, onde Z, = 25 2,2, = 500,2. = 1500,€ = 150meu =. Seo pulso 
mostrado na Figura 11.56 incide na linha em t = O: 


(a) trace os diagramas de salto de tensão e de corrente; 
(b) determine HO, 1), MED. HO, DeMEnparaO<t<84s. 


Uma linha de microfita tem 1 cm de espessura e 1,5 cm de largura, A fita condutora é feita de 
bronze (o. = 1,1 x 10' Sm), enquanto que o material do substrato é um dielétrico com £, = 2,2 
e tg 8= 0,002. Se a linha opera em 2,5 GHz, encontre: (a) Z cas (b)a ca, (c) a distância ao 
longo da linha para que a onda diminua de 20 dB. 


Uma linha de microfita de 50 O tem um deslocamento de fase de 45º em 8 GHz. Se a espessura do 
substrato h = 8 mm, com £, = 4,6, encontre: (a) a largura da fita condutora; (b) o comprimento da 
linha de microfita. 


Um substrato de alumina (£ = 9,6£,), de 2 mm de espessura, é usado na construção de um circui- 
to de microfita. Se o projetista pode escolher a largura da fita entre 0,4 mm a 8,0 mm, qual é o in- 
tervalo de variação da impedância característica da linha” 


H 


+ Má 





Figura 11.51 Referente ao Problema 11.39, 





Figura 11.52 Referente ao Problema 11.43. 
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11.54 Projete uma linha de microfita de 75 9 em um substrato de 1,2 mm de espessura de duróide 
(£. = 2,3). Encontre a largura da fita condutora e a velocidade de fase. 





| 
Z=0 E É 


Figura 11.53 Referente ao Problema 11.48, 











oo v(*) u=2 x 0 m/s 100 &2 





TÁ) 





Figura 11,56 Dois pulsos retangulares para o Problema 11.50. 


Capítulo 12 





GUIAS DE ONDA 


Se um homem escreve um livro melhor, prega um sermão melhor ou faz uma ratoeira melhor do 
que seu vizinho, o mundo baterá à sua porta. 
— RALPH WALDO EMERSON 


12.1 INTRODUÇÃO 


Conforme mencionado no último capítulo, uma linha de transmissão pode ser usada para transmitir 
energia de um ponto (gerador) a outro (carga). Um guia de onda é um outro meto de se atingir o mes- 
mo objetivo. Entretanto, um guia de onda difere de uma linha de transmissão em alguns aspectos, 
embora possamos olhar a última como um caso especial do primeiro. Em primeiro lugar, uma linha 
de transmissão só pode suportar uma onda transversal eletromagnética (TEM), enquanto que um guia 
de onda pode suportar muitas configurações de campo diferentes. Em segundo lugar, em fregiiências 
de microondas (3 — 300 GHz, aproximadamente), as linhas de transmissão se tornam ineficientes de- 
vido ao efeito pelicular e às perdas nos dielétricos. Os guias de onda são utilizados nessa faixa de fre- 
quências para se obter maior largura de banda e menor atenuação do sinal, Além disso, as linhas de 
transmissão podem operar desde corrente contínua (f = 0) até frequências muito altas. Os guias de 
onda podem operar somente acima de uma certa fregiiência, chamada fregiiência de corte, e, portan- 
to, atuam como filtros passa-alta. Portanto, guias de onda não podem transmitir corrente contínua e 
tornam-se excessivamente grandes em frequências abaixo das frequências de microondas. 

Embora um guia de onda tenha a seção transversal uniforme, podendo ser de qualquer forma, 
os guias de onda mais comuns são os retangulares ou os circulares. Guias de onda típicos! aparecem 
na Figura 12.1. A análise do guia de onda circular é trabalhosa e requer familiaridade com as funções 
de Bessel, que estão além do nosso escopo.” Vamos considerar somente o guia de onda retangular. 
Assumindo que o guia é sem perdas (0. = =, o = 0). podemos aplicar as equações de Maxwell com 
as condições de fronteira apropriadas para obter os diferentes modos de propagação da onda e os 
campos E e H correspondentes. 


12.2 GUIA DE ONDA RETANGULAR 


Considere o guia de onda retangular mostrado na Figura 12.2. Vamos assumir que ele está preenchi- 
do com um dielétrico sem perdas (o, = 0e J = 0)e livre de cargas e de correntes (o = 0), e suas pa- 
redes são perleitamente condutoras (0. = 2:). Relembramos que, das equações (10.17) e (10.19), as 
equações de Maxwell na forma fasorial e em um meio sem perdas tornam-se 


VE, + KE=0 (12.1) 


VH,+KH=0 (12.2) 


“ Para outros tipos de guias de onda, veja J. A. Seeger. Microwave Theory, Components and Devices. Englewood Cliffs, NJ: Prentice Hall, 1986, p. 128-133. 


“A análise de guias de onda circulares pode ser encontrada em textos avançados de EM ou em textos relacionados ao EM, por exemplo, S. Y. Liao, Microwave 
Devices and Circuits, 3rd ed. Englewood Cliffs, NJ: Prentice Hall, 1990, p. 19-14]. 


“N.deT Veja item 122, 
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Torcido joelho a 90º 


Figura 12.1 Guias de onda típicos. 


onde 


(12.3) 





e o fator temporal e” está subentendido. Se fizermos 


E, e (Eis Em Es) C H, a (o Eu H..) 


tanto a equação (12.1) como a equação (12.2) corresponderão a três equações escalares de Helm- 
holtz. Em outras palavras, para obtermos os campos E e H, temos que resolver seis equações dife- 
renciais escalares. Por exemplo, para a componente z, a equação (12.1) fica 
q E 3 
Es Es. dE j 


== + sê + e + RE. =0 (12.4) 








Figura 12.2 Um guia de onda retangular, com paredes perfeitamente condutoras, preenchido com um material 
sem perdas. 
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que é uma equação diferencial a derivadas parciais. Do Exemplo 6.5, sabemos que a equação (12.4) 
pode ser resolvida por separação de variáveis (solução produto). Assim, fazemos 


EX, 3,2) = X(0) YO) Z62) (12.5) 


onde X(x), Y(y) e Z(z) são funções de x, y e z, respectivamente. Substituindo a equação (12.5) na 
equação (12.4) e dividindo por XYZ, temos 


Como as variáveis são independentes, cada termo da equação (12.6) deve ser constante. Portanto, a 
equação pode ser escrita como 


a ie a (12.7) 


q o! as o m EA a 
onde - A. -k ey são constantes de separação. Dessa forma, a equação (12.6) é separada em 


XxX +kX=0 (12.84) 
YP+kRY=0 (12.8b) 
7 —-yZ=0 (12.80) 


Seguindo o mesmo raciocínio do Exemplo 6.5, obtemos a solução da equação (12.8) como sendo 


X(x) = cycoskx + cosenka (12.9a) 
Hoy) = cscosky + cysenk,y (12.9b) 
Zlz) = coe” + coe * (12.90) 


Substituindo as equações (12.9) na equação (12.5), obtemos 


Edx,v. 2) = (cy coska + co sen ka)lc, cos ky 
É a ses MATE LL A STE (12.10) 

+ €4 Sen Rs) (e se” + Ce Co) 
Como é usual, se assumirmos que a onda se propaga através do guia de onda ao longo de +z, a cons- 
tante multiplicativa c; = O, pois a onda deve ser finita no infinito [isto é, E. (x, y, 2 = =) = 0], Por- 
tanto, a equação (12.10) se reduz a 


E. lx, y, 2) = (A, cos kx + A, sen kxXAs cos ky + Ay sen kyje * (12.11) 
onde À, = c,C À, = cc, e assim por diante. Realizando desenvolvimento semelhante, obtemos a so- 
lução para a componente z da equação (12.2) como 

Hx, y,2) = (Bj cos kx + B; sen kxXB; cos k,y + By sen kyje * (12.12) 


Em vez de resolver, da mesma forma, as equações (12.1) e (12.2) para as demais componentes de 
campo E,, E, H,eH,, vamos simplesmente usar as equações de Maxwell para determiná-las a par- 


Ta” var 


tir de E. e H.,. Partindo de, 
VX E = —jouH, 


VxH, = jwsE, 
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obtemos 
JE... GE 
ED = iouH. lda 
a o jopH, ( ) 
odH.. ds é j 
TRE = A = jweE,, (12.13h) 
dv dz 
dE, dl , 
E E Es jopH,, (12.13c) 
0H. dH 
a mm — = | e 1213d 
dz FR 
JE. 0E,. 
dia Peer cette A —jwnH., (12.13e) 
dx dy 
TH. dH.. 
E Es: = jweE., (12.13 j 
dx dy 


Vamos agora expressar E, E. H, e H, em função de E, e H.. Por exemplo, para E, combina- 


mos as equações (12.13b) e (12.13c) e obtemos 


aH.. | /9ºE. JE, 
pot ti À (O 214 
dy Jwnh dz” dxdz 


Das equações (12.11) e (12.12), fica claro que todas as componentes de campo variam com z de acor- 





do com e É, isto é, 
ds Y En Y 
Es E a E e 
Portanto, 
9E 9E 
ER = dd RARE aa 
Es si ORAS (SOS Y E 
dz dz 


e a equação (12.14) fica 


OL 


Lig + fun) Bo = LE pa 
Jp cc Jwp dX dv 


e 2 2 2 APR 
Dessa forma, se fizermos h = y + wpe=y +k, 


ho dx hº dy 


Manipulações semelhantes nas equações (12.13) fornecem expressões para E. He H, em termos 
de + cH.. Assim, 
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(bj 


Figura 12.3 Componentes de campos EM em um guia de onda retangular. (a) modo TE, E. = O. (b) modo TM, 





H.=0. 
ind e dna (12.15a) 
dei a a (12.15b) 
a (12.15c) 
nie (12.15d) 
onde 


pP=y/+EÉ=k+k (12.16) 


Portanto, podemos utilizar as equações (12.15) em conjunto com as equações (12.11) e (12.12) para 
obtermos E,, E, HcH, 

Das equações (12.11), (12.12) e (12.15), notamos que existem diferentes tipos de configurações 
de campo. Cada uma destas configurações é chamada de um modo. Existem quatro diferentes cate- 


gorias de modos, ou seja: 


1. E,=0= H. (modo TEM). Este é o modo transversal eletromagnético (TEM), no qual tan- 
to o campo E como o campo H são transversais à direção de propagação da onda, Das equa- 
ções (12.15), segue que todas as componentes de campo se anulam para E. = O = HH. Con- 
sequentemente, concluímos que um guia de onda retangular não suporta o modo TEM. 

2. E, =0,H, 5 O (modos TE), Para estes modos, as componentes restantes do campo elétrico 
(E, e E,) são transversais à direção de propagação a.. Sob estas condições, as configurações 
de campo são chamadas modos transversais elétricos (TE). Veja a Figura 12.Xa). 


Ei 


E. & 0,H., = O (modos TM). Neste caso, o campo H é transversal à direção de propagação 
da onda. Portanto, temos um modo transversal magnético (TM). Veja a Figura 12,.3(b). 
d. E, *0,H. + O (modos HE). Este é o caso em que nem o campo É nem o campo H são trans- 
versais à direção de propagação. Este modos são, às vezes, denominados modos híbridos. 
Devemos ressaltar a relação entre k na equação (12.3) e B da equação (10.43a). A constante de fa- 
se 8 da equação (10,434) foi obtida para o modo TEM, Para o modo TEM, h = O, Desse modo, da 
Poe E 2 apos p- 
equação (12.16),y =-K > y=« +jB = jk, isto é, 6 = k. Para outros modos, 8 + k. Nas seções 
subsequentes, vamos estudar os modos de propagação TM e TE separadamente. 
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12.3 MODOS TRANSVERSAIS MAGNÉTICOS (TM) 


Para este caso, o campo magnético tem suas componentes transversais (ou normais) à direção de pro- 
pagação da onda. Isto implica fazer H, = 0 e calcular E,, E, E., H, e H, usando as equações (12.11) 
e (12.15) e as condições de fronteira. Devemos obter E, e depois determinar as outras componentes 
de campo a partir de E.. Nas paredes do guia de onda, as componentes tangenciais do campo E de- 
vem ser contínuas, isto é, 


E. =0 em y=0 (12.17a) 
E.,=0 em y=b (12.17b) 
E. =0 em x=0 (12.17c) 
E... =0 em x=a (12.17d) 


As equações (12.1 7a) e (12.1 7c) requerem que À, = O = A, na equação (12.11). Portanto, a equação 
(12.11) fica 


E, = Eqsenkxsenkye * (12.18) 


onde E, = A,A,. Também as equações (12.17b) e (12.17d), quando aplicadas à equação (12.18), le- 
vam a 


sen ka = 0, sen kb = O (12.19) 

Isto implica que 
ka= mr, m= 2. (12.20a) 
ED = NT, p= iZido o (12.20b) 


OMI 


(12.21) 





Pela razão dada no Exemplo 6.5, não são considerados valores negativos para os inteiros m e n na 
equação (12.20a). Substituindo a equação (12.21) na equação (12.18), obtemos 


(12.22) 





Obtemos as outras componentes dos campos a partir das equações (12.22) é (12.15), tendo em vista 
que H., = O. Portanto, 











X MY - 
E = + (2) Eq cos (2 ) sen (2x) Ear (12.23a) 
hora a. bi, 
Y [nt TX HTy ; | 
E.=-S|—lEsen|-—— |cos|— |Je * 12.23b 
HD rooms cum 
we (nt INTX 2 og “o 
Ho = ! - (22) E, sen (28) Cos ( e ; ET (12.23c) 
ho 4 b a b 








Hi = e (==) Eq cos (um) sen (Um) E E (12.23d) 
ho va d b 
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onde 


(12.24) 





que é obtida das equações (12.16) e (12.21), Das equações (12.22) e (12.23), note que cada par de nú- 
meros inteiros m e n corresponde a um modo ou configuração de campo diferente, o que é referido 
no guia de onda como modo TM... O inteiro m é igual ao número de meios ciclos de senos ou cos- 
senos na direção x, € o Inteiro n é igual ao número de meios ciclos de senos ou cossenos na direção 
». Das equações (12.22) e (12.23) notamos também que, se (m, n) for (0,0), (0, n) ou (mn, O), todas as 
componentes dos campos se anulam. Portanto, nem m nem n podem ser zero. Conseguentemente, O 
modo de menor ordem de todos os modos TM, éoTM,. 
Subsutuindo a equação (12.21) na equação (12.16), obtemos a constante de propagação 


(12.25) 





onde k = wW us, como na equação (12.3). Lembramos que, em geral, y = «q + j5. No caso da 
equação (12.25), temos três possibilidades, dependendo de k (ou w), men: 


CASOA (corte): 
Se 


y=0 ou q=0=6 


O valor de « para o qual isto ocorre é chamado fregiiência angular de corte «o,, isto é, 


| | 2 2 
já Es + Es (12.26) 


A (ue a b 





I 


CASO B (evanescente): 
Se 


É Sape ma | 4 na | 
ts a | b 


Neste caso, não temos propagação de onda. Estes modos que não se propagam, ou que são atenua- 
dos, são chamados evanescentes. 


CASO C (propagação): 
se 


á a mz |P nm |” 
Resid e é fá 
) 


a 
y=JêB, oq =0 


isto é, da equação (12.25), a constante de fase torna-se 


(12.27) 
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Este é o único caso para o qual ocorre a propagação, pois todas as componentes de campo terão o fa- 
forem 

Portanto, para cada modo, caracterizado por um conjunto de inteiros m e n, haverá uma fregiiên- 
cia de corte correspondente f. 


A fregiiência de corte é a frequência de operação abaixo da qual ocorre atenuação e acima 
da qual ocorre propagação. 


Assim, o guia de onda opera como um filtro passa-alta. A frequência de corte é obtida da equação 
(12.26) como 


OL 


(12.28) 








onde wu” = = velocidade de fase de uma onda plana uniforme no meio dielétrico sem perdas 


| 
V LE 


(o = O, 4, £) que preenche o guia de onda. O comprimento de onda de corte h. é dado por 


O 


(12.29) 





Das equações (12.28) e (12.29), note que o modo TM, tem a menor fregiiência de corte (ou o maior 
comprimento de onda de corte) de todos os modos TM. A constante de lase É, na equação (12.27), 
pode ser escrita em função da frequência de corte f. como 


OMI 


(12.30) 





onde 8' = w'u' = wV ge = constante de fase de uma onda plana uniforme no meio dielétrico. De- 
vemos notar que y para os modos evanescentes pode também ser expressa em termos de f., ou seja, 


Te 2 
= u=5" (E) — (12.30a) 
Piadas Hg 
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A velocidade de fase u, e o comprimento de onda no guia são dados, respectivamente, por 


(12.31) 





A impedância intrínseca da onda para cada modo é obtida da equação (12.23), considerando (y = /B), 
como a seguir 


ou 


(12.32) 





onde 7 = Vu = impedância intrínseca de uma onda plana uniforme no meio dielétrico. Note as 
diferenças entre u', B'emn cu, Bem. As grandezas-linha são as características da onda se propagan- 
do no meio dielétrico não limitado pelo guia de onda, conforme discutido no Capítulo 10 (isto é, pa- 
ra o modo TEM), Por exemplo, w' seria a velocidade da onda se o guia de onda fosse removido e to- 
do o espaço fosse preenchido com o dielétrico. As demais grandezas são as características da onda 
no meio limitado pelo guia de onda. 

Conforme mencionado anteriormente, os inteiros m é n indicam o número de meios ciclos de se- 
nos ou cossenos existentes na seção reta x—y do guia. Assim, por exemplo, para um determinado ins- 
tante de tempo, a configuração de campo da Figura 12.4 representa o modo TM, . 


vista de frente vista de lado 





campo É 
-—— — campo H 





Figura 124 Configuração de campo para o modo TM,,. 


12.4 MODOS TRANSVERSAIS ELÉTRICOS (TE) 


Nos modos TE, o campo elétrico é transverso (ou normal) à direção de propagação da onda. Coloca- 
mos E, = O e determinamos as demais componentes de campo, E, E, H, H, e H., das equações 
(12.12) e (12.15) e das condições de fronteira, da mesma forma que foi feito para os modos TM. As 
condições de fronteira são obtidas a partir do fato de que as componentes tangenciais do campo elé- 
trico devem ser contínuas nas paredes do guia de onda, isto é, 
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E, =0 
EG =0 
E, =0 
E, =0 


em 


em 


em 


em 


y=0 
vy=b 
x=0 
x=a 


(12.33) 
(12.33b) 
(12.33c) 
(12.33d) 


A partir das equações (12.15) e (12,33), as condições de fronteira podem ser escritas como 





1H. 
“es 0 em y=0 (12.343) 
dy 
1H. 
Cs =0 em vy=b (12.34b) 
dy 
0H. 
É =0 em x=0 (12.340) 
dx 
1H. 
im = () em x=a (12.34d) 
dX 

















(12.35) 
onde H, = B,B,. As outras componentes de campo são obtidas facilmente das equações (12.35) e 
(12.15) como 
nT INTX nTy ; | 
E = ft (2X ) cos ( TE) sen (1) oo (12.363) 
Ho ND a b 
wu ÍmTA.. NX BAY —a- 
E, = = : (27) H, sen ( ] Cos (2a) Fel (12.36b) 
hº à a b 
RT PINTA FEV Rá 
Hi = (uz) H, sen ( ) cos (25) e” (12.360) 
hora a bh 
Y (nm TX AV, 
H.e==i—|H,cos|-—— |sen|/—— [pe * 12.36d 
E b E a ) b 


onde m = 0,1,2,3,..:en=0,1,2,3,.... Os parâmetros h e y permanecem como foram definidos 
para os modos TM, Novamente, os inteiros m e n indicam o número de meios ciclos de senos ou cos- 
senos existentes na seção reta x-y do guia. Por exemplo, a configuração de campo para o modo TE,, 
está apresentada na Figura 12.5. A frequência de corte f., o comprimento de onda de corte À,, a cons- 
tante de fase B, a velocidade de fase u, e o comprimento de onda À para os modos TE são iguais aos 
dos modos TM [veja as equações (12,28) a (12,31)]. 

Para os modos TE, (m, n) podem ser (0, 1) ou (1, 0) mas não podem ser (0, 0). Os índices m e n 
não podem ser zero ao mesmo tempo, pois Isto acarreta que as componentes de campo dadas pela 
equação (12.36) sejam zero. Isto implica que os modos de menor frequência de corte sejam o TE, 
ou o TE,,. dependendo dos valores de a e de b, os quais dão as dimensões do guia. É usual conside- 
rar à > 6, de tal maneira que la” < 1” na equação (12.28). Nestas condições, o modo TE,, é o de 

' 


reader a u 
frequência de corte mais baixa porque f. = Si 


e 
2b' 
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vista de frente vista de lado 
Ti/7=5 Víz 
Rd4 Di Vc O) 
NO) (E E) == E 
SNI a sentido de 
nº ref ME € ENG O HÊ, repgaçã 
EA to em, Rana o À, Se À A 








campo É 





= campo H 


Figura 12.5 Configuração de campo para o modo TE... 


Este modo é chamado modo dominante do guia de onda e é o de maior interesse prático. A frequên- 
cia de corte do modo TE, é obtida da equação (12.28), considerando (m = 1,n = 0), como 
f 
E 


re (12,37) 
2a 


e o comprimento de onda de corte do modo TE, é obtido da equação (12.29) como 


A =2a (12.38) 


Eq 
Da equação (12.28), note que a fregiiência de corte do modo TM, é 


u' le? 4 pj? 
Zab 


que é maior que a frequência de corte do modo TE,,. Dessa forma, o modo TM,, não pode ser consi- 
derado o modo dominante. 


O modo dominante é o modo com menor fregiiência de corte (ou com maior comprimento 
de onda de corte). 


É importante notar que qualquer onda EM com fregiiência f < Soy (OU À > A) não se propagará no 
guia de onda. 

A impedância intrínseca para os modos TE é diferente da impedância intrínseca para os modos 
TM. Da equação (12.36), fica evidente que (y = ;B) 


op 
B 


de = 2 
H 


ou 


(12.39) 
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Figura 12.6 Variação da impedância da onda com a frequência para os modos TM e TE, 


Das equações (12,32) e (12.39), note que mn, € My SãO puramente resistivas e que variam com a fre- 
quiência, conforme mostrado na Figura 12.6. Note, também, que 


re dim = 1º (12.40) 


As equações mais importantes para os modos TM e TE estão listadas na Tabela 12.1. 


TABELA 12.1 As equações mais importantes para os modos TM e TE 





Modos TM Modos TE 


Es = ca (==) E, Cos (me) sen (22) co Egs= Jor (==) Ha cos (=) sen (22) er 
trk a da b pó Mb a b 
o “j (52) E id (ezº) o (=) per RE om (==) Pe (2) Ei (==) pr 
Hb, d b poa “ | b 
TX HEVY so 
Es = E Sen (em) sen (2) ET Ess = 
Ha = = (=) E, sen (e Cos (25) er Ha = : ( Ho sen ms LAS 
Ha = E (==) E, COS (me) sen (2) e” Has JB (=) H. cos (===) sen (2) Er 
i té Na a b ; tb a b/ 





= 











Il 
o 





H.,=0 H., = H,cos (=) cos (=) pr 
: - “ b 
les e 

o NEM 
u mn E n 
t = (5) já 5) 
ME 
Ff Es 
= q" E E) 
g=Bli (£ 
Eur 
tp = "3 JA 
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Das equações (12.22). (12.23), (12.35) e (12.36), obtemos as configurações de campo para os 
modos TM e TE. Para o modo dominante TE, mm = len = O, Dessa forma, a equação (12.35) fica 


H., = H,cos (=) Pl (1241) 


No domínio do tempo, 
H. = Re (He!) 
ou 


H.=H, cos( E) cos(wt — Bz) (12.42) 


De forma similar, da equação (12.36), temos 


E, = so H, sen (2) sen(wt — Bz) (12.43a) 
Ba Tx | 

H, = mis H, sen Em sen(wt — Bz) (12.43b) 

E, = E, E H, | (12.430) 


A variação dos campos É e H com x no plano x-y, ou seja, o plano cos (wt — Bz) = 1 paraH. co pla- 
no sen (wt— Bz) = | para E ec H,, é apresentada na Figura 12.7 para o modo TE,,. As linhas de cam- 
po correspondentes estão apresentadas na Figura 12.8. 





Lui 





Figura 12.7 Dependência com x das componentes de campo para o modo TE. 
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vista de frente 


Ea 
a. 
nina 





Hit 
BRITO 
uu 
ta) 


vista de lado 


sentido de 
propagação 





propagação 


lt 1 N 
TOMO ça 
ECOIMCOT 


campo E 





—— — campo H 


Figura 12.8 Linhas de campo para o modo TE, 


Um guia de onda retangular com dimensões a = 2,5 cm e b = | cm deve operar abaixo de 15,1 GHz. 

EXEMPLO 12.1 é | a A 
Quantos modos TE e TM podem ser transmitidos pelo guia se o mesmo é preenchido com um meio 
caracterizado por o = 0, e = 4º, 4, = 1º Calcule as frequências de corte dos modos. 


Solução: 
A frequência de corte é dada por 





= 
ondea =2,5boua/b=25€ 
; Cc É 
H =" =— 
V Vus + 
Portanto, 
C a” 
js E né + ELA 


3 x 10º 3 = 
E = Vm' + 6,25nº 


“425X 109) 
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ou 
f..=3Vm + 6,25nº GHz (12.1.1) 


Procuramos por valores de f. | < 15,1 GHz. Uma maneira sistemática de fazer isto é fixarmos um 
dos índices, m ou n, e incrementarmos o outro até obtermos f. maior do que 15,1 GHz. Da equação 
(12.1.1), fica evidente que, fixando m e incrementando n, rapidamente obteremos uma f. | que é 
maior do que 15,1 GHz. 


Para o modo TE,, (m = 0,n = 1), fm = X2,5) = 7,5 GHz 
Para o modo TE,, (m = 0,n = E o Pa = 3(5) = 15 GHz 
Para o modo TE, ,f..= M7,5) = 22,5 GHz 


tã 


Desse modo, para f. | < 15,1] GHz, o valor máximo de n é n = 2. Agora fixamos n enquanto incre- 
mentamos mm até obtermosf. | maior do que 15,1 GHz. 


Para o modo TE, (m = 1,n = 0),f a = 3 GHz 
Para o modo TEsg, +, = 6 GHz 
Para o modo TEsg. f.,, = 9 GHz 


Para o modo TEugo. f.. = 12 GHz 


Para o modoTEso. f.., = 15 GHz (igual ao TES) 
Para o modo TE;o. f.. = 18 GHz. 


“Eul) 
isto é, para f... < 15,1 GHz, o valor máximo é m = 5. Agora que conhecemos os valores máximos 
de m e de n, podemos tentar outras combinações possíveis entre estes valores máximos. 


Para os modos TE, e TM,, (modos degenerados), f. = 347,25 = 8,078 GHz. 


TE». TMa. fe, = 3% 10,25 RE 9,6 GHz 
TE, TMap £.. = 345,25 = 11,72 GHz 


a] 


TE UMyaido, = 3 V 22,29 = 14,14 GHz 
TE», TM,2, f.. = 3W 26 = 15,3 GHz 


dk: 
Os modos cujas freqiências de corte são menores ou iguais a 15,1 GHz serão transmitidos, isto 
é, 1] modos TE e 4 modos TM (todos os modos referidos acima, exceto os modos TE,,, TM ., TE, 
e TE,;). As fregiências de corte para estes 15 modos estão ilustradas no diagrama de linhas da Figu- 
ra 12.9. 


FAGHz) 





TM li TM 2] TM; TM, 


Figura 12.9 Freguências de corte para um guia retangular com a = 2,56; referente ao Exemplo 12.1, 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 12.1 


Considere o guia de onda do Exemplo 12.1. Calcule a constante de fase, a velocidade de fase 
e a impedância da onda para os modos TE, e TM, na fregiiência de operação de 15 GHz. 


Resposta: Para o modo TE,, B = 615,6 rad/m, u = 1,531 X 10" m/s, ny; = 1924. Para o 
modo TM ,,, B = 529,4 rad/m, u = 1,78 x 10º m/s, yu = 158,8 82, 


Escreva as expressões gerais dos campos instantâneos para os modos TM e TE. Deduza as expres- 
sões válidas para os modos TE, e TM,.. 


EXEMPLO 12.2 


Solução: 
Às expressões instantâneas para os campos são obtidas das formas fasoriais usando 
E =Re(Ee”) e H=Re(He”) 


Aplicando estas igualdades às equações (12.22) e (12.23), enquanto trocamos y e /B, obtemos as se- 
guintes componentes de campo para os modos TM: 


B | mz (=) (22) 

E. = "4º | Éo COS sen [— | sen(wt — Bz 
* pla CE PR odio) sen(wot — Bz) 

5, = BI sc (2 cs (EE an = 
Poa E | VORA sen |——— 1 C08 | - g wt — Bz 
? hº b E [4 b : 

| max HT 
E. = E, sen (e) sen (12) cos(wt — z 


E e | Essa (em) os (22) sen(wt — Bz) 


we mm | Mx nTy 
H.== [| E, Cos ( ) sen (2) sen(wt — Bz) 
hola (4) bh 


H.=0 











= 
| 








De forma semelhante, para os modos TE, as equações (12.35) e (12.36) tornam-se 


tw HT | INTX RTV) 
E, = Fei ES Ha cos (ma) sen (2) sen(wt — bz) 
he | b a h 
| wo | MT INTX HETV 
E. = —— | H, sen cos | —— | sen(wt — Bz 
e [85 ) sen (2) my BRA 


8 |ma |: TX NTYy 
H, = -="=|——| Hastn |—— [cos | — | sen(or — Bz) 
hola RA b | 


H,= = Es Ho cos (a) sen (2) sen(w! — bz) 
2| b a E: 


| MNTX nTy | 
H. = H, cos (a) cos (2x) cos(wt — bz) 
, 








> 
II 
o 





EXEMPLO 12.3 


Para o modo TE,,. colocamos m = 0 en = | para obter 


a ER f 
hé la 
| H 


! y 
H, = E H, sen (2) sen(w! — [Bz) 
i 2 
H. = Ho cos (=) cos(wt — Bz) 
Para o modo TM ,., colocamos m = | en = 2 para obter 
Bim =) em) 
E =| == Es: A — | Sentw! — Dz 
> 21 a) 0 | sen |, | sen(wt — Bz) 
2 ! 27y 
E, = E (E) E, SEN (E) Cos (22) sen(wt — Bz) 
TX 27Y 
E. = E, sen (E) sen [e] cos(wt — bz) 
DE do) x Imv 
H, = . (22) E, sen (2) cos (2) sen(wt — Bz 


VE - dey 
H.= a (2) Es, cos (=) sen (2) sen(wt! — bz) 
+ q a [4 b 





onde 


EXERCÍCIO PRÁTICO 12.2 
Um guia de onda, de 5 cm por 2 em, preenchido com ar, tem 
E. = 20 sen 407 x sen 507y e * Vim 
a 15 GHz. 
(a) Qual é o modo que está se propagando? 
(b) Encontre f. 
(c) Determine E /E, 


Resposta: (a) TM, (b) 241,3 rad/m; (c) 1,25 tg 40x cotg 507. 


Em um guia de onda retangular, para o quala = 1,5 cm, b = 08ecm,0c=0,u=u ceo=de, 


H, = 2sen (2) Cos (2) sen (mr X 10! — Bz) Aim 
) 
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Determine: 

(a) o modo de operação; 

(b) a fregiiência de corte; 

(c) a constante de fase B; 

(d) a constante de propagação y; 


(c) a impedância intrínseca da onda m. 


Solução: 

(a) Pela expressão dada para H, e pelas expressões de campo do último exemplo, é evidente que 
m= |len= 3, istoé,o guia está operando no modo TM,, ou TE, Vamos supor que seja o modo 
TM,. (a possibilidade de ser o modo TE,, é deixada como exercício; veja o Exercício Prático 12.3). 




















(b) 
H = E 
Vuc Vub, ? 
Assim, 
Je 3 = = —a + Ê E ft, 
4 V [1,5 x 10“ [0,8 x 10 “Jr 
e Re a O ; | 
= 7 — (V 0,444 + 14,06) x 10" = 28,57 GHz 
(c) B = wV ue = [É — VE, [É] 
f c a 
w=2af=ax 0"! ou =" = s0GHz 


x x 10'!2) E] 
B = TO q] Ra) 1.718,81 rad/m 


(d) y = jB = j1.718,81/m 


(e) TIM, — 





EXERCÍCIO PRÁTICO 12.3 
Repita o Exemplo 12.3, supondo que o modo TE,, se propaga no guia. Determine as outras 
componentes de campo para este modo. 


Resposta: | f. = 28,57 GHz, 8 = 1.718,81 rad/m, q = jB. nr, = 229,69 0 


| 3 
E, = 2.584,1 cos [= ) sen (2) sen(wt — Bz) Vim 


3 à 
= 459,4 sen (E) cos (E) sen(wr — 82) V/m, E='0 


Il 


E, 


E 
| 


o Sa 
q Ui SÓ cos (=) sen (2) sen(wt — 8z) Aim 


= 
| 


| e 
:— — 1,96 cos (E) cos (E) cos (wt — 87) A/m 
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12.5 PROPAGAÇÃO DA ONDA NO GUIA 


O exame das equações (12.23) ou (12.36) mostra que todas as componentes de campo envolvem ter- 
mos de senos ou cossenos de (mz/a)x ou (na/b)y que multiplicam é *. Como 


Teca - Ren 
senf=—(e" — e! (12.44a) 
2 


Lo. ” 
cos 8 = te + e) (12.44b) 


uma onda dentro do guia de onda pode ser decomposta em uma combinação de ondas planas refleti- 
das nas paredes do guia. Por exemplo, para o modo TE ,,, 


Jopa TX do 
E == sen |— | e fé 
T a 





E o (glenta a e trata Eis (12.45) 
T 


cpa 
2 


[e AS moda) gt mxlBa)) 


O primeiro termo da equação (12.45) representa uma onda se propagando no sentido positivo de z 
com um ângulo 


0 = (=) (12.46) 


Ba 


com relação ao eixo z. O segundo termo da equação (12.45) representa uma onda se propagando no 
sentido positivo de z com um ângulo — 9. O campo pode ser representado pela soma de duas ondas 
planas TEM que se propagam ao longo de trajetórias em ziguezague entre as paredes do guia, situa- 
das em x = 0 cx = a, conforme ilustrado pela Figura 12.10(a). À decomposição do modo TE,, em 
duas ondas planas pode ser estendida a qualquer modo TE e TM. Desta decomposição, resultam qua- 
tro ondas planas quando n e m são diferentes de zero. 

A componente da onda na direção z tem um comprimento de onda diferente do comprimento das 
ondas planas. Este comprimento de onda ao longo da direção do eixo do guia é chamado de compri- 
mento de onda no guita e é dado por (veja Problema 12.13) 


=== (12.47) 


onde Nº = wtf. 

Como consegiência das trajetórias em ziguezague, temos três tipos de velocidades: a velocidade 
no meio w', a velocidade de fase u, e a velocidade de grupo u,. À Figura 12.10(b) mostra a relação en- 
tre as três velocidades. A velocidade no meio q” = 1/N pe Já foi explicada nas seções anteriores. A 
velocidade de fase u, é a velocidade na qual os pontos de mesma fase se propagam ao longo do guia 
e é dada pela equação (12.31), isto é, 


tp = E (12.48a) 


ou 





UE FTA (12.48b) 
cos 8 ste 
6] 
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EXEMPLO 12.4 









E 


trajetória 
da onda 


[lr 


Figura 12.10 (a) Decomposição do modo TE, em duas ondas planas: (b) relação entre mw, u eu. 


Isto mostra que u, = w', pois cos À= 1, Seu" = c, então u, é maior do que a velocidade da luz no vá- 
cuo. Isto viola a teoria da relatividade de Einstein, na qual sinais não podem ser enviados com velo- 
cidade maior que a da luz? Na verdade não, pois a informação (ou energia) em um guia de onda não 
se propaga com a velocidade de fase, mas sim com a velocidade de grupo u,, a qual precisa, neces- 
sariamente, ser menor do que a velocidade da luz. A velocidade de grupo u, é a velocidade com que 
a resultante das ondas planas, sucessivamente refletidas, se propaga ao longo do guia e é dada por 


(12.494) 





OM 


Up=uwcosd=ta/l- É (12.49b) 


Embora o conceito de velocidade de grupo seja relativamente complexo e esteja fora do escopo des- 
te capítulo, podemos dizer que a velocidade de grupo é essencialmente a velocidade de propagação 
da envoltória de um pacote de ondas de um grupo de freguências. A velocidade de grupo é a veloci- 
dade de propagação da energia no guia e é sempre menor ou igual a w”, Das equações (12.48) e 
(12.49), fica evidente que 


Uplg = 4" (12.50) 


Esta relação é semelhante à equação (12.40). Portanto, a variação de u, e u, com a frequência é se- 
melhante à apresentada na Figura 12.6 para 17,5. € Ty 


Um guia de onda retangular padrão, contendo ar e de dimensões a = 8,636 cm e b = 4318 cm, é ali- 
mentado por um cabo coaxial com uma portadora de 4 GHz. Determine se o modo TE,, irá se propa- 
gar. Se este for o caso, calcule a velocidade de fase e a velocidade de grupo. 

Solução: 


Para o modo TE, f. = u 2a. Como o guia de onda é preenchido com ar, u'= c=3 x 10º m/s. 
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Portanto, 
é dai 
f. ERES E 1,737 GHz 
2 X 8,636 X 10% 
Como f= 4 GHz > f., omodo TE ,, irá se propagar. 
TA SC O” 


p= E SS 
MLP Vi- (IA) 


= 3,33 x 10 m/s 


[Rs 9 é 101º 
u,="— = "2" = 2,702 X 108 m/s 
Ho 3,43x 10 


EXERCÍCIO PRÁTICO 12.4 
Repita o Exemplo 12.4 para o modo TM ,,. 


Resposta: 12,5 x 10º m/s: 7,203 x 10 m/s. 


12.6 TRANSMISSÃO DE POTÊNCIA E ATENUAÇÃO 


Para determinarmos o fluxo de potência no guia, vamos primeiro calcular o vetor de Poynting médio 
[da equação (10.68)|], 


| 
Pad = Re (E, x Hº) (12.51) 
Neste caso, o vetor de Poynting é na direção z, tal que 


| 
DP néd es 3 Re (E ia Ea. 


Eis ê + É va Ê 
— E | 
2m & 


(12.52) 


onde 7] = 1, para modos TE ou 1] = ny para modos TM. A potência média total que atravessa a se- 
ção reta do guia é: 


Pata = | Peg” dS 
: - : = 
[o ("Etr IES (12.53) 
dy dx 
2n 


*=0 “v=0 


A atenuação em um guia de onda com perdas é de importância prática. Até o momento em nossa 
análise, consideramos os guias de onda sem perdas (o = 0, 0, = =). Nesse caso, « = 0 € y = jB. Quan- 
do o meio dielétrico tem perdas (o + 0) e as paredes condutoras não são condutores perfeitos (o & =<), 
existe uma perda contínua de potência conforme a onda se propaga pelo guia. De acordo com as equa- 
ções (10.69) e (10.70), o fluxo de potência no guia é dado por 


Ba Ppo (12.54) 
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Para que haja conservação de energia, a taxa de decrescimento de P, ., deve ser igual à média tempo- 
ral da potência dissipada por unidade de comprimento P, , isto é, 


JP. 
ig cine E = ZuP med 
ds 
ou 
E (12.55) 
Cr e eo f j 
AE méd à 
Em geral, 
Qq=a. +aÁ, (12.56) 


onde a, e a, são as constantes de atenuação devido às perdas Ôôhmicas, ou por condução (0, + =) e 
devido às perdas no dielétrico (o * 0), respectivamente. 

Para determinar a, lembre que iniciamos com a equação (12.1), supondo um meio dielétrico sem 
perdas (o = 0). Para um dielétrico com perdas, precisamos incorporar em nossa análise o fato de que 
a * O. Todas as nossas equações se mantêm, exceto y = jB, que precisa ser modificada. Isto é obtido 
substituindo & da equação (12.25) pela permissividade complexa da equação (10.40). Dessa forma, 
obtemos 


(12.57) 





onde 


(12,58) 


A] 
[EM 


EB = mp = Em) 


Substituindo a equação (12.58) na equação (12.57) e elevando ao quadrado ambos os lados da equa- 
ção, obtemos 


2 E) E) E HT e HT - o) E 
v = Bai+2afbi=1 4) +) — one +joo 


Igualando as partes real e imaginária, 


a “a 
2 9 mT HT 2 
Og — Ba = (e ++ (==) — W uE (12.594) 
a b 
Zu Bi= opa ou q=-- (12.59b) 
284 
Assumindo que Oi <= Bs, o; E B5 = —Bi, tal que, da equação (12.59a), obtemos 





(om) 
(12.60) 


eve -(0) 


que é o mesmo B da equação (12.30). Substituindo a equação (12.60) na equação (12.59b), obtemos 


(12.61) 
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onde q' = W ue. 


A determinação de «, para modos TM, e TE,, é demorada e entadonha. Vamos, aqui, ilustrar o 


procedimento calculando x, para o modo TE ,,. Para este modo, existem somente os campos E,, He 
H.. Substituindo a equação (12.43a) na equação (12.53), obtemos 


a: EM i mn 
sa Sea (12.62) 
w ua Hd 
Prosa = 3 
dm 
A perda total de potência nas paredes por unidade de comprimento é 
P,=Prly-o+Prly-p+Prleo+ Pla (12.63) 


= MP, |s=0 ZE P, |x=0) 


pois a mesma potência é dissipada nas paredes y = De y = b,oux = Dex = a. Para a parede y = 0, 





2 ” 
P, |y=0 ss GE D | ra fe + IH) a| 

| 7=0 
a 2 


l Re 1 NX O oyo om 
=—R. Hj =="H sen — dx + | Ha cos” Ea (12.64) 
PRE a E a 








onde R, é a parte real da impedância intrínseca 1, das paredes condutoras. Da equação (10.56), 


R, = (12.65) 


| 
Ro) 
onde óé a profundidade de penetração pelicular. R, é a resistência superficial da parede que pode ser 
vista como a resistência de um condutor com uma seção reta de 1 m de largura por ôó de profundida- 
de e por | m de comprimento do material condutor, Para a parede x = 0, 


| b 
| 9, | dd 
P, E ritic 3 Re n | (LHE) | |x=0 = 3 KR, | Hs dy 
R o (12.66) 
Rb 
2 
Substituindo as equações (12.64) e (12.66) na (12.63), obtemos 
> a Bra” 
P,=RH, |» + “(1 + | (12.67) 


Finalmente, substituindo as equações (12.62) e (12.67) na equação (12.55), 


a] Bra” 
RHG E + (1 ig )| 27'n 


E ri 
w ua Hb 





(12.68a) 


E conveniente expressar a em termos de fe f.. Depois de alguma manipulação, obtemos, para o mo- 
do TE,,. 


(12.68b) 
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Seguindo o mesmo procedimento, a constante de atenuação, para os modos TE, (n + 0), pode ser ob- 
tida como 





e, para modos TM 


e TE 


2R, (bla) m + nº 
SEN E (12.70) 


TE Olajmê + 
bn' dé] 
É FE 





A constante de atenuação total o é obtida pela substituição das equações (12.61) e (12.69) ou (12.70) 
na equação (12.56). 


“12.7 CORRENTE E EXCITAÇÃO DE MODOS NO GUIA DE ONDA 


Tanto para os modos TM como para os modos TE, a densidade de corrente superficial K nas paredes 
do guia pode ser encontrada utilizando 


K=a,xH (12.71) 
onde a, é um vetor unitário perpendicular e para fora da parede e H é a intensidade de campo sobre 
a parede. Para a propagação do modo TE, o fluxo de corrente nas paredes do guia pode ser encon- 
trado utilizando a equação (12.71) com as equações (12.42) e (12.43). O resultado está esboçado na 


Figura 12.11. 
A densidade superficial de carga pç nas paredes é dada por 


ps=a,:D=a,:sÊ (12.72) 


onde E é a intensidade de campo elétrico nas paredes do guia. 


pis | Go 


Figura 12,11 Corrente superficial nas paredes do guia para o modo TE. 





EXEMPLO 12.5 
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(b) modo TE | 2 


Figura 12.12 Excitação dos modos no guia de onda retangular. 


Um guia de onda é normalmente alimentado ou excitado por um cabo coaxial ou por um outro 
guia de onda. Em geral, uma ponta de prova (condutor central de uma linha coaxial) é utilizada para 
estabelecer as intensidades de campo do modo desejado e obter a máxima transferência de potência. 
A ponta de prova é localizada de maneira a produzir campos E e H, que são aproximadamente para- 
lelos às linhas dos campos E e H do modo desejado. Por exemplo, para excitarmos o modo TE, ,, sa- 
bemos, da equação (12.434), que E, tem um valor máximo em x = a/2. Portanto, a ponta de prova é 
localizada em x = a/2, para que seja excitado o modo TE,,. como mostrado na Figura 12.12(a), on- 
de as linhas de campo são semelhantes às da Figura 12.8. De forma similar, o modo TM ,, é excitado 
pela colocação da ponta de prova ao longo da direção z, conforme mostrado na Figura 12.12(b). 


Um guia de onda retangular de dimensões a = 4cm e b = 2 cm, preenchido com ar, transporta ener- 
gia no modo dominante a uma taxa de 2 mW, Se a frequência de operação é 10 GHz, determine o 
valor de pico do campo elétrico no guia. 


Solução: 
O modo dominante para a > bé o TE,,. As expressões dos campos para este modo (m = 1,n = 0) 
estão na equação (12.36) ou (12.43), ou seja, 


TX we 
Er =0, Eys = —JEo sen (E) e dê: onde E,= E E 


ul 3X I6 


= = 3,154 GHZ 
Za  M4 x 10 9) 


f. = 


E 


“EEE 


= 406,7 Q 
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EXEMPLO 12.6 


Da equação (12.53). a potência média transmitida é 


b O E > B “EI 
Es ú Es 2 a 
Pé = HE dy=—> | dy | sen Ela 
2 Ê: a 
y=0 “r=0 “Ml 1% 0 





Portanto, 


» dnPa 4SAO6NDX2X 10 
2 = NPméa (406,7) RA LO = 4067 


ab ESC TO 
E, = 63,77 Vim 


EXERCÍCIO PRÁTICO 12.5 


No Exemplo 12.5, calcule o valor de pico HF, do campo magnético no guia sea = 2cmeb = 4 em, 
enquanto os demais dados se mantêm inalterados. 


Resposta: 63,34 mA/m. 


n 7 : A a ” 

Um guia de onda de cobre (0. = 5,8 X 10 S/m) operando em 4,8 GHz deve fornecer uma potência 

sê E ) * + E] 4 — 7 
mínima de 1,2 kW a uma antena. Se o guia é preenchido com poliestireno (o = 10 Sim, £ = 
2,55€,) e suas dimensões são a = 4,2 cm e b = 2,6 em, calcule a potência dissipada em 60 cm do 
guia, no modo TE ,,. 
Solução: 
Seja 


P,= potência perdida ou dissipada, 
P, = potência fornecida à antena, 
P, = potência de entrada no guia, 


talqueP =P+P. 
Da equação (12.54), 


Ea = (Pa E Pie 
Assim, 


Etr Ee sa 


UI 


P;= Pes) 


Precisamos, agora, determinar « a partir de 


= atra, 


Da equação (12.61), 
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Como a tangente de perdas é 


o gs 


—m— 


27 X 4,8 X 10º x [id 
E ; 367 
= 147 x 10 "<< | (meio elétrico sem perdas) 





X 2,55 


então, 





o dê SM. 
ER E =D = 936] 


| C i 
= =. = |879 x I0 m/s 


ct 1870. 10 
o DA 242010 








= 2,234 GHz 


OT x 236,1 





aq = 1,334 x 10" Np/m 


Para o modo TE,,, a equação (12.68b) fornece 








onde 
Se mtu |mX48X 10ºX 4x x 107 
“o gê 0. 5.8 x 10" 
= [,808 x 1077 Q 
Portanto, 








E 2.6[2,234 | 
2 x L808 x 1072[ 0,5 + | 
| 4, | 


2.234 | 
48 


O 





26 x 107* x 23614/1 - | 
= 4,218 x 10º Np/m 


313 


Note que «x, << o, 0 que mostra que a perda devido à condutividade finita das paredes do guia é mais 


importante do que a perda devido ao meio dielétrico. Dessa forma, 
e=ata= a =4,28x 10*Npim 
e a potência dissipada é 


P;=P, (e: - D=12X 10%(eISX10 *x06 - [j 
= 6,089 W 
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EXEMPLO 12.7 


EXERCÍCIO PRÁTICO 12.6 


Um guia de onda de bronze (o, = 1,1 x 10º mhos/m), de dimensões a = 4,2 cm e 
b = 1,5 cm, é preenchido com Teflon (s, = 2,6 € 0 = 198 mhos/m). A fregiência 
de operação é 9 GHz. Para o modo TE, ,;: 


(a) calcule qe q, 


(b) qual é a perda no guia, em decibéis, se o mesmo tem 40 em de comprimento? 


Resposta: (a) 1,206 x 10 Np/m; 1,744 x 10? Np/m; (b) 0,0606 dB. 


Faça um esboço das linhas de campo para o modo TM ,,. Obtenha as expressões instantâneas da den- 
sidade de corrente superficial para este modo. 


Solução: 


Do Exemplo 12.2, obtemos os campos para o modo TM, (m = 1,n = 1) como 


ce EN =) n) a 
E, = TA E, Cos E sen |, sen(w! — Bz) 
E, = E (2) E, sen (=) Cos (=) sen(wt — Bz) 
E. = E, sen (2) sen (2) cos(wt — Bz) 

[é] b 
we (m ax Ty 

Ho = — ê (=) E, sen (=) Cos (=) sen(w! — fz) 

a me EU ta AX Ed sy : mm, mr 
H, = á (3) E, COS ( E | sen [: ) sen(wt — Bz) 


H. 





I 
-— 


Para as linhas de campo elétrico, 


dy E, q (=) E (=) 
z—E— —— A voto |— 
a R Bela, Fl 


Para as linhas de campo magnético, 


dy HH. b (=) (=) 
nro 2. (44) Do É 
de HH. Ss Xau) Cb 


Note que (E /EXHB AH) = —1, o que mostra que os campos elétrico e magnético são mutuamente or- 
togonais. Isto pode ser observado na Figura 12.13, onde as linhas de campo estão esboçadas. 
A densidade de corrente superficial nas paredes do guia é dada por 


K = dy x H 4, Pai (A H,. 0) 


Emx=0,a,=a,K=H(O,y,z ta, isto é, 


K = a (2) E, sen (=) sen(wt — Baja. 


Emx=aa,=-a,K=-Hl(ayzta, 





Guias de Onda DE 515 


e -— campo H 


Ei 





ou 


K = e (2) E, Sen E) sen(wt — Boja. 


e 


Em y=0, a=a, KR = = H. (x; O, z, É) a. 


ou 
K = a (=) E, Sen (=) sen(wt — Brja. 
ho Ab d 


Emy=b,a,=-a,K=H (bata, 
ou 
WE m TX : 
K =— (2) E, sen (E) sen(w! — Bz)a. 
ho Ab a 


EXERCÍCIO PRÁTICO 12.7 





Faça um esboço das linhas de campo para o modo TE ,,. 


Resposta: veja a Figura 12.14. A intensidade do campo em cada ponto é indicada pela 
densidade de linhas de força. O campo é mais forte (ou mais fraco) onde as 
linhas estão mais próximas (ou mais afastadas). 


12.6 RESSONADORES DE GUIA DE ONDA 


Ressonadores são usados, fundamentalmente, para armazenamento de energia. Em altas frequências 
(100 MHz e acima), os circuitos RLC ficam imeficientes quando usados como ressonadores porque 
as dimensões do circuito são comparáveis ao comprimento de onda de operação e, consequentemen- 
te, ocorre irradiação de energia, o que é indesejado. Portanto, em altas fregiiências, os circuitos REC 
ressonantes são substituídos por cavidades ressonantes. Estas cavidades ressonantes são usadas em 
válvulas klystron, filtros passa-faixa e em ressonímetros (usado na medida de frequência em mi- 
croondas). O forno de microondas consiste basicamente de uma fonte de alimentação de energia, um 
alimentador de guia de onda e uma cavidade-forno. 

Consideremos a cavidade retangular (ou caixa condutora fechada) mostrada na Figura 12,15. No- 
tamos que a cavidade é simplesmente um guia de onda retangular com as extremidades fechadas. Lo- 
go, esperamos obter ondas estacionárias e também modos de propagação de onda TE e TM. Depen- 
dendo de como a cavidade é excitada, a onda pode se propagar nas direções x, y ou z. Vamos esco- 
lher +z como sendo a “orientação de propagação da onda”. Na realidade, não há onda se propagan- 
do. Em seu lugar, temos ondas estacionárias. Lembramos, da Seção 10.8, que uma onda estacionária 
é a combinação de duas ondas se propagando em sentidos opostos. 
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Figura 12.15 Cavidade retangular. 





A. Modo TM em z 
Para este caso, H, = O e assumimos que 
EX, 57) = AO) Hey) Mz) (12.73) 


seja a solução-produto da equação (12.1). Seguimos o mesmo procedimento realizado na Seção 12.2 
e obtemos 


NX) = cicoskx + cosenkx (12.74a) 
Hoy) = cacosky + cysenky (12.74b) 
Z(z) = cs cos kz + co sen k.z (12.740) 
onde 

P=R+B+EÊ=wpe (12.75) 

As condições de fronteira são: 
E. =0 em x=0a (12.76a) 
E. =0 em y=0,b (12.76b) 
E, =0,E,=0 em z=0,c (12.76) 


Conforme mostrado na Seção 12.3, as condições nas equações (12.7a,b) ficam satisfeitas quando 
cj 0= te 


RE = (12.77) 


onde m = 1,2,3,...,n= 1,2,3,.... Para impor as condições da equação (12.76c), notamos que a 
equação (12.14) (com H., = 0) fornece 


jweE, = A (ms E di) (12.78) 
Jo N dz” dz dx 


De forma semelhante, combinando as equações (12.134) e (12.13d) (com H., = 0) resulta em 


| | (9 E, dE, o. 
jJusE,, = — (: rd E 2) (12.79) 
—jwul dv dz A 








Das equações (12.78) e (12.79), fica evidente que a equação (12.76c) é satisfeita se 


DE. 
e = () em z= O, É (12.80) 
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Isto implica que c, = Ve sen k.. = O = sen py. Portanto, 


(12.81) 


onde p = 0,1,2,3,.... Substituindo as equações (12.77) e (12.81) na equação (12.74), obtemos 


NTX HIV paz 
E.. = E,sen|/—— | sen Cos | 
d bh C 


(12.82) 





onde E, = c,c,c,;. ÀS outras componentes dos campos são obtidas das equações (12.82) e (12.13). A 
constante de fase 8 é obtida das equações (12.75), (12.77) e (12.81) como 


fi=Ê'= | y Edi X E, (12.83) 


U b Ú 


> q E Pr + E . 
Como 5º = w' ue, obtemos, da equação (12.83), a fregiiência de ressonância fr, 





21/, = W, = VE = Bu 


ou 





(12.84) 
(12.85) 
Da equação (12.84), notamos que o modo TM de menor ordem é o TM, o 
B. Modo TE em z 
Neste caso, E, = De 
H.;= (bycoska + b, sen kb cos ky + by sen k,y) (12.86) 


(bs cos kz + sen kz) 


As condições de fronteira na equação (12.76c), combinadas com a equação (12.13), fornecem 


H. = 0 em z=0,c (12.87) 
2H. 
e =0 em x=04 (12.87b) 
DX 
dH.., 
——— = () em v=0,b (12.87c) 


dy 
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EXEMPLO 12.8 


Impondo as condições da equação (12.87) na equação (12.86), da mesma maneira que fizemos para 


PTE 
C 


o modo TM em z, obtém-se 


(12.88) 





ondem = 0,1,2,3...,n=0,1,2,3... ep = 1,2,3,...As outras componentes dos campos podem 
ser obtidas das equações (12.13) e (12.88). A fregiiência de ressonância é a mesma da equação (12.84), 
com a exceção de que m ou n (não ambos ao mesmo tempo) não pode ser zero para os modos TE. A 
razão pela qual m e n não podem ser zero ao mesmo tempo é que as componentes de campo serão ze- 
ro se esses índices forem zero. O modo que tem a menor frequência de ressonância para um determi- 
nado tamanho da cavidade (a, b, c) é o modo dominante. Se a > b < e, então I/a < 1/b > Ife e, por- 
tanto, o modo dominante é o TE,,,. Note que, para a > b < c, a fregiiência de ressonância do modo 
TM,,q é maior do que a freqiiência do modo TE,,,. Assim, o modo TE,,, é o modo dominante. Quan- 
do modos diferentes têm a mesma frequência de ressonância, dizemos que os modos são degenerados. 
Um dos modos irá predominar sobre os outros, dependendo de como a cavidade é excitada. 

Uma cavidade ressonante prática tem paredes de condutividade finita o, e é, portanto, dissipado- 
ra de energia. O fator de qualidade O é uma maneira de se determinar esta perda. 


O fator de qualidade é também uma medida da largura de banda da cavidade ressonante. 


O fator de qualidade pode ser definido como 


média temporal da energia armazenada 


= dq - 
Q E perda de energia por ciclo de oscilação 
W W 7 
= 27: PT = 4 P, (12.89) 
EP Ê 


onde TF = 1/f = período de oscilação, P, é a média temporal da perda de potência na cavidade e W é 
a média temporal da energia total armazenada nos campos elétrico e magnético da cavidade. O fator 
O, para uma cavidade ressonante é, em geral, muito alto se comparado com o de um circuito resso- 
nante RLC. Seguindo um procedimento semelhante ao usado na obtenção de «a na Seção 12.6, pode 
se mostrar que o fator de qualidade para o modo dominante TE,,, é dado por” 


(é + cabe 


Orr = (12.90) 





| 
onde ô = NGC é a profundidade de penetração pelicular nas paredes da cavidade. 
ThotoO. 


Uma cavidade ressonante preenchida com ar, com dimensões a = 5 cm, b = d4cme c = 10 cm, é fei- 
ta de cobre (9, = 5,8 X 10 mhos/m). Encontre: 

(a) os cinco modos de ordem mais baixa; 

(b) o fator de qualidade para o modo TE. 

Solução: 


(a) A freqiiência de ressonância é dada por 





“ Para a prova. veja S. V. Marshall e G. G. Skitek, Electromagnetic Concepts and Applications, 3rd ed. Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 1990, p. 440-442. 
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onde 





Portanto, 









aim 





Je e — H e ==) + E =) 
2 L5 x 10 € 4x 10 € IO x 10 € 


Comoc>a=>boul/e< l/a<l/b,omodo de menor ordem é o TE,,. Note que os modos TM ,,, 
e TE, Não existem, poism = 1,2,3,...n= 1,2,3,...ep = 0,1,2,3,... para os modos TM e 
m=0,1,2,..,n=0,1,2,...ep = 1,2,3,... paraos modos TE, A fregqiiência de ressonância pa- 
ra o modo TE, é 





fi. = 150,04 + 0 + 0,01 = 3,335 GHz 
O modo seguinte é o TE, (0 modo TM,, não existe), com 
£.. = 150 + 0,0625 + 0,01 = 4,04 GHz 
O modo seguinte é o TE, (0 modo TM ,,, não existe), com 
Li. = 15V0,04 + 0 + 0,04 = 4,243 GHz 
O modo seguinte é o TM, (0 modo TE, não existe), com 
fi = 15V/0,04 + 0,0625 + O = 4,8 GHz 
Os dois modos seguintes são o TE, e o TM,, (modos degenerados), com 
£... = 15V0,04 + 0,0625 + 0,01 = 5,031 GHz 
O modo seguinte é o TM, com 


fi = 150,04 + 0 + 0,09 = 5,408 GHz 


Portanto, os cinco modos de menor ordem, em ordem crescente, são: 


TE,oj (3,35 GHz) 
TEoii (4,04 GHz) 
TEjq (4,243 GHz) 
TM, LO (4,8 GHz) 


TE; ou TM,Á (5,031 GHz) 


(b) O fator de qualidade para o modo TE, é dado por 


l (a? + E abc = 
bt +) + ada + c)] 
o (25 + 100) 200 x 10 ? 
— S[8(125 + 1.000) + 50(25 + 100)] 


Ore = 





m(3.35 X 10)47 X 107 (5,8 X 107) 
61 
= 14,358 
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RESUMO 


EXERCÍCIO PRÁTICO 12.8 


Se a cavidade ressonante do Exemplo 12.8 é preenchida com um material sem perdas (u, = 1, 
E, = 3), encontre a fregiiência de ressonância f e o fator de qualidade para o modo TE. 


Resposta: 1,936 GHz; 1,093 x 10. 


1. 


8. 


Guias de onda são estruturas utilizadas para guiar ondas EM em altas fregiiências. Supondo um 
guia retangular sem perdas (0. = , o = 0), aplicamos as equações de Maxwell na análise da pro- 
pagação de uma onda EM no interior do guia. A equação diferencial parcial resultante é resolvida 
usando o método de separação de variáveis. Aplicando-se as condições de fronteira nas paredes do 
guia, obtém-se as equações básicas para os diferentes modos de propagação no mesmo. 

Os modos TM, e TE,,, onde m e n são inteiros positivos, são diferentes configurações de cam- 
po que podem se propagar no guia. Para modos TM, m = 1,2,3,..,en = 1,2,3,...;e para mo- 
dos TÊE.m=0,1,2,...en=0,1,2.....comn = mx0. 

Cada modo de propagação tem uma constante de propagação e uma frequência de corte associa- 
dos. A constante de propagação y = e + /B não depende só dos parâmetros constitutivos do meio 
(e, 1, 0), como no caso das ondas planas no espaço ilimitado, mas depende também das dimen- 
sões da seção reta do guia (a, b). A frequência de corte é a frequência na qual y deixa de ser um 
número puramente real (atenuação) e passa a ser um número puramente imaginário (propaga- 
ção). O modo de operação dominante é o de menor frequência de corte possível. Se a > 6,0 mo- 
do dominante é o TE, ,. 

As equações básicas para os cálculos da frequência de corte f., da constante de fase e da velo- 
cidade de fase w estão apresentadas na Tabela 12.1. Também são fornecidas fórmulas para o cál- 
culo da constante de atenuação devido ao meio dielétrico com perdas e devido às paredes con- 
dutoras imperfeitas. 

A velocidade de grupo (ou velocidade de fluxo de energia) uu, está relacionada com a velocida- 
de de fase de propagação da onda U, POr 


E 
Holt o = 


onde u' = 1/ Vus é a velocidade de propagação da onda no meio limitado pelas paredes do 
guia. Embora w, seja maior do que 1º, 4, não excede ur, 

O modo de operação para uma determinado guia é definido pelo método de excitação. 

Uma cavidade ressonante de guia de onda é usada para armazenamento de energia em altas fre- 
quiências. Ela não é nada mais do que um guia de onda fechado em suas duas extremidades. Por- 
tanto, a sua análise é semelhante à do guia de onda. As frequências de ressonância para os 
modos TE e TM em z são dadas por 





Para modos TM, m = 1,2,3,..,n= 1,2,3,...ep = 0,1,2,3,...;e para modos TE, m = 0,1, 
243, ,hn=0,1,2,3,...0cp= 1,2,5,..,comm=nH0.5c]> b,eb< comodo dominan- 
te (o de menor frequência de ressonância) é o TE. 

O fator de qualidade, que é uma medida da perda de energia na cavidade, é dado por 


0 W 
= j— 
Pr 
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OD O SED E NANETTO) 


12.1 


12.2 


12.3 


12.4 


12.5 


12.6 


12.7 


Em fregiiências de microondas, preferimos os guias de ondas às linhas de transmissão para trans- 
portar energia EM por todas as razões que seguem, com a exceção de: 

(4) as perdas nas linhas de transmissão são proibitivamente elevadas; 

(b) os guias de onda têm largura de banda maior e atenuação de sinal menor; 

(c) as linhas de transmissão tem maiores dimensões que os guias de onda; 


(d) as linhas de transmissão suportam somente o modo TEM. 
Uma onda evanescente ocorre quando: 


(a) uma onda é atenuada, ao invés de se propagar; 

(b) a constante de propagação é puramente imaginária; 

(c) m = 0= n,de tal maneira que todas as componentes de campo se anulam; 
(d) a freqiiência da onda é igual à frequência de corte. 

Para guias retangulares, o modo dominante é: 

(a) TE, 

(b) TM, 

(c) TE, 

(d) TE 


O modo TM ,, pode existir em um guia retangular. 


(a) Verdadeiro 

(b) Falso 

No modo TE, quais das seguintes componentes de campo existem? 
(a) E, 

(b) E, 

(c) E. 

(dy HH, 

(e) H, 


Em um guia de onda retangular, para o qual a = 26, a fregiiência de corte do modo TE,, é 12 GHz, 
A fregiliência de corte do modo TM, é: 


(a) 3 GHz 
(b) 3/5 GHz 
(c) 12 GHz 
(d) 645 GHz 


(:) Nenhuma delas 


Se um túnel tem seção reta de 4 m por 7 m, um carro no túnel não receberá sinais de rádio AM (por 
exemplo, f= 10 MHz). 


(a) Verdadeiro 
(b) Falso 
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PROBLEMAS | 


12.8 


12.9 


12.10 


Quando o campo elétrico é máximo em uma cavidade ressonante, a energia magnética estará: 


(a) em seu valor máximo; 
(b) a 2 do seu valor máximo: 


| ] 
(ci a —= do seu valor máximo; 


Va 


(dj) a 1/2 do seu valor máximo; 


(2) Zero. 


Qual dos seguintes modos não existe em uma cavidade ressonante retangular? 


(a) TE, 

(b) TE, 

(c) IM jo 

(d) TM, 

Quantos modos dominantes degenerados existem em uma cavidade ressonante retangular, para a 
quala =b=e? 


(a) O 
(b) 2 
(E) 3 


(e) 


Respostas: 12.lc; 12.2 a; 12.3d; 12.4b; 12.5 bd; 12.6 b; 12.7 a; 12.8€; 12.94; 12.10€. 


12.1 


12.2 


12.3 


12.4 


12.5 


12.6 


(a) Mostre que um guia de onda retangular não suporta os modos TM ,, e TM,,. 

(b) Descreva as diferenças entre os modos TE, eTM,.. 

Um guia de onda de 2 cm por 3 cm é preenchido com um material dielétrico, com £, = 4. Se o guia 
opera a 20 GHz no modo TM ,. determine: (a) a frequência de corte; (b) a constante de fase; (c) a 
velocidade de fase. 


Um guia de onda de | cm X 2 em é preenchido com água deionizada, com £ = 81. Se a lregiiên- 
cia de operação é de 4,5 GHz, determine: (a) todos os modos que podem se propagar € suas fre- 
quências de corte; (b) a impedância intrínseca do modo de freguência de corte mais alta; (C) à ve- 
locidade de grupo do modo de freguência de corte mais baixa. 


Projete um guia de onda retangular com uma razão de 3 para 1 em suas dimensões, para ser usado 
na banda k (18 — 26,5 GHz). Suponha que o guia é preenchido com ar. 


Um túnel é modelado como um guia de onda retangular metálico, preenchido com ar, com dimen- 
sõesdea=8meb= l6m. Determine se o túnel transmite: (a) um sinal de radiodifusão em AM 
de 1,5 MHz; (b) um sinal de radiodifusão em FM de 120 MHz. 


Em um guia retangular preenchido com ar, a frequência de corte do modo TE,, é 5 GHz, enquan- 

to que a do modo TE,, é 12 GHz. Calcule: 

(a) as dimensões do guia; 

(b) as frequências de corte dos três modos seguintes; 

(c) a fregiiência de corte para o modo TE, no caso de o guia ser preenchido com um material sem 
perdas, que tem « = 2,25 ep, = 1. 


12.7 


12.5 


12.9 


12.10 


12. 


12.12 


12.13 


12.14 


12.15 


12.16 


12.17 
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Um guia de onda retangular oco preenchido com ar tem 150 metros de comprimento e é fechado 
em sua extremidade por uma chapa metálica. Se um pulso curto de 7,2 GHz é introduzido em sua 
entrada, calcule o tempo necessário para que o pulso retorne à entrada do guia. Suponha que a fre- 
quência de corte do guia seja 6,5 GHz. 


Calcule as dimensões de uma guia de onda preenchido com ar, para o qual as frequências de corte 
dos modos TM,, e TE, são, ambas, iguais a 12 GHz. Determine se o modo dominante irá se pro- 
pagar ou evanescer na fregiiência de 8 GHz. 


Um guia retangular preenchido com ar tem seção reta com dimensões a = Gcme b = 3 em. Dado 
que 





27x 3ry 5 
E. = 5 sen a) sen =) cos (10! — 87) Vim 
Va 


calcule a impedância intrínseca e o fluxo médio de potência para este modo no guia, 


Em um guia de onda preenchido com ar, um modo TE operando a 6 GHz tem 


E, = 5 sen(2mx/a) cos(mrv/b) sençot — 127) Vim 


Determine: (a) o modo de operação; (b) a frequência de corte; (c) a impedância intrínseca: (d) H.. 


Em um guia de onda retangular preenchido com ar, com a = 2,286 eme b = 1,016 cm, a compo- 
nente y do modo TE é dada por: 


E, = sen(2mx/a) cos(3m7y/b) sen(10m x 10!"y — Bz) Vim 
Encontre: (a) o modo de operação; (b) a constante de propagação %y; (c) a impedância intrínseca 7. 
Obtenha a equação para a potência média transmitida pelo guia para o modo TM ,.. 


(a) Mostre que, para um guia retangular, 


E A 


(b) Calcule u, e À para os modos TE,, e TE, em um guia de onda preenchido com ar, com a = 2h 
= 2,5 em, operando em 20 GHz. 


Um guia de onda retangular preenchido com ar, de | cm X 3 cm, opera no modo TE, em uma fre- 
quência que está 20% acima da frequência de corte desse modo, Determine: (a) a frequência de 
operação; (b) as velocidades de fase e de grupo. 


Um transmissor de microondas está conectado a uma antena por um guia de onda preenchido com 
ar, de seção reta de 2,5 cm X 1 cm. Para transmissão a 11 GHz, encontre a razão entre (a) a velo- 
cidade de fase e a velocidade de propagação no meio e (b) a velocidade de grupo e a velocidade de 
propagação no meio. 


Um guia retangular é preenchido com polietileno (£ = 2,25€,) e opera em 24 GHz. Se a fregiiên- 
cia de corte de um certo modo TE é 16 GHz, encontre a velocidade de grupo € a impedância intrin- 
seca do modo, 


Um guia de onda retangular com a seção reta mostrada na Figura 12.16 tem uma descontinuidade 
dielétrica. Calcule a razão de onda estacionária, sabendo que o guia opera a 8 GHz no modo domi- 
nante. 
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*12.18 


12.19 


12.20 


12.21 


12.22 


12.23 


A análise do guia de onda cilíndrico requer a solução da equação escalar de Helmholtz em coorde- 
nadas cilíndricas, Isto é, 


VE, + KE.,=0 
OM 


do 





[a JE. | 0 E. JE, 
a - =) +52 + CE PE,=0 
p dp 


o” dd az 
Supondo que a solução-produto, 


Edo, &,2)= K(p) P(6) Zlz) 


demonstre que a equação é separada nas três equações seguintes: 





DT -pRZ= 
d+ D=0 
PR +pR' + ko -K)R=0 
onde 
ko = + k 
Para o modo TE,,. 
Es = Ho sen(ayib)e E,  Eç=0 
bh” 
Encontre PE Pu: 


Um guia de onda, de | em X 2 em, é feito de cobre (0, = 5,8 x 10º S/m) e é preenchido com um 
material dielétrico, para o qual e = 2,68, 4 = g,€0,= 10 S/m. Se o guia opera a 9 GHz, calcu- 
le q, e «x, para os modos (a) TE, e (b) TM, .. 


Um guia de onda quadrado, de 4 cm de lado, é preenchido com um dielétrico, cuja permissividade 
complexa é £ = 162 (1 -j10 “e é excitado no modo TM,,. Se o guia opera a 10% acima da fre- 
quência de corte, calcule a atenuação a. Que distância a onda pode se propagar pelo guia antes 
que sua amplitude seja reduzida de 20%? 


se as paredes do guia do problema anterior forem feitas de bronze (0, = 1,5 x 10" S/m), encontre 
a. e a distância para a qual a onda é atenuada de 30%. 


Um guia retangular, com a = 2b = 4,8 em, é preenchido com teflon, com £, = 2.11 e uma tangen- 
te de perdas de 3 x 10 e Suponha que as paredes do guia sejam recobertas de ouro (9, = 4,1 x 
10" Sm) e que uma onda de 4 GHz se propague no modo TE, Encontre: (a) « . (b) O. 


Es 


2,3 em Hai Bs 





5 em 


Figura 12.16 Referente ao Problema 12.17. 
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Um guia retangular de bronze (0, = 1,37 x 10º S/m), com dimensões de a = 2,25 cmneb= 1,5 
em, opera no modo dominante na frequência de 5 GHz. Se o guia é preenchido com teflon (gu, = 
1,5, = 2,1,0 = 0), determine: (a) a frequência de corte para o modo dominante; (b) a constante 
de atenuação devido às perdas nas paredes do guia. 


Mostre que a constante de atenuação «,. para o modo TE, em um guia de onda quadrado, é míni- 
ma quando f = 2,962 f. 


A constante de atenuação para modos TM é dada por 





Em que fregiiência o será máxima? 


Mostre que, para o modo TE em z, para uma cavidade retangular 


o) INT HUTA Tv TZ 
E = ch (2) sen( cos( E) sen(2ES) 
hr a: la b c 


Para uma cavidade retangular, mostre que 


Ho = je (=) E, sen( 228) cos( 2x) cos( PE) 
ho xd « b É 


para o modo TM em z. Determine E. 








Encontre H,. 











Qual é o modo dominante em uma cavidade ressonante retangular quando: 

(a) a<b<e. 

(b) a>b>c. 

(c)a=c>b. 

Para uma cavidade retangular preenchida com ar, com dimensões q = 3 cm, b = 2emec = dem, 


determine as frequências de ressonância para os seguintes modos: TE,,,. TE,» [M,,e TM, Lis- 
te as fregiiências de ressonância em ordem crescente. 


Uma cavidade ressonante retangular tem dimensões a = 3 cm, b = 6Gemec=9em, Se ela é 


preenchida com polietileno (s = 2,5 £,). encontre as frequências de ressonância dos cinco modos 
de menor ordem, 


Uma cavidade cúbica preenchida com ar opera na fregiiência de ressonância de 2 GHz quando ex- 
citada no modo TE... Determine as dimensões da cavidade. 


. ET + E) 1 
Uma cavidade cúbica preenchida com ar tem lado de 3,2 em e é feita de bronze (0, = 1,37 X 10 
S/m). Calcule: (4) a fregiiência de ressonância para o modo TE, (b) o fator de qualidade para es- 


te modo. 


Projete uma cavidade ressonante cúbica preenchida com ar para que a fregiiência de ressonância 
do modo dominante seja 3 GHz. 


Uma cavidade cúbica preenchida com ar, de 10 cm de lado, tem 


E = 200 sen 30xx sen 307y cos 6 X 10ºra. Vim 


Encontre H. 
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ANTENAS 


Os dez mandamentos do sucesso são: 
1. Trabalhar duro: trabalhar duro é o melhor investimento que um homem pode fazer. 
2. Estudar com afinco: o conhecimento permite a um homem trabalhar de forma mais inteli- 
gente e eficaz. 
3. Ter iniciativa: a rotina geralmente termina no túmulo, 
4. Amar o seu trabalho: assim, você encontrará prazer em realizá-lo. 
5. Ser exato: métodos inexatos levam a resultados inexatos. 
6. Ter o espírito da conquista: assim, você pode lutar com sucesso e vencer as dificuldades. 
7, Cultivar a personalidade: a personalidade é para o homem o que o perfume é para as flores, 
8. Ajudar a e dividir com os demais: o teste real da grandeza de um negócio está em criar opor- 
tunidade para outras pessoas. 
9. Ser democrático: a menos que você seja correto com seus companheiros, você nunca pode- 
rá ser um lider de sucesso. 
10. Dar o melhor de si em todos os momentos: a pessoa que deu o melhor de si fez tudo. A pes- 
soa que não deu todo o seu melhor, não fez nada. 
— CHARLES M. 5CHWAB 


13.1 INTRODUÇÃO 


Até o momento, não nos perguntamos como as ondas EM são produzidas. Lembre que as cargas elé- 
tricas são as fontes dos campos EM. Se as fontes variam com o tempo, ondas EM se propagam para 
longe das fontes e diz-se que ocorreu irradiação. A irradiação pode ser pensada como um processo de 
transmissão de energia elétrica. A irradiação, ou a emissão de ondas eletromagnéticas no espaço, é 
obtida, de forma eficiente, com a ajuda de estrutura condutoras ou dielétricas chamadas de antenas. 
Teoricamente, qualquer estrutura pode irradiar ondas EM, mas nem todas o farão de forma eficiente. 

Uma antena pode também ser vista como um transdutor usado para casar a linha de transmissão 
ou guia de onda (usados no guiamento da onda a ser emitida) ao meio circundante, ou vice-versa, À 
Figura 13.1 mostra como uma antena é utilizada para obter o casamento entre a linha ou guia e o 
melo. À antena é necessária por duas razões principais: melhorar a eficiência de irradiação e o casa- 
mento de impedâncias, visando minimizar reflexões. A antena usa, ou a corrente e a tensão de uma 
linha de transmissão, ou campos EM de um guia de onda para emitir uma onda EM no meio. Uma 
antena pode ser usada tanto para transmitir como para receber energia EM. 
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ondas EM 


gerador linha de transmissão ] 
antena 


meio circundante 





Figura 13.1 A antena como um dispositivo de casamento entre a estrutura de guiamento é o meio circundante. 


Algumas antenas típicas são apresentadas na Figura 13.2. A antena dipolo, da Figura 13.2(a), con- 
siste de dois fios retos alinhados ao longo do mesmo eixo. À antena em anel, da Figura 13.2(b), con- 
siste de uma ou mais espiras de fio, A antena helicoidal, da Figura 13.2(c), consiste de um fio na for- 
ma de um helicóide com um plano terra em sua parte traseira. As antenas da Figura 13.2(a-c) são cha- 
madas antenas de fio e são utilizadas em automóveis, prédios, acronaves, navios, etc. À corneta pi- 
ramidal, da Figura 13.2(d), exemplo de uma antena de abertura, é uma seção de um guia de onda que 
se alarga, formando uma transição entre o guia de onda e o meio circundante. Como seu plano de saí- 
da pode ser adaptado, convenientemente, a superfícies planas, ela é útil em muitas situações práticas, 
como, por exemplo, em aeronaves. O refletor parabólico, da Figura 13.2(e), utiliza o fato de que as 
ondas EM são refletidas por uma chapa condutora. Quando o refletor parabólico é usado como ante- 
na transmissora, uma antena alimentadora, tal como um dípolo ou uma corneta, é colocada no foco 
da parábola. A irradiação desta fonte é refletida pelo refletor (atuando como um espelho), o que re- 
sulta em um feixe paralelo. Antenas de refletor parabólico são usadas em comunicações, radares e as- 
tronomia. 

O fenômeno da irradiação é bastante complicado, razão pela qual atrasamos intencionalmente a 
sua discussão para este capítulo. Não pretendemos abordar na sua totalidade a teoria das antenas. A 
nossa discussão será limitada aos tipos básicos de antenas, como o dipolo de Hertz, o dipolo de meia 
onda, o monopolo de quarto de onda e a antena em anel pequena. Para cada um destes tipos de ante- 
nas, vamos determinar os campos de irradiação através do seguinte procedimento: 


1. Selecionar um sistema de coordenadas apropriado e determinar o potencial magnético veto- 
rial A, 
2. Calcular H usando B = ugH = V X A 


1 





: : ) 
3. Determinar E a partir de V x H =: a 


Li 


ouE = 9H X a,. supondo um meio sem perdas 
(o = 0). 
4. Encontrar o campo distante e determinar a potência média no tempo irradiada usando 


l 
Bi | Préd “ds, onde Préd E 2 Re (E, x Hº) 


Note que, ao longo deste capítulo, P. é o mesmo P 


méd 


da equação (10.70). 
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— 
A 


(a) dipolo (b) anel 





(c) helicondal 
(d) cometa piramidal 


dipolo 
irradiador 


alimentador refletor 


coaxial 





(el refletor parabólico 


Figura 13.2 Antenas típicas. 


13.2 DIPOLO HERTZIANO 


Entende-se como um dipolo hertziano um elemento de corrente infinitesimal F dt. Embora tal ele- 
mento de corrente não exista na realidade, ele serve como elemento básico, a partir do qual o campo 
de antenas usadas na prática pode ser calculado por integração. 

Considere o dipolo hertziano mostrado na Figura 13.3. Assumimos que o mesmo está localizado 
na origem de um sistema de coordenadas e que a corrente é uniforme (independente da posição con- 
siderada ao longo do dipolo), ! = [ cos wt. Da equação (9.54), o potencial magnético vetorial com 
retardo no ponto P, devido ao dipolo, é dado por 


Pe atá id (13.1) 
dar 
onde [f] é a corrente com retardo, dada por 
r | 
[1] = Iocosw Ç = ) = [o cos (wt — Br) (132) 


= Re [1,288] 
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Figura 13.3 Um dipolo hertziano percorrido por uma corrente | = [cos ut. 


onde 8 = lu = 27/h e u= [Vgye. A corrente é dita com retardo no ponto P porque existe um 
atraso devido ao tempo de propagação 1/4, ou atraso de fase Br, do ponto O ao ponto P. Substituin- 
do a equação (13,2) na equação (13.1), podemos escrever A na forma fasorial como 

o lol 


FR gTiêr (13.3) 


Aos 


Transformando este vetor de coordenadas cartesianas para coordenadas estéricas, obtemos 


A, a [A es As, As) 


onde 


A ps Ts As cos 8, As = is sen Õ, Ass Ee 0 (13.4) 


Contudo, B, = uH, = V X A. Portanto, obtemos o campo H como 


Lodl MI) aaa 

Has = en [j É + a griêr (13.5a) 
da ; ne 

H, = 0= Hg, (13.5b) 


Encontramos o campo E usando V x H = z9E/dtou V x H = jweE, 


od! I E | 
E, =“ cos 6 E = + E» (13.64) 
27 ro Br 
niadi E Dj | : | 
E. = sen 0 |— + — — —= | q JP 13.6b 
p= St Dm] é (13.6b) 
E = 0 (13.60) 
onde 
a E ço 
"we E 
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Uma observação cuidadosa das expressões para os campos nas equações (13.5) e (13.6) revela 
que existem termos variando de acordo com 11, 1/7 e 1/r. O termo 1/r é chamado campo eletros- 
tático, pois o mesmo corresponde ao campo de um dipolo elétrico [veja a equação (4.82)]. Este ter- 
mo predomina sobre os outros termos na região muito próxima do dipolo hertziano. O termo 14º é 
chamado campo indutivo é é previsto pela lei de Biot-Savart [veja a equação (7.3)]. Este termo é im- 
portante somente na região de campo próximo, isto é, em distâncias próximas ao elemento de corren- 
te. O termo 1/r é chamado campo distante ou campo de irradiação, pois é o único que ainda perma- 
nece na zona distante, isto é, em pontos muito distantes do elemento de corrente. Vamos, aqui, nos 
concentrar no campo distante, ou na região de irradiação (Br >> | ou 2xr >> À), onde os termos em 
|/r' e 1/” podem ser desprezados frente ao termo 1/r. Portanto, no campo distante, 


(13.7a) 





H, = Hoy = E,= Eg=0 (13.7b) 
Note que, da equação (13,74), os termos de irradiação de H, e E,, estão temporalmente em fase e são 
ortogonais, exatamente como os campos de uma onda plana uniforme. Note, também, que os cam- 
pos da zona próxima e da zona distante são determinados, respectivamente, pelas inequações 
Br< le Br>> 1. Mais especificamente, vamos definir o limite entre as zonas próxima e distante pe- 
lo valor de r dado por 


É sit (13,8) 


onde d é a maior dimensão da antena. 
A média temporal da densidade de potência é obtida como 


| | 
Prea = 3 Re (Es x Hº) = 3 Re (Las Hs A) 
3 
= 3 NHosl" a, (13.9) 
Substituindo a equação (13.7) na equação (13.9), obtemos a média temporal da potência irradiada como 


Pu Ee | Préd “ds 


Rr Ei E 2 dt” = . 
| | e o yr? sentido dê (13.10) 
4-0 fe-o S2M 


EmBédir [O 
= did 27 | sen” 0 do 
E a 


Contudo, 
| sen” 8 d8 = | (1 — cos” 0) d(-cos 8) 
0 0 
ES cos” 8 
3 





— cos 6 





e p” = 47 /N. Portanto, a equação (13.10) torna-se 





(13.1 la) 
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Se o meio de propagação é o espaço livre, 17 = 120me 








[dt], 
Pr = 407 | Es (13.11b) 
Esta potência é equivalente à dissipada pela corrente ! = [ cos wt em uma resistência fictícia R,, 
isto é, 
air Ee Ei Rir 
ou 
(13.12) 
onde 1 é a raiz do valor quadrático médio de 1. Das equações (13.11) e (13.12), obtemos 
2P ir 
Rir =—s (13.13a) 
Ha 
ou 
(13.13b) 





A resistência R, é uma propriedade característica do dipolo hertziano e é chamada resistência de tr- 
radiação. Das equações (13.12) e (13.13), observamos que necessitamos antenas com resistência de 
irradiação grande para irradiar grandes quantidades de potência para 0 espaço, Por exemplo, se dl! = 
N20, R, = 2 2,0 que é um valor pequeno, isto é, esta antena irradia valores relativamente baixos de 
potência. Deve se notar que a KR. para o dipolo hertziano, apresentada na equação (13.13b) é válida 


para o espaço livre. Se o dipolo está em um outro meio sem perdas, 9 = Vule deve ser substituído 
na equação (13.1 laje R, será determinada usando a equação (13.13). 

Note que o dipolo de Hertz é considerado infinitesimalmente pequeno (8 di < | ou dl = NTO). 
Consegiientemente, a sua resistência de irradiação é muito pequena e, na prática, isto dificulta o seu 
casamento com uma linha de transmissão real. Assumimos também que o dipolo tem um distribui- 
ção de corrente uniforme. Isto requer que a corrente não seja nula nas extremidades da antena. Isto é 
impossível do ponto de vista prático, pois o meio circundante não é condutor. Entretanto, nossa aná- 
lise servirá como uma aproximação útil e válida para antenas com di = N10. Vamos analisar, na pró- 
xima seção, o caso de antena mais comum na prática (e talvez o mais importante) que é a antena di- 
polo de meia onda, 


13.3 ANTENA DIPOLO DE MEIA ONDA 


OQ termo dipolo de meia onda deriva do fato de que o comprimento dessa antena é a metade de um 
comprimento de onda (É = N/2). Conforme mostrado na Figura 13.4(a), ele consiste de um fio fino 
alimentado ou excitado, no seu ponto central, por uma fonte de tensão conectada à antena através de 
uma linha de transmissão (uma linha bifilar, por exemplo). O campo devido ao dipolo pode ser obti- 
do, com facilidade, se considerarmos que o dipolo é uma sucessão de dipolos de Hertz. O potencial 
magnético vetorial em P, devido a um comprimento diferencial di (= dz) do dipolo, que conduz uma 
corrente fasorial f, = [cos bz, é 


— uiscos Bz dz ecir 


dÃ..s (13.14) 


dar 


*N.de T. Do inglês, root mean square. Também denominado de valor eficaz, em português. 
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e distribuição Figura 13.4 Um dipolo de meia onda. 
E de corrente 
Nof=i,.cos B- 
linha de t, hà - 
transmissão N 
N | 
I 
| 
f 
f 
Ê 
antena ” 
dipolo 
ta) 
= 1/2 





(b) 


Note que, para obtermos a equação (13.14), assumimos uma distribuição de corrente senoidal, pois 
a corrente deve ser nula nas extremidades do dipolo, Também é possível utilizar uma distribuição de 
corrente triangular (veja o Problema 13.4). Entretanto, esta distribuição fornece resultados menos 
precisos. A distribuição real da corrente na antena não é conhecida com precisão. Ela pode ser deter- 
minada pela resolução das equações de Maxwell, aplicando as condições de fronteira na superfície 
da antena, mas este procedimento é matematicamente complexo. Entretanto, a suposta corrente se- 
noidal se assemelha bastante à distribuição obtida pela solução do problema de valor de fronteira e é 
a distribuição normalmente utilizada no estudo da Teoria de Antenas. 
Se r>> É, conforme exposto na Seção 4.9 sobre dipolos elétricos (ver Figura 4.21), então, 


r— r' =zcosê ou r=r-zcosê 


Portanto, podemos substituir = r no denominador da equação (13.14), em que é necessário consi- 
derar o valor da distância entre o elemento de corrente e o ponto em que desejamos calcular o campo. 
Para o termo fasorial no numerador da equação (13.14), a diferença entre Bre Br'é significativa. Sen- 
do assim, substituímos r por r— z cos 8, em lugar de substituí-lo por r. Em outras palavras, mantemos 
o termo em cosseno na função exponencial e desprezamos este termo no denominador, pois a expo- 
nencial envolve a constante de fase, enquanto o denominador não depende deste fator. Portanto, 





ul, (9 
e 4 ; | e PETER one fr de 
+ NM 


ul Na 

oo —qÉ = cos É 

Rê el | e SO cos Br dz 
sis Na 


Da tabela de integrais do Apêndice A.8, obtemos 


e“ (acos bz + bsen bz) 


| e“ cos bz dz = : - 
q + br 
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Aplicando este resultado à equação (13.15), resulta em 


— uLe ABr gole DOS É | JB cos 8 cos 87 + 8 sen Bz) AM 


A — 13.16 
E dr —B'cos” O + Bº Na 
Como B=2m/houBN4=7m/2e-cos 8 +1I=sen'0,a equação (13.16) torna-se 
f eTiBr r 4 = É a 
” — ER a [otro cos “(0 + 6) amas jt lido bi Th = 83] (13.17) 
Usando a identidade e" + e” = 2 cos x. obtemos 
ul,e "cos (x cos o) 
RR (13.18) 


2arfsen” O 


Usamos a equação (13.4) em conjunto com as relações B = uH =VXxA eV xH = jwsE, para 
a 4 z : E p 
obtermos os campos magnético e elétrico na zona distante (descartando os termos 1fr e fr) como 


Ee T 
ie" cos (E COS o) 


2xr sen à 





Note, novamente, que os termos de irradiação dos campos HH, e E, estão em fase no tempo e são or- 
togonais entre si. 

Utilizando as equações (13.9) e (13.19), podemos obter a densidade de potência média no tempo 
como 


: | 
Pod ee 2 | Ho” a, 
nlê cos” (E cos o) (13.20) 


mo E 
ar sen 6 


A potência irradiada média no tempo pode ser determinada como 


I 


Pi | Préd «ds 


da ca NÍçcos (z cos o) 
| | Aa 1 Seta ao 
eso dg=o mr sen É 
E 13.21) 
Rr x COS" (E cos o) É ) 
sm 0 sen 8 


Ni: 
- cos” | — cos 8 
2 


sen à 


Il 


= 30 n| do 


] 


onde 7 = 1207 foi usado, supondo que o meio de propagação é o espaço livre. 
Devido à natureza do integrando na equação (13.21), 


fi cos(Z cos o) ” cos(ã cos o) 
| a, do = | ii cnaaad 
A sen 6 sen 6 


E 
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Este resultado pode ser ilustrado, com facilidade, fazendo-se um esboço grosseiro da dependência do 
integrando com relação a 8. Portanto, 


is co(a cos o) do 


Pr = 60% | sen 8 


“O 


(13.22) 


Fazendo a mudança de variável 4 = cos 8 e usando frações parciais, podemos reduzir a equação 


(13.22) a 


a 
| COS Til 
Ed 2 
P,. = 601; | sm eds 
E Ll= 4 


(13.23) 
E ] E | E 
| COS" =qUt | COS" TU 


= 301; [dus | —— du 
kh |I+Huy : | —u 


Substituindo | + u por v no primeiro integrando e 1 — u por v no segundo integrando, resulta em 


E ] E | 
| Sen” 3 TV 3 SEN TV 
E = 505 [ et AR | RR ii 
o (13.24) 
3 sen" >av 
e 301; | ——— dv 
O k 
Realizando a mudança de variável «& = mv, obtemos 
51 
3x SEN 3 U 
Pr = 308 | —— du 
' 0) 
* (1 — cosw) 
— sê | + dy (13.25) 
A to 
E e | 
= 1513 | EC S + da 
a gs eo? cao | 
pois COS 0 =] m— + — — t+ — - *. Integrando, termo a termo, a equação (13.25) e 





21 4! Ô! 8! 
substituindo os limites de integração, chegamos a 














Cm? Em! Cf em. | 
(13.26) 


= SP 
36.56 12 


1 


A resistência de irradiação R, para o dipolo de meia onda é obtida das equações (13.12) e (13.26) 
como 


(13.27) 





Note o acréscimo significativo da resistência de irradiação do dipolo de meia onda com relação ao 
dipolo hertziano. Assim, o dipolo de meia onda é capaz de transmitir maior potência para o espaço 
do que o dipolo hertziano, 
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A impedância de entrada total da antena Z,. é a impedância observada nos terminais da antena e 


ent 
é dada por 


Lem = Ren + JÃem (13.28) 


em 

mento complicado, que está fora do escopo deste texto. Para um dipolo de comprimento € = N2, ob- 
tém-se X,, = 42,5 2; portanto, Z,, = 73 +42,5 Q. A reatância indutiva cai rapidamente para zero à 
medida que o comprimento do dipolo se reduz levemente. Para É = 0,485 À, o dipolo é ressonante, 
com X,, = O. Portanto, na prática, um dipolo de N/2 é projetado de tal maneira que X,, se aproxime 
de zero e Z,, = 73 82. Este valor da resistência de irradiação da antena dipolo de N/2 é a razão da exis- 
tência do cabo coaxial padrão de 75 82. Isto facilita o casamento de impedância entre a antena e a li- 
nha de transmissão. Estes fatores, acrescidos à propriedade ressonante desta antena, são as razões de 
sua popularidade e uso extensivo. 


onde R.., = R, para antenas sem perdas. A obtenção do valor da reatância X,, envolve um procedi- 


13.4 ANTENA MONOPOLO DE QUARTO DE ONDA 


Basicamente, a antena monopolo de quarto de onda consiste de metade de um dipolo de meia onda 
colocado sobre um plano terra condutor, conforme mostrado na Figura 13,5, A antena monopolo é 
colocada perpendicularmente ao plano condutor, que é usualmente suposto infinito e perfeitamente 
condutor. À antena é alimentada por um cabo coaxial conectado a sua base. 

Usando a teoria das imagens da Seção 6.6, substituímos o plano terra infinito perfeitamente con- 
dutor pela imagem da antena monopolo. O campo produzido pelo monopolo de N/4 e sua imagem na 
região que fica acima do plano terra é o mesmo campo de um dipolo de N/2. Portanto, a equação 
(13.19) é válida para o monopolo de N/4. Entretanto, a integral da equação (13.21) deve ser calcula- 
da apenas na superfície hemisférica acima do plano terra (isto é, 0 = 8 = 7/2), pois o monopolo só 
irradia na parte superior do plano condutor. Consequentemente, para a mesma corrente, o monopolo 
irradia apenas a metade da potência de um dipolo de meia onda. Portanto, para um dipolo de N/4, 


Po= 182815 (13.29) 
(ie 
ou 


(13.30) 





Pela mesma razão, a impedância de entrada total de um monopolo de N/4 é Z,, = 36,5 +421,25 O. 





plano com 
condutividade 
infinita 





Imagem 


Figura 13.5 A antena monopolo. 
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13.5 ANTENA PEQUENA EM ANEL 


A antena em anel (espira ou elo) é de importância prática. Ela é utilizada para, através da radiogonio- 
metria, determinar a posição de radivemissores, e como antenas de TV para frequências ultra-altas 
(UHF). O termo “pequena” implica que as dimensões do anel (como p,) sejam muito menores do que 
o comprimento de onda À. 

Considere um pequeno anel circular filamentar de raio p, conduzindo uma corrente uniforme 
f, cos wtf, conforme mostrado na Figura 13.6. O anel pode ser considerado como um dipolo magnéti- 
co elementar. O potencial magnético vetorial devido ao anel, no ponto P, é dado por 


A = ) pill dl (13.31) 
L 


dr 


onde [1] = 1, cos (wt — Br) = Re [Le *. Substituindo [7] na equação (13.31), obtemos A na for- 
ma fasorial como 





L gTiêr 
A = ÉS 4 dl (13.32) 


O cálculo desta integral envolve um procedimento bastante longo. Pode se mostrar que, para um anel 
pequeno (p << À), a variável r”, no denominador da equação (13.32), pode ser substituída por r, e que 
A. só tem componente na direção à, que é dada por 


15 Es 
Ags = Ce (| + jêre é sen 8 (13.33) 
dar 





2 is & 1: a: E 
onde $ = 7p, = a área da antena. Para uma antena com N espiras, S = Nxp,. Utilizando o fato de que 
B,=uH,=VxXA cVxH = jwsE, obtemos os campos elétrico e magnético a partir da equação 
(13.33) como 





Ee —ibmios sen 6 E + + eTtêr (13.34a) 
H.= ae cos 0 E — 4| grtêr (13.34b) 
Fos = ma sen O É + = e | Erre (13,34€) 
Ejs — Ejs = Hg = U (13.34d) 


Figura 13.6 A antena pequena em anel, 





f 


x 


linha de transmissão 


EXEMPLO 13.1 
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Comparando as equações (13.5) e (13.6) com as equações (13.34), observamos a natureza dual dos 
campos devido ao dipolo elétrico, da Figura (13.3), e devido ao dipolo magnético, da Figura (13.6), 
(veja também a Tabela 8.2). Na região de campo distante, somente o termo 1/r (termo de irradiação) 
permanece nas equações (13.34). Portanto, na região de campo distante, 


cul 





Ex=— sen 0 e é! 
e dar B 
E a 
mitos oo sen 6 e +” 
FNT 


ou 


(13.354) 





Eri = Eas = Hs ii Edi = O (13.35b) 


onde 7 = 1207, pois se supõe propagação no espaço livre. Embora as expressões para o campo dis- 
tante, nas equações (13.35), tenham sido obtidas para um anel circular pequeno, elas podem ser uti- 
lizadas para um anel quadrado pequeno de uma espira (S = a”), de N espiras (S = Na”) ou para qual- 
quer anel pequeno, desde que as dimensões do mesmo sejam pequenas (d = N10, onde d é a maior 
dimensão do anel). Deixa-se como exercício demostrar que, utilizando as equações (13.13a) e 
(13.35), obtemos a resistência de irradiação de uma antena pequena em anel como sendo; 


(13.36) 





Necessita-se de uma amplitude de campo magnético de 5 gA/m em um ponto 8 = 7/2 ca 2 km de 
uma antena no ar. Desprezando as perdas ôhmicas, calcule a potência que deve ser emitida pela an- 
tena se ela for: 

(a) um dipolo hertziano de 1/25? 

(b) um dipolo de meia onda? 

(c) um monopolo de um quarto de onda? 


(d) uma antena em anel com 10 espiras de raio p, = N/20º 
Solução: 

(a) Para um dipolo hertziano, 

[8 dt sen É 


Ha = 
| ês| 4xr 


| 27 X 27 
onde dl = N25 ou B dl = x . 35 — Ds Portanto, 
27 
1a) 
E» 25 Í 
Six = - 





47 (2X 109) 10 
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ou 
L=054 
«do. 407057 
P. = 407 o JE ss 
x (25F 
= 158 mW 


(b) Para um dipolo de M2, 


q 
f, Cos (x cos o) 


Hull = 
Hs] 2xr sen é 
Li 
Se 107 = Ta SR RR 
27 (2 x 10%) -(1) 
Ou 
1, = 207 mA 
P, = 2H R = 424207” x 10773) 
= |l44mW 
(c) Para um monopolo de N4, 
L, = 207 mA 


como na parte (b). 
P, = IIÍR,= 122077 x 10736,56) 
= 72mW 
(d) Para uma antena em anel, 


at, 5 
Hal = 22 se 


: at & : ! 
Para o caso de uma espira única, S = 7p,. Para N espiras, $ = Nrop,. Portanto, 








, 11,107 al 
5x 10º=—2—|— 
2 x 10 | À 
o 
ló [XI 20” 
l= z à] X 10“ =>— x 10" 
|O Pa. T 
= 4(1,53 mA 
320 mº Sº ds a de 
R. z——— = a2 Ao pet, dr 


l 4 
320 1º x 100 E = 19230 


ls | 3 E 
Er E 2 fo Rir = = (40,53) x 10º (192,3) 
= 158 mW 


EXEMPLO 13.2 


EXERCÍCIO PRÁTICO 13.1 


Um dipolo hertziano, cujo comprimento é N100, está localizado na origem e é alimentado por 


uma corrente de 0,25 sen 10 A. Determine o campo magnético em: 


(a) r= 15,0 = 30º 


(b) r = 200),8 = 60º 


Resposta: (a) 0,2119 sen (108t — 20,59) agmA/m; (b) 0,287] sen (108t + 90º) as pAIm, 
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Um campo elétrico de amplitude 10 uV/m deve ser medido em um ponto de observação localizado 
em & = 1/2 e a 500 km de uma antena dipolo de meia onda (ressonante), operando, no ar, em 50 


MHz. 


(a) Qual é o comprimento do dipolo? 


(a) Calcule a corrente que deve alimentar a antena. 


(c) Encontre a potência média irradiada pela antena. 


(d) Se uma linha de transmissão com Z, = 75 2 é conectada à antena, determine a relação de onda 


estacionária. 
Solução: 


(a) O comprimento de 


3x 10º 
ondath=*=""— = 6m. 
ft 50%1]0 


E E [ E A 
Portanto, o comprimento do dipolo de meia onda é É = 2 = 3m. 


(b) Da equação (13.19 


ou 


(d) 


), 


EE 
Tola COS (E Cos o) 


E | 
| és] 2x" sen 6 


l, es 
Ta COS (x cos o) 
| 1207 (1) 
= 83,33 mÃ 
R:= 30 
És Ls; 3 6 
P, = 3 to Rir = a (83,35) XI10O "x 73 
= 253,5 mW 
£c = £o 


E (£ec = Eem Neste caso) 


Dez 
2“ RB+j425-75 -2+j425 
B+/42,5+75 148+7425 


42,55 /92,69º 
- DSL yo763/76,67º 
153,98/16,02º 
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A+ 1+02763 


= =. = 1,763 
= |P| 1-02763 


+ 


EXERCÍCIO PRÁTICO 13.2 


Repita o Exemplo 13.2 para o caso em que a antena dipolo é substituída por um monopolo de N/4. 


Resposta: (a) 1,5m, (b) 83,33 mA, (c) 126,8 mW, (d) 2,265. 


13.6 CARACTERÍSTICAS DAS ANTENAS 


Tendo já considerado os tipos básicos de antenas, vamos, agora, discutir algumas das características 
importantes de antenas como irradiadores de energia eletromagnética. Estas características incluem: 
(a) diagrama de irradiação; (b) intensidade de irradiação; (c) ganho diretivo e (d) ganho de potência. 


A. Diagrama de irradiação 


Um diagrama de irradiação de uma antena é um gráfico tridimensional de sua irradiação na 
zona distante. 


Quando é feito um gráfico de uma componente específica do campo E, este gráfico é chamado de 
diagrama de campo ou diagrama de tensão. Quando é feito um gráfico da amplitude do campo elé- 
trico E, elevada ao quadrado, o mesmo é chamado de diagrama de potência. Pode-se substituir a re- 
presentação tridimensional do diagrama de uma antena por gráficos independentes de valores nor- 
malizados de IE | em função de 8, para q constante (o que é chamado de diagrama no plano E ou dia- 
grama vertical), e de valores normalizados de IE | em função de à, para 6 = 7/2 (o que é chamado 
diagrama no plano H ou diagrama horizontal). O valor normalizado de IE | é calculado com relação 
ao valor máximo de IE |, de tal maneira que o valor máximo de IE | normalizado é um. 

Por exemplo, para o dipolo hertziano, o IE | normalizado é obtido da equação (13.7) como sendo 


f(0) = |sen 6] (13.37) 


que é independente de q. Da equação (13.37), obtemos o diagrama no plano E como o gráfico polar 
de (8), com 6 variando entre 0º e 180º. O resultado é apresentado na Figura 13.7(a). Note que o grá- 
fico é simétrico em torno do eixo z (9 = 0). Para o diagrama no plano H, colocamos 8 = 7/2, tal que 


166) = 1,0 que nos fornece o círculo de raio unitário mostrado na Figura 13.,7(b). Quando os dois 


gráficos das Figuras 13.7(a) e (b) são combinados, obtemos o diagrama tridimensional da Figura 
13.7(c), que tem a forma que se aproxima a um toróide, 

Um gráfico da potência média no tempo, IP ad =  « para uma distância fixa r, é o diagrama 
de potência da antena. Ele é obtido fazendo gráficos separados de ? |. em função de 9, com é cons- 
tante, é de 9 «qem função de à, com 8 constante. 

Para o dipolo hertziano, o diagrama de potência normalizado é obtido, facilmente, das equações 
(13,37) ou (13.9) como 


mé 


f'(8) = sen” 8 (13.38) 


que é apresentado na Figura 13.8. Note que as Figuras 13.7(b) e 13.8(b) mostram círculos, pois f(0) 
é independente de à, e que o valor de OP na Figura 13.8(a) é a potência média relativa para 6 espe- 
cificado na figura. Assim, no ponto Q (8 = 45º), a potência média é metade do valor máximo da po- 
tência média (o valor máximo da potência média está em 8 = 7/2). 
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Figura 13.7 Diagramas de campo para um dipolo hertziano: (a) no plano E normalizado ou diagrama vertical 
(d = constante = 0); (b) no plano H normalizado, ou plano horizontal (8 = 7/2): (c) diagrama tridimensional, 


eixo polar 
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eso AMADA 
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(a) (b) 


Figura 13.8 Diagrama de potência para um dipolo hertziano: (a) é = constante = O: (b) 8 = constante = 7/2. 


B. Intensidade de irradiação 


O diagrama da intensidade de irradiação de uma antena é definido como 





(13.39) 


942 


B Elementos de Eletromagnetismo 


Da equação (13.39), a potência total média (no tempo) irradiada pode ser expressa como 


P.. ted ) id dS = |Puar? rº sen 6 do dó 
= [om U(B, 4) sen 8 do dgã (13.40) 
a 


gt 


onde dO = sen O do dóé o ângulo sólido diferencial, em esferoradianos (sr). Portanto, a intensidade 
de irradiação U(0, d) é medida em watts por esferoradianos (W/sr). O valor médio de U(0, 9) é a po- 
tência total irradiada dividida por 47 sr, isto é, 


(13.41) 





C. Ganho diretivo 


Para especificar as características de irradiação das antenas, além dos diagramas da antena descritos 
acima, também nos interessam grandezas mensuráveis, tais como ganho e diretividade. 


O ganho diretivo G (0, à) de uma antena é uma medida da concentração da potência irradia- 
da em uma determinada direção (0, 0). 


Este ganho pode ser entendido como uma medida da capacidade de a antena dirigir a potência irra- 
diada segundo uma determinada orientação. Ele é usualmente obtido como a razão entre a intensida- 
de de irradiação em uma determinada direção (8, 9) e a intensidade de irradiação média, isto é 


U(8, dm U(O, q 
GO, &) = a SS (13.42) 


U méd Pi 





Substituindo a equação (13.39) na equação (13.42), ? |. pode ser expresso, em termos do ganho di- 
retivo, COMO: 





Pont Er - Pi (1 3.43) 
dar” 


O ganho diretivo G (8, à) depende do diagrama de irradiação da antena. Para o dipolo hertziano (as- 
sim como para o dipolo N/2 e para o monopolo N/4), notamos, a partir da Figura 13.8, que 9 |. é má- 
ximo para 8 = w/2 e mínimo (zero) para 8 = O ou 7. Portanto, o dipolo hertziano irradia potência pre- 
ferencialmente na direção perpendicular ao seu comprimento. Para uma antena isotrópica (antena 
que irradia igualmente em todas as direções). G, = 1. Entretanto, este tipo de antena não é realizável 
fisicamente, Isto é, trata-se de uma antena Ideal, 


A diretividade D de uma antena é a razão entre a intensidade de irradiação máxima e a inten- 
sidade de irradiação média. 


Obviamente, a diretividade D é o valor máximo do ganho diretivo G , máx. Portanto, 


(13.444) 
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ou 


Es 47 Und 


D 
P; 


(13.44b) 


A diretividade de uma antena isotrópica é D = 1, Este é o valor mínimo que D pode assumir, Para o 
dipolo hertziano, 


GAO,4) = 1,Ssen?0,  D=15. (13.45) 
Para o dipolo de M'2, 
GA, 4) = Ro fx), D=1I6 (13.46) 
onde my = 120 7,Ra= 30e 
cos (E cos o) 
F(0) = e pes (13,47) 


D. Ganho de potência 


A nossa definição de ganho diretivo, na equação (13.42), não leva em conta as perdas ôhmicas P, na 
antena. À existência de P, se deve ao fato de que a antena é feita com um condutor de condutividade 
finita. Conforme ilustrado na Figura (13.9), se P. é a potência total de entrada da antena, 


Per= Pe + Ps 


RETO (13.48) 





] 
= — |kn 
7 Hem 


onde f,. é a corrente nos terminais de entrada e R, é a resistência de perda ou a resistência ólmica da 
antena. Em outras palavras, P., é a potência recebida pela antena em seus terminais durante o pro- 
cesso de irradiação, e B. é a potência irradiada pela antena. A diferença entre estas duas potências é 
P, a potência dissipada na antena. 

Definimos o ganho de potência G (0, 4) de uma antena como 


dm U(8, 4) 
Eesti 


 GX9,6) = 


(13.49) 





A razão entre o ganho de potência em uma determinada direção e o ganho diretivo nesta mesma di- 
reção é definida como sendo a eficiência de irradiação n, das antenas, isto é, 


p= Se = Pr 
Z Gu P em 


Utilizando-se a equação (13.48), obtemos 


(13.50) 





Para muitas antenas, 7, é próximo de 100%, tal que G, = G,. E comum expressar a diretividade e o 
ganho em decibéis (dB). Portanto, 


D (dB) = 10 log, D (13.51a) 
G (dB) = 10 log, O (13.51b) 
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Figura 13.9 Relação entre PP; é Pra 


Deve-se mencionar, neste ponto, que os diagramas de irradiação das antenas são usualmente me- 
didos na região de campo distante. Em geral, considera-se que a região de campo distante de uma an- 


tena existe para distâncias r = rr, onde 


2d? 
A ei 


mn = 3a. 
min 1 ( ] 2) 


ed é a maior dimensão da antena. Por exemplo, « = € para o dipolo elétrico e d = 2p, para a antena 
pequena em anel, 


Mostre que o ganho diretivo para o dipolo hertziano é 


GA. 4) = 1,5 sen? 8 


cos(Z cos o) 


GAÁD, &) = 1,64 Rê ey 


e para o dipolo de meia onda é 


ento 
Solução: 
Da equação (13.42), temos 
4x f(0) 
GO, 6) = A 
[f (0) dO 
(a) Para o dipolo hertziano, 
4x sen” O 47 sen? 0 
GADO, b) Te 2a ” : == am (4/3) 
ser 6 dê dy 
4=0 “8-0 
= 1,5sen' 6 


conforme solicitado, 


(b) Para o dipolo de meia onda, 


LE 
é=0 “0=0 sen 6 
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Da equação (13.26), a integral no denominador resulta em 27 (1,2188). Portanto, 


E Re 
4x cos| — cos o) 
T Cos (: cos | 


sen? 0 “2x (1,2188) 


atm | 
Cos” 2 cos O 


| 
sen” É 


| 


GO, &) 


= 1,64 


conforme solicitado. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 13.3 
Calcule a diretividade de: 
(a) um monopolo hertziano; 


(b) um monopolo de um quarto de onda. 


Resposta: (a) 3; (b) 5,28. 


Determine a intensidade do campo elétrico a uma distância de TO km de uma antena, que tem um ga- 
EXEMPLO 13.4 RE Ei RES 
nho diretivo de 5 dB, e que irradia uma potência total de 20 KW. 





Solução: 
5 = G, (dB) — LO log;o e 
ou 
0,5 = logo 6, G,= 10º = 3,162 
Da equação (13.43), 
| GP, 
Préd =—E E 
dar” 
Contudo, 
| Es 
Prméd “ 
Portanto, 
p= nGaPie — 1207(3,162N20 x 10º) 
E 2mr? 27 [10 x 10º 


E] = 0,1948 V/m 


EXERCÍCIO PRÁTICO 13.4 


Uma determinada antena tem uma eficiência de 95% e uma intensidade de irradiação máxima de 
0,5 Wi/sr. Calcule a diretividade quando: 

(a) a potência de entrada é 0,4 W; 

(b) a potência irradiada é de 0,3 W. 


Resposta: (a) 16,53; (b) 20,94. 
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EXEMPLO 13.5 A intensidade de irradiação de uma determinada antena é 
U(B. é) = 2 sen O sen” à, (=9=r,0=60=T 
0, para os demais valores 


Determine a diretividade da antena. 








Solução: 
A diretividade é definida como 
Ei 
D max 
Urméd 
Da expressão fornecida para U, teremos 
U mix Te Pá 
| É 
Ud TA | U dQ H(= Pd) 
dg 
| | 
— IN IN 2 sen 0 sen” q sen 8 dO dá 
4m 9=0 “8=0 
| à psd 
= >| sen? 9 | sen” é do 
27 
0 0 
E po ; 
= — | = (1 — cos 28) dê | (1 — cos” q) dí—cos q) 
27 E 2 i 
= sen 20 cost do ) 
cara(o- a (SE = emo) 
O 
Poda É, 
Portanto, 
2 
2º qm * 


EXERCÍCIO PRÁTICO 13.5 


Calcule a diretividade de uma antena para a qual a intensidade de irradiação normalizada é dada 
por: 


sen 8, 0=0=7m2,0=4=27 
Ô, para os demais valores 


mona? 


Resposta: 2,546. 


13.7 CONJUNTOS DE ANTENAS 


Em muitas situações práticas (por exemplo, em estações de radiodifusão de AM), é necessário que se 
projetem antenas que irradiem mais energia em uma determinada direção e menos energia em outras 
direções. Isto é equivalente a condicionar que o diagrama de irradiação seja concentrado na direção 
de interesse. Isto é dificilmente obtido com apenas uma antena, Um conjunto de antenas pode ser uti- 
lizado para obter uma diretividade maior do que a que pode ser obtida com apenas uma antena, 
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Um conjunto (rede ou arranjo) de antenas é um agrupamento de elementos irradiantes 
(antenas) arranjado de tal maneira a produzir algumas características de irradiação desejadas. 


É prático e conveniente que o conjunto seja formado de elementos idênticos, embora esta não seja 
uma limitação fundamental. Vamos analisar aqui o caso mais simples de um conjunto de dois ele- 
mentos para depois estender os resultados para o caso mais geral e complicado de um conjunto com 
N elementos. 

Consideremos uma antena formada por dois dipolos hertzianos colocados no espaço livre, ao lon- 
go do eixo z, mas orientados paralelamente ao eixo x, conforme representado na Figura 13.10. Va- 
mos assumir que o dipolo localizado em (0, 0, d/2) é percorrido por uma corrente 4, = [,/a, en- 
quanto que o dipolo localizado em (0, O, —=d/2) é percorrido por uma corrente b, = 1,/0, onde a é à 
diferença de fase entre as duas correntes. Variando-se o espaçamento d e a diferença de fase q, os 
campos das duas antenas podem se interferir construtivamente (adicionar) em certas direções de in- 
teresse e se interferir destrutivamente (cancelar) em outras direções. O campo elétrico total em um 
ponto P é a soma vetorial dos campos devidos a cada elemento do arranjo. Se o ponto P está na re- 
gião de campo distante, obtemos o campo elétrico total em P, a partir da equação (13.74), como 





E, a E,. + E., Ê 
nBlodi Fai pra 13.53 
— Ambio cos 9, e" a; + cosb; —— ay, ) 
dz Fr 1 Fa + 


Note que o sen 8, da equação (13.7a), foi substituído por cos 8, pois o elemento da Figura 13.3 está 
na direção z, enquanto os da Figura 13.10 estão na direção x. Como P está longe do arranjo, 0, = 0 
=b,ea, =a,= a, Na amplitude, podemos colocar r, = r = r,, mas, na fase, utilizamos 


n=r=- cos (13.54a) 


d 
n=r+ 3 cos 8 (13.54b) 
Portanto, a equação (13,53) fica 


E, — inBh cos 8 e IB gif iba cos UR ja? Ed q MB Cos ja, 
Tr 

— inlo dt 
dt r 


pm, 
dd 
in 
Sat 
“e 


SARA | 
os 0 e PPreia cos E (Bd cos & + | aj 





Figura 13.10 Um conjunto de dois elementos. 
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A comparação desta equação com a equação (13.74) mostra que o campo total de um arranjo é igual 
ao campo criado por um dos elementos do conjunto, localizado na origem, multiplicado por um fa- 
tor de rede, que é dado por 





Dessa forma, em geral, o campo distante devido a um conjunto de dois elementos é dado por 


E (total) = (E devido a um elemento localizado na origem) x (fator de rede) (13.57) 





Também, da equação (13.55), note que | cos 6 | é o diagrama de irradiação devido a apenas um ele- 
mento, enquanto o fator de rede normalizado, | cos[1/2(Bd cos 8 + «)] | , É o diagrama de irradiação 
do conjunto, considerando que os irradiadores são isotrópicos. Estes diagramas podem ser conside- 
rados como o “diagrama unitário” e o “diagrama de grupo”, respectivamente. Portanto, o “diagrama 
resultante” é o produto entre o diagrama unitário e o diagrama de grupo, isto é, 








Diagrama resultante = diagrama unitário X diagrama do grupo (13.58) 


Este processo de obtenção do diagrama de irradiação de um conjunto de antenas é conhecido como 
multiplicação de diagramas. É possível traçar, quase por inspeção, o diagrama de irradiação de um 
conjunto pela multiplicação de diagramas. É, portanto, uma boa ferramenta a ser utilizada no proje- 
to de conjuntos. Devemos realçar que, enquanto o diagrama unitário depende do tipo de elemento 1r- 
radiante que é usado no conjunto, o diagrama de grupo independe do tipo do elemento, desde que 0 
espaçamento d, a diferença de fase a e a orientação dos elementos se mantenham inalterados. 
Vamos, agora, estender os resultados obtidos para conjuntos de dois elementos para o caso mais 
geral de conjuntos com N elementos, ilustrado na Figura 13.11. Supomos que o conjunto é linear, is- 
to é, que os elementos do arranjo estão igualmente espaçados ao longo de uma linha que coincide 
com o eixo 7. Assumimos, também, que o conjunto é uniforme, tal que cada elemento é percorrido 
por correntes de mesma amplitude, mas com um deslocamento de fase progressivo q, Isto é, 
he = 1/0, 6, = fofa. hs = [o/20, e assim por diante. Nosso interesse principal é calcular o fator 
de rede. O campo na região distante pode ser calculado facilmente a partir da equação (13.57), des- 
de que o fator de rede seja conhecido. 
Para o arranjo linear uniforme, o fator de rede é a soma das contribuições de todos os elementos. As- 
SIM, 


FR=1+re"rtef re poco + eiN-DY (13.59) 





dcos0 


Figura 13.11 Arranjo linear uniforme de N elementos. 
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onde 
y = Bdcosd+a (13.60) 
Na equação (13.60), 8 = 27/A, sendo que d e « são, respectivamente, o espaçamento e o desloca- 


mento de fase entre cada elemento. Note que o lado direito da equação (13.59) é uma série geométri- 
ca com a forma 


' = L— x" EE 
Lts ot e (13.61) 
E 
Assim, a equação (13.59) torna-se 
E ein 
FR = FE (13.62) 
si <a 


que pode também ser escrita como 


INE aiNYIZ — o iNHID 


E 
CRC ME GHê De NE 13.63 
= pin= 1yyro SEN (NW/2) (13.63) 
| sen (4/2) 


, UN ta ' ' ' ' 
O fator de fase e" se anularia se o arranjo estivesse centrado na origem. Desprezando este ter- 
mo, podemos escrever 


Y=bBdcosd+a (13.64) 





Note que esta equação se reduz à equação (13.56) quando N = 2, conforme esperado. Note, também, 
o seguinte: 
1. FR tem valor máximo igual a N. Portanto, FR normalizado é obtido dividindo FR por N. O 
máximo principal ocorre quando y = O, isto é, 


0=Bdcosb+a ou cosd=— (13.65) 
Bd 
2. FR tem nulos (ou zeros) para FR = O, isto é, 
N 
2 - Elm, k= 2d qu (13.66) 


onde & não pode ser múltiplo de N. 

5. Um arranjo transversal tem sua direção de máxima irradiação perpendicular ao eixo do ar- 
ranjo, isto é, y = 0,8 = 90º, tal que « = O. 

4. Um arranjo longitudinal tem sua direção de máxima irradiação ao longo do eixo do arranjo, 


0 — Bel 
sto é, y = 0,0 = | tal que a = | 
E el 


Os pontos acima referidos são úteis para se realizar a representação gráfica de FR. Os gráficos de 
FR para N = 2,3 e 4 estão apresentados na Figura 13.12. 
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EXEMPLO 13.6 Represente, graficamente, O diagrama de campo normalizado para o conjunto de dois elementos da 
Figura 13.10, quando as correntes estão: 


(a) em fase (a = 0)ed = N2. 
(b) 90" fora de fase (a = m/)ed = M4. 


Solução: 
O campo normalizado para este arranjo é obtido das equações (13.55) a (13.57) como 














K0) = |cos 8 cos E (Bd cos O + | 
(a) Ser =0ed= N2,então Bd = as = 7. Portanto, 
fo = |cosê| cos a (cos 8) 
4 ) b 
diagrama = diagrama *S diagrama 
resultante unitário de grupo 


À representação gráfica do diagrama unitário é fácil. E simplesmente uma versão girada da Figura 
13.7(a), obtida para o dipolo hertziano, e está apresentada na Figura 13,13(a). 


FR 

O ” 27 á 
- AI = 

FR (a) MN Ps 





LES 


Ú o r/2 E z 37/2 x 
(c) Ned 


Figura 13.12 Fator de rede para um conjunto linear uniforme. 


Antenas E 551 


Para desenharmos o diagrama de grupo é necessário que primeiro determinemos seus nulos e máxi- 
mos. Para os nulos (ou zeros), teremos 





T T T 
cos|l—cos0]=0+>—cosd=t=,H: 
(3 2 2 


El 


ou 


8 = 0º, 180º 


Para os máximos, 


cos (E cos 0) = |-=>cosd=o0 


ou 


9 = 90º 


O diagrama de grupo está mostrado na Figura 13.12(b). É um gráfico polar obtido fazendo o gráfico 





de lcos (z Cos o) para 9 = 0º,5º,10º,15º,....,360º e incorporando os nulos e máximos em 


9 = 0º,180"e 8 = 90º, respectivamente. Multiplicando a Figura 13.13(a) pela Figura 13.13(b), obte- 
mos o diagrama resultante da Figura 13.13(c). Devemos ressaltar que os diagramas de campo da Fi- 
gura 13.13 estão no plano que contém o eixo do conjunto. Note que: (1) No plano yz, que é perpen- 
dicular ao eixo do conjunto, o diagrama unitário (= 1) é uma circunferência [veja a Figura 13.7Hb)], 
enquanto o diagrama de grupo permanece como na Figura 13.13(b). Portanto, o diagrama resultante 
é igual ao diagrama de grupo, para este caso. (2) No plano xy, 8 = 7/2, tal que o diagrama unitário se 
anula enquanto o diagrama de grupo é uma circunferência (= 1). 





27h | 
(b) Sea=r2,d=Nde Bd=—— =- então, 
2) é A4 2 
f(0) = icosôl cos A (cos 8 + 1) 
L ) l 
diagrama = diagrama x diagrama 
resultante unitário de grupo 
a x = x 
diagrama unitário diagrama de grupo diagrama resultante 
(a) (b) (c) 


Figura 13.13 Referente ao Exemplo 13.6(a). Diagrama de campo no plano que contém o eixo do conjunto, 
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diagrama unitário diagrama de grupo diagrama resultante 


(a) (b) tc) 


Figura 13.14 Referente ao Exemplo 13.6(b). Diagramas de campo para o plano que contém o eixo do conjunto, 


O diagrama unitário permanece como na Figura 13.13(a). Para o diagrama de grupo, os nulos ocor- 
rem quando 





cos + (1 + cos 0) = > + cos 8) = a 2a 
ou 
cos =158=0 
Os máximos e mínimos ocorrem quando 
d T | T 
o cos 7 (1 + cos 0) | = 0 5 sen 8 sen a U + cos 0) = 0 


sen 8 = 058 = 0º, 180º 


sen ( + cost)=0=cosd=-—1] o 6=ilB0º 


Cada diagrama de campo é obtido fazendo 6 = 0º,5", 10", 15º,..., 180º, Note que 6 = 180" corres- 
ponde ao valor máximo de FR, enquanto 8 = 0" corresponde ao nulo. Portanto, os diagramas unitá- 
rio, de grupo e resultante, no plano que contém o eixo do conjunto, estão mostrados na Figura 13.14. 
Observe que, dos diagramas de grupo, o arranjo lateral (cr = 0), da Figura 13.13, é bidirecional, en- 
quanto o arranjo longitudinal (a = Bd), da Figura 13.14, é unidirecional, 


EXERCÍCIO PRÁTICO 13.6 
Repita o Exemplo 13.6 para os casos em que: 


(a) a=m,d=N2;(b)ae=-m2,d = M4. 
Resposta: veja a Figura 13.15. 
Considere uma conjunto de três elementos alimentados com correntes que guardam entre si uma ra- 


zão de 1:2:1, conforme mostrado na Figura 13.16(a). Trace o diagrama de grupo no plano que con- 
tém o eixo dos elementos. 
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Solução: 

Para fins de análise, vamos separar o elemento central da Figura 13.16(a), percorrido por uma cor- 
rente 21/0º, em dois elementos, cada um com uma corrente 1/0º. Portanto, teremos quatro elemen- 
tos em vez de três, conforme ilustrado na Figura 13.16(b). Se considerarmos os elementos | e 2 co- 
mo um conjunto e os elementos 3 e 4 como um outro conjunto, obteremos o conjunto de dois elemen- 
tos mostrado na Figura 13.1 6(c). 


E F E 


(a) 


4 


tb) 


Figura 13.15 Referente ao Exercício Prático 13,6. 


ro 2110 Ho 
fe nja—pe apo 
(a) 


| 


e 


1,2 3,4 
+ + 
pe 4/2 —e 

(e) 


Figura 13.16 Referente ao Exemplo 13.7: (a) arranjo de três elementos com razões entre as correntes de 1:2:1; 
(bj e (c) conjuntos equivalentes de dois elementos, 
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Cada grupo é um conjunto de dois elementos com «! = N/2, « = O, cujo diagrama de grupo (ou dia- 
grama unitário para o arranjo de três elementos) está mostrado na Figura 13.13(b). Os dois grupos 
formam um arranjo de dois elementos semelhante ao do Exemplo 13.6(a), com d = N2 € a = O. Lo- 
go, o diagrama de grupo é idêntico ao da Figura 13.13(b). Portanto, neste caso, tanto o diagrama uni- 
tário quanto o diagrama de grupo tem a mesma forma do diagrama da Figura 13.13b). O diagrama 
de grupo resultante está mostrado na Figura 13.17(c). Devemos notar que o diagrama da Figura 
3. 1N7Hc) não é o diagrama resultante final, mas sim o diagrama de grupo do arranjo de três elemen- 
tos. O diagrama resultante é o diagrama de grupo da Figura 13.17(c) multiplicado pelo diagrama de 
campo do elemento utilizado para formar o arranjo. 

Um método alternativo para se obter o diagrama resultante para o conjunto de três elementos da 
Figura 13.16 é usar um procedimento semelhante ao utilizado para obter a equação (13,59). Escre- 
vemos o fator de conjunto normalizado (ou diagrama de grupo) como 


. | É a) 
(FR), = al! + 2% + ef 


= n ep + er + e] 
! 4 |" 
= | Eru CDS | [COR 
> It + cos y) > 








onde 4 = Bd cos 8 + «, se os elementos estão colocados ao longo do eixo 7, mas orientados parale- 

















27 À 
lamente ao eixo x. Como « = 0,d = N2,8Bd = E 2 =”, 
mM a 
(FR, = Icos (: Cos o) 
(FR), = cos (Z cos o) Cos (Z cos o) | 
b 1) l 
diagrama de diagrama X diagrama 
grupo resultante unitário de grupo 


A representação gráfica destes diagramas é exatamente a que está na Figura 13.17. 

Se, na Figura 13.16(a), dois arranjos de três elementos forem deslocados de N/2, obtemos um ar- 
ranjo de quatro elementos com razões entre as correntes de 1:3:3:1, conforme a Figura 13.18. Dois 
destes arranjos de quatro elementos, separados por N2, resultam em um arranjo de cinco elementos 
com razões entre as correntes de 1:4:6:4:1]. Continuando este processo, obtemos um arranjo de N ele- 
mentos, separados por N2 e (N — 1)N2, cujas razões entre as correntes são os coeficientes binomiais. 
A este tipo de antena dá-se o nome de conjunto binomial, 


“ e x & x<o o 
diagrama unitário diagrama de grupo diagrama de grupo 
(a) (b) resultante 


(Cc) 


Figura 13.17 Referente ao Exemplo 13.7. Obtenção do diagrama de grupo resultante para o conjunto de três 
elementos da Figura 13.1 6(a). 
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ao) Ho 3110 HO 


] o] o] Ea 
hp de gay 


Figura 13.18 Um conjunto de quatro elementos, com razões entre as correntes de 1:3:3:1; referente ao Exerci- 
cio Prático 13.7, 


Figura 13.19 Referente ao Exercício Prático 13.7a). 


EXERCÍCIO PRÁTICO 13.7 


(a) Trace o diagrama de grupo resultante para o conjunto de quatro elementos com razões entre as 
correntes de 1:3:3:1, mostrado na Figura 13.18. 
(b) Obtenha uma expressão para o diagrama de grupo de um arranjo binomial linear de N elemen- 
tos. Suponha que os elementos estão colocados ao longo do eixo z e orientados paralelamente ao 
eixo x, com espaçamento d entre os elementos e deslocamento de fase entre cada elemento «a. 
N=1 

onde y=Bdcosd+a. 








Resposta: (a) veja a Figura 13.19; (b) |cos 3 


“13.8 ÁREA EFETIVA E EQUAÇÃO DE FRIIS 


Na situação em que a onda EM incidente é perpendicular a toda a superfície de uma antena recepto- 
ra, a potência recebida é 


Pre | Pméd ES E Pre O (13.67) 


Entretanto, na maioria dos casos, a onda EM incidente não é perpendicular a toda a superfície da an- 
tena. Isto leva à introdução do conceito de área efetiva da antena receptora. 

O conceito de área eletiva ou abertura eletiva (seção reta de recepção de uma antena) é usualmen- 
te empregado na análise de antenas receptoras. 


A área efetiva A, de uma antena receptora é a razão entre a potência recebida média no tem- 

po P;(ou fornecida para a carga, para ser exato) e a densidade de potência média no tempo 
a onda incidente na antena. 

P eg da ond dent t 


Isto é, 





(13.68) 


Da equação (13.68), notamos que a área efetiva é uma medida da capacidade de a antena extrair 
energia da onda EM que está passando, 
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Vamos obter a fórmula para o cálculo da área efetiva de um dipolo hertziano operando como an- 
tena receptora. O circuito equivalente Thevenin para a antena receptora está mostrado na Figura 
13.20, onde V.. é a tensão a circuito aberto induzida pela onda nos terminais de entrada da antena, 
Zon E Ri + JX. É à Impedância da antena e Z = R. + jX é a impedância da carga externa, que po- 
de ser a impedância de entrada da linha de transmissão que conecta à antena ao receptor. Para máxi- 
ma transferência de potência, Z. = ZE. CX. = - X,. À potência média no tempo, fornecida à carga 
casada, é, portanto, 


adro | 
Val 
8 Rj 





(13.69) 


Para o dipolo hertziano, R, = 807 (di/X) e V., = E dl, onde E é a amplitude de campo efetiva, para- 
lela ao eixo do dipolo. Portanto, a equação (13.69) torna-se: 








EN 
P, = - (13.70) 
6407" 
A potência média no tempo na antena é 
E“ E: 
Pi SMA 13.71 
méd no 2407 É ) 
Inserindo as equações (13.70) e (13.71) na equação (13.68), obtemos 
3x Nº 
A, = = 1,á — 
ST d 
Ou 
x 
A,=— D (13.72) 
4 


onde D = 1,5 é a diretividade do dipolo hertziano. Embora a equação (13.72) tenha sido obtida para 
o dipolo de Hertz, ela é válida para qualquer antena, se D for substituído por G (0, q). Dessa forma, 
em geral, 


(13.73) 





Suponha, agora, que temos duas antenas separadas por uma distância r, no espaço livre, confor- 
me mostrado na Figura 13.21. A antena transmissora tem uma área efetiva A, e ganho diretivo G, e 
transmite uma potência total P, (= P.), A antena receptora tem uma área efetiva 4, e uma ganho di- 
retivo G,, e recebe uma potência total P,. No transmissor, 


dTU mr Pd 
E: P, 


Zen 


p n 
) Ca (69) | É o 


Figura 13.20 Equivalente Thevenin de uma antena receptora. 
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Mas E Car Mer, Po. Gar 





Transmissor Receptor 


Figura 13.21 Antenas transmissora e receptora no espaço livre. 


ou 


q — É 
Prméd o 4 p? Gun 
Tr 


Aplicando as equações (13.68) e (13.73), obtemos a potência média no tempo recebida: 


” 


h 
P, = Poca Mer = Gar Pnéd 
dt 


Substituindo a equação (13.74) na equação (13.75), resulta em 


N z 
Er = Ga P, 
dr 





(13.74) 


(13.75) 


(13.76) 


Esta equação é conhecida como a fórmula de transmissão de Friis. Ela relaciona a potência recebi- 
da por uma antena com a potência transmitida pela outra, desde que as duas antenas estejam separa- 
das por uma distância » > 2d'/A, onde d é a maior dimensão de ambas as antenas [veja a equação 
(13.52)]. Portanto, para aplicarmos a equação de Friis, precisamos nos assegurar que as duas antenas 


estão, cada uma, no campo distante da outra. 


Encontre a área efetiva máxima para um dipolo filamentar de A/2, que opera a 30 MHz. Qual é a po- 


tência recebida para uma onda plana incidente cuja amplitude é de 2 mV/m? 


Solução: 


- 


| 
A, = —— GAB. 4) 
da 


C 3 x 105 
=== = 10m 
f 30x 10º 
2 120 4. Eri 
G4O, 6) = —L— P(0) = O PO) = 1,64/(0) 
TRyad Tãm 
GO, Dmáx = 1,64 
10º , 
mi e. —— (1.64) E 13,05 mr 
di 
E: — Ped Ã. sy 
1 mn 
AX OSY 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 13.8 


Determine a área eletiva máxima de um dipolo hertziano de 10 cm de comprimento, operando a 
10 MHz. Se a antena recebe uma potência de 3 uW, qual é a densidade de potência da onda inci- 
dente? 


Resposta: 1,074 m”; 2,793 uWim'. 
As antenas transmissora € receptora estão separadas por 200 À e têm ganhos diretivos de 25 e 18 dB, 


respectivamente. Se a potência a ser recebida deve ser de 5 mW, determine a potência mínima transmi- 
tida. 


EXEMPLO 13.9 


Solução: 
Dado que G (dB) = 25 dB = 10 l0g,, G,. 


Gu = 10% = 316,23 
De forma semelhante, 
G. (dB) = 18db o Gr=108=61 


Usando a equação de Fris, obtemos 


É a 
Pr= Gala ES F, 





dz 
ou 
d4xr |” | 
P,=P,|— 
À | Cp 
4x X 200A |” 
a | A | (63,1(316,23) 
= [,583 W 
EXERCÍCIO PRÁTICO 13.9 


Uma antena, no ar, irradia uma potência total de 100 KW, de tal maneira que um campo elétrico de 
irradiação máxima de 12 mV/m é medido a 20 km da antena. Encontre: (a) diretividade em dB; (b) 
ganho de potência máximo, se n, — 98%. 


Resposta: (a) 3,34 dB; (b) 2,117. 


13.9 A EQUAÇÃO DO RADAR 


Radares são dispositivos eletromagnéticos usados para detectar e localizar objetos. O termo radar é 
derivado da expressão inglesa “radio detection and ranging”. Em um sistema de radar típico, mos- 
trado na Figura 13,22(a), pulsos de energia EM são transmitidos a um objeto distante. À mesma an- 
tena é utilizada na transmissão e na recepção, de tal maneira que o intervalo de tempo entre os pul- 
sos transmitidos e recebidos é utilizado para determinar a distância do alvo. Se r é a distância entre 0 
radar e o alvo e c é a velocidade da luz, então o intervalo de tempo entre os pulsos transmitido e re- 
cebido é 21/c. Medindo-se este intervalo de tempo, é possível determinar +: 
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(A “er 


| Fr = = 


(b) 


Figura 13.22 (a) Sistema de radar típico; (b) simplificação do sistema apresentado em (a) para o cálculo da se- 
ção reta do alvo, o. 


A capacidade de um alvo espalhar (ou refletir) a energia é caracterizada pela sua seção reta de es- 
palhamento o (também chamada seção reta de radar). A seção reta de espalhamento é dada em uni- 
dades de área e pode ser medida experimentalmente. 


A seção reta de espalhamento é a área equivalente que intercepta uma quantidade de potên- 
cia, a qual, quando espalhada de forma isotrópica, produz no radar uma densidade de potên- 
cia que é igual a densidade de potência espalhada (ou refletida) pelo objeto real. 





Isto é, 
“op 
Pos = im| | 
>= | dar 
Ou 
RA 
o = lim dz — (13.77) 


[é] 


Eos 3 i 


onde P, é a densidade de potência incidente no alvo T, enquanto ?. é a densidade de potência 
espalhada recebida pelo transceptor O, conforme a Figura 13.22(b). 
Da equação (13.43), a densidade de potência ?P, incidente no alvo Té 


G 
P=Pu=—Ê P,. (13.78) 
dar” 
A potência recebida no transceptor O é 
Pr Ave, 
ou 
[mo 
Po =— (13.79) 
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Note que P, e P, são as densidades de potência médias no tempo, em watts/m”, € P.e P, são as po- 
tências totais médias no tempo, em watts. Como G, = G,=G,eA, = À, = À, substituindo as 
equações (13.78) e (13.79) na equação (13.77), resulta em 








o = (dar) ER (13.80a) 
Ei A Gg E 
OL 
A9G,P; 
p= SA (13.80b) 
(dry 
Da equação (13.73), A, = N'G,/47. Portanto, 
(NG, 0P; 
pp tudo os (13.81) 


(4m)'r” 





Esta é a equação de transmissão de radar para o espaço livre. Ela é a base para a medida de seção 
reta de espalhamento de um alvo. Resolvendo em função r, a equação (13,81) resulta em 


Nº Gio P.. 1/4 | 
r= ar (13.82) 


(4) PP, 





A equação (13.82) é chamada de equação do alcance do radar. Dada a potência minima detectável 
pelo receptor, esta equação determina o alcance máximo de um radar. Ela é também útil para se ob- 
ter informações técnicas relativas a vários parâmetros que determinam a performance de um sistema 
de radar. 

O radar considerado até aqui é do tipo monoestático, pois este Upo de radar predomina em apli- 
cações práticas. O radar do tipo biestático é aquele em que o transmissor e 0 receptor estão separa- 
dos. Se as antenas transmissora e receptora estão a distâncias r, e r,doalvoe G, é G,, a equação 
(13.81), para o radar biestático, torna-se 


oP;. (13.83) 


ati A | 
dz 


Po 
dr, 


TABELA 13.1 Designação das 
frequências usadas em sistemas 





de radar 

Designação Frequência 
UHF 300-1.000 MHz 

1.000-2.000 MHz 

Ss 2000-4000 MHz 
C 4.000-8.000 MHz 
X 8.000-12.500 MHz 
Ku 12,5-18 GHz 
K | 8-26,5 GHz 


Milimétrica >35 GHz 


EXEMPLO 13.10 
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As fregiiências utilizadas nos serviços de radar se estendem de 25 a 70.000 MHz. A Tabela 13.1 
mostra as frequências usadas c as designações normalmente utilizadas na engenharia de radar. 


Um radar da banda S emite 200 kW a 3 GHz. Determine a densidade de potência do sinal para dis- 
RE ESSA : EE 2 pa E as 
tâncias de 100 e 400 milhas náuticas, sabendo que a área efetiva da antena do radar é de 9 m”. Para 
pe , ” - ” a n = . 
um alvo de 20 m”, localizado a 300 milhas náuticas, determine a potência do sinal refletido no radar. 


Solução: 
A milha náutica é uma unidade de distância de uso comum em sistemas de radar. 


| milha náutica (mn) = 1.852 m 





3 x 10º 
p=Í = -= Om 
PO AS TO 
4 4 
Cu=—As=———9 = 3600 
Nº (051) 


Para r = 100mn = 1.852 x I0m. 
GP — 3.6007 X 200 x Ts 


Arr? 4x (1,852) x 10!º 
5,248 mWim” 


OP = 


Para r = 400 mn = 4 (1,852 x 10)m, 
— 5,248 


Eu - 
(4º 





= (1,328 mWim” 


Utilizando a equação (13.80b), 

P o" AO E, Pi 
É [47 |” 

onde r = 300 mn = 5,556 X 10" m, 


2 9x 20X 3.6007 x 200 x 10º 


Ee — = 2,706 x 10! W 
[47 X 5,556] x 10” 


P, 


O mesmo resultado pode ser obtido usando a equação (13.81). 


EXERCÍCIO PRÁTICO 13.10 

Um radar da banda €, com uma antena de 1,8 m de raio, emite 60 KW na fregiiência de 6.000 
MHz. Se a potência mínima detectável é 0,26 mW, determine, para um alvo de 5 mí de seção reta, 
o alcance máximo, em milhas náuticas, e a densidade de potência do sinal para a metade desta dis- 
tância. Suponha que a eficiência é unitária e que a área efetiva da antena é 70% da área real, 


Resposta: 0,6309 mn; 500,90 W/m”. 
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RESUMO 1. Discutimos aqui as idéias e definições fundamentais da teoria das antenas. Os tipos básicos de 
antenas considerados incluem o dipolo hertziano (ou antena curta), o dipolo de meia onda, o mo- 
nopolo de quarto de onda e a antena em anel pequena. 

2. Teoricamente, se conhecermos a distribuição de corrente em uma antena, podemos calcular o 
potencial magnético vetorial com retardo A e, a partir dele, podemos calcular os campos eletro- 
magnéticos com retardo He E, utilizando 


A 
H=VxT E=nHxXa 


Os campos na zona distante são obtidos retendo somente os termos em 1/r. 

3. A análise do dipolo hertziano serve como base para o estudo de outras antenas. À resistência de 
irradiação do dipolo de Hertz é muito pequena. Isto limita a utilidade prática desta antena, 

4. O dipolo de meia onda tem um comprimento de 2. É mais popular e de maior uso prático do 
que o dipolo hertziano, A sua impedância de entrada é 73 + [42,5 Q. 

5. O monopolo de quarto de onda é, essencialmente, a metade de um dipolo de meia onda coloca- 
do verticalmente sobre um plano condutor. 

6. Os diagramas de irradiação normalmente utilizados são os de intensidade de campo, de densi- 
dade de potência e o de intensidade de irradiação. Usualmente, o diagrama de campo é um grá- 
fico de IE | ou de sua forma normalizada (8). O diagrama de potência é um gráfico de P . ou 
de sua forma normalizada fo). 

7. O ganho diretivo é a razão entre U(8, 9) e seu valor médio. A diretividade é o valor máximo do 
ganho diretivo. 

8. Um conjunto de antenas é um grupo de elementos irradiantes, arranjados de tal maneira a pro- 
duzir determinadas características de irradiação. Seu diagrama de irradiação é obtido multipli- 
cando-se o diagrama de irradiação unitário (devido a um só elemento do grupo) pelo diagrama 
de grupo, que é o gráfico do fator de rede normalizado. Para um conjunto linear uniforme de N 
elementos, 








sen(Ny/2) | 
sen(W/2) 


onde y = Bd cos 0 + a, 6 = 27/h, d = espaçamento entre os elementos e a = deslocamento de 
lase entre elementos vizinhos. 
9. A equação de transmissão de Friis caracteriza o acoplamento entre duas antenas em termos de 
seus ganhos diretivos, distância que as separam e fregliência de operação, 
10. Para um radar brestático (no qual as antenas transmissora e receptora estão separadas), a potên- 
cia recebida é dada por 


ER 


= Cn ar | À | o P,. 


dt drrirs 


Para um radar monoestático, r, = ne G,= 6, 


QUESTÕES DE REVISÃO 





13.1 Uma antena, localizada em uma determinada cidade, é uma fonte de ondas de rádio. Qual é o tem- 
po transcornido para a onda alcançar uma outra cidade localizada a 12,000 km desta cidade”? 
(a) 368 
(b) 20 us 
(c) 20 ms 
(d) SO ms 
(2) Nenhuma das opções acima 


13.2 


13.3 


13.4 


13.6 


13.7 


13.8 
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Qual é o termo de irradiação na equação (13.34)? 


(a) o termo 1/r 
(b) o termo 1/r 
(c) o termo 14º 


(d) todos os termos listados acima 


Uma antena de fio muito fino, com um comprimento de N/100, tem uma resistência de irradiação 
de: 

(a) =00 

(b) 0,08 2 

(c) 7,90 

(d) 790 9 


Uma antena monopolo de quarto de onda, operando no ar a uma freguência de 1 MHz, deve ter um 
comprimento total de: 

(a) É >A 

(b) 300 m 

(c) 150m 

(d) 75 m 

(e) É <A 


Se uma antena em anel pequeno de uma única espira tem uma resistência de irradiação de 0,04 2, 
quantas espiras são necessárias para produzir uma resistência de irradiação de 1 0º? 

(a) 150 

(b) 125 

(c) 50 

(d) 25 

(e) 5 

A & km de uma antena curta, a amplitude de campo é de 12 uV/m. O campo a 20 km da antena se- 
rá: 

(a) 75 uVfm 

(Db) 30 uV/m 

(c) 4,8 uVim 

(d) 1.92 uVim 


Uma antena tem UU 
(a) 2,222 W 
(b) 12,411 W 
(c) 55,55 W 
(d) 59,52 W 


= 10 Wisr, La = 4,5 Wisre m, = 95%. A potência de entrada da antena é: 


mix 


Em um atroporto, uma antena receptora tem uma dimensão máxima de 3 m e opera a 100 MHz. 
Um avião que se aproxima do aeroporto está a 1/2 km da antena. O avião está na região de campo 
distante desta antena. 

(a) Verdadeiro 

(b) Falso 
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PROBLEMAS | 


13.9 


13.10 


Uma antena receptora está localizada a 100 metros da antena transmissora. Se a área efetiva da an- 
tena receptora é de 500 em” e a densidade de potência recebida é de 2 mWim”, então a potência to- 
tal recebida é: 

(a) 10 nW 

(b) 100 nW 

(0) 1uW 

(d) 10 uW 

(e) 100 uW 


Seja Ro alcance máximo de um radar monoestático. Qual deve ser a seção reta de um alvo locali- 
zado a 3R/2 para que um sinal de mesma amplitude que o de um alvo de 5 m” de seção reta, loca- 
lizado em R/2, chegue no radar? 

(a) 0,0617m/ 

(b) 0,555 m” 

(0) 15 mr 

(d) 45m 

(e) 405 m 


Respostas: 13.1d; 13.2a; 13.3b; 13.4d; 13.5e; 13.6c; 13.7d; 13.84; 13.9e;13.10e. 


13.1 


13.5 


13.6 


13.7 


O potencial magnético vetorial em um ponto P(r, 8, 9), devido a uma antena pequena localizada na 
origem, é dado por 


—- 50€e —iBr 


4 à 


Fr 


onde? =x + y + *, Encontre E(r, 0, 0, e H(r, 6, à, t) na zona de campo distante. 


Um dipolo hertziano, localizado na origem, no espaço livre, tem dé = 20 eme! = Ilúcos 2710' 
A. Encontre IE, | no ponto distante (100, 0, 0). 


Uma fonte de corrente de 2 A, operando a 300 MHz, alimenta um dipolo hertziano de 5 mm, situa- 
do na origem. Encontre E, e H, em (10, 30", 90"). 


(a) Em lugar da distribuição de corrente constante assumida para o dipolo curto da Seção 13.2, 
2 


) conforme mostrado na 


suponha uma distribuição de corrente triangular /, = [, ( E a 


Figura 13.23. Mostre que 


Rir = 20 q + 


que é um quarto do valor obtido na equação (13.13). Portanto, a resistência de irradiação (K,) 
depende da distribuição de corrente. 


(b) Calcule o comprimento de um dípolo que tenha uma resistência de irradiação de 0,5 O. 
Uma antena pode ser modelada como um dipolo elétrico de 5 m a 3 MHZ. Encontre a resistência 
de irradiação da antena, supondo uma distribuição de corrente uniforme ao longo de seu compri- 


mento. 


Uma antena dipolo de meia onda é alimentada por uma linha de transmissão de 50 Q. Calcule o 
coeficiente de reflexão e a razão de onda estacionária. 


Uma antena de automóvel de | m de comprimento opera na faixa de AM em 1,5 MHgz. Qual é a 
corrente necessária para irradiar 4 W de potência? 
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Figura 13.23 Antena curta com distribuição triangular de corrente; referente ao Problema 13.4. 


*13.8 (a) Mostre que os campos gerados por um dipolo fino de comprimento É, percorrido por uma cor- 
rente senoidal f, cos 57, na região de campo distante, são dados por 


f 1? Ê 
Ler Cos (5 Cos o) — Cos 6 
JE 
2rr sen à 








Has = . Es E Nos 


[Sugestão: use a Figura 13.4 € inicie com a equação (13.14).] 
(b) Trace (8) da parte (a). em um sistema de coordenadas polares, para É = À, 3N2 e 2h. 
*13.9 Para o Problema 13.4: 


(a) determine E e H na região de campo distante; 
(b) calcule a diretividade do dipolo. 


*13.10 Uma antena que está localizada sobre um plano terra irradia uma potência média de 200 KW. Su- 
pondo que toda a potência é irradiada uniformemente na superfície de um hemisfério com a ante- 
na no centro, calcule: (4) o vetor de Poynting médio no tempo a 50 km; (b) o campo elétrico má- 
ximo neste local, 


13.11 Uma antena em anel de 20 em de raio, com 100 espiras, opera a 10 MHz, no ar, e deve fornecer 
uma amplitude de campo de 50 mV/m a 3 m de distância. Determine: 
(a) a corrente com que a antena deve ser alimentada; 


(b) a potência média irradiada pela antena. 


13.12 Esboce os diagramas de campo normalizado para os campos E e H para: 
(a) um dipolo de meia onda; 


(b) um monopolo de quarto de onda, 


13.13 Baseando-se no resultado do Problema 13.8, trace os diagramas de campo verticais para antenas 
monopolo de comprimentos € = 3h/2, he 548. Vale lembrar que um monopolo de 5X/8 é bastan- 
te utilizado na prática. 


13.14 Uma antena no espaço livre tem um campo na zona distante dado por 


5sen20 a. 
E => era, Vim 


Fr 


onde 8 = wWV go£o. Determine a potência irradiada. 


566 MB Elementos de Eletromagnetismo 


13.15 O campo elétrico produzido por uma antena na região distante é 
ED Na 
E,=— e" cosfcosga. 
= 


Trace o diagrama da antena no plano vertical. Seu gráfico deve incluir o máximo de pontos possível. 


13.16 Mostre que, para um dipolo hertziano, a densidade de potência média no tempo está relacionada 
com a potência de irradiação, de acordo com 


1.5 sen'8 
Pata O Pr 


13.17 Uma antena produz, na região de campo distante, um campo dado por 


2senêcos & ' | 
Poid=—— a Wim, O<0<r0<g< a 
A 


Calcule o ganho diretivo e a diretividade da antena, 


13.18 Partindo do Problema 13.8, mostre que o diagrama de campo normalizado para uma antena de on- 
da inteira (É = X) é dado por 
cos(m cos 8) + | 


(0) = sen 6 


Trace o diagrama de campo. 


13.19 Para um dipolo fino, com um comprimento de N'16, encontre: (a) o ganho diretivo; (b) a diretivi- 
dade; (c) a área efetiva e (d) a resistência de irradiação, 


13.20 Repita o Problema 13.19 para uma antena em anel circular fina de 4/12 de diâmetro. 


13.21 Uma dipolo de meia onda é feito de cobre e tem um diâmetro de 2,6 mm. Determine a eficiência 
do dipolo se ele opera a 15 MHz. 
Sugestão: obtenha R, a partir de R, /R,. = a/26, Veja a Seção 10,6, 


13.22 Encontre UU 


méd? nix 


e D para: 


(a) U(0. 6) = sen"20, 0O<8<r,0<4<2r 
(b) U(0, 4) = 4cossec? 2),  m3<0<r2,0<4<T 
(c) U(0. 4) = 2 sen” O sen” à, O<0<m,0<64<T” 


13.23 Encontre o ganho diretivo e a diretividade para as seguintes intensidades de irradiação: 


(a) U(0, 4) =sen"9, 0<0<m,,0<4<27r 
(b) U(0, 4) = 4 sen O cos” à, 0O<0<m0<6<T 
(c) U(6. 4) = IO cos” 6 sen” 4/2, O<0<r0<64< 7/2 


13.24 Uma antena irradia, no espaço livre, um campo dado por 


* 0,2cos 0 


Eus eTiêr kV im 
dar 


na região de campo distante. Determine: (a) a potência total irradiada e (b) o ganho diretivo para 
8 = 60º. 


13.25 Obtenha E,, na região de campo distante, para o conjunto de dois elementos mostrado na Figura 
13.24. Suponha que os elementos são dipolos herizianos alimentados em fase com correntes uni- 
formes f, cos wt. 
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Figura 13.24 Conjunto de dois elementos referente ao Problema 13.25. 


13.26 


13.27 


13.25 


13.29 


13.30 


Um arranjo é composto por dois dipolos separados por um comprimento de onda. Se os dipolos 
são alimentados por correntes de mesma amplitude e fase: 

(a) encontre o fator de rede; 

(b) calcule os ângulos do diagrama onde ocorrem os nulos; 

(c) determine os ângulos para os quais temos máximos no diagrama; 


(d) eshoce o diagrama de grupo no plano que contém os elementos. 


Considere um conjunto de dois elementos alimentados por correntes que estão 180º fora de fase 
entre si. Trace o diagrama de grupo se os elementos estão separados por: (a) d = Nde (b)d = 42. 


Trace o diagrama de grupo no plano xz para o arranjo de dois elementos da Figura 13.10, com: 


(a) d=ha=qa2 

(b) d=N4,a = 3/4 

(c) d=3N4,04=0 

Um conjunto é formado de N dipolos herizianos idênticos, dispostos de forma uniforme ao longo 


do eixo z e polarizados na direção do eixo z. Se o espaçamento entre os dipolos é de N/4, trace o 
diagrama de grupo quando: (4) N = 2, (b) N = 4. 


Trace os diagramas de grupo resultantes para os arranjos de quatro elementos mostrados na Figu- 
ra 13.25. 


ro Ho jo ro 
& ) ] ] 
pe [2—— pe 4 [12—e pa à [2——e 
(a) 
ro Ifri2 tr !/3m/2 


Figura 13.25 Referente ao Problema 13.30. 
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13.31 Calcule a área efetiva de uma antena de 10 espiras com 15 cm de raio, operando a 100 MHz, para 
0=30 ed=90. 


13.32 Uma antena recebe uma potência de 2 uW de uma estação de rádio. Calcule a sua área efetiva, sa- 
bendo que a antena está localizada na região distante da estação, onde E = 50 mV/m. 


13.33 (a) Mostre que a equação de transmissão de Friis pode ser escrita como 


(b) Duas antenas dipolo de meia onda operam a 100 MHz e estão separadas por uma distância de 
| km. Se a potência transmitida por uma delas é de 80 W. qual a potência recebida pela outra? 


13.34 A amplitude de campo elétrico aplicado a uma antena dipolo de meia onda é de 3 mV/m a 60 MHz. 
Calcule a potência máxima recebida pela antena, Considere a diretividade do dipolo de meia onda 
como sendo 1,64. 


13.35 A potência transmitida por um satélite de órbita síncrona é de 320 W. Se a antena tem 40 dB de ga- 
nho a 15 GHz, calcule a potência recebida por uma outra antena de 32 dB de ganho a uma distân- 
cia de 24.567 km. 


13.36 O ganho diretivo de uma antena é de 34 dB. Se a antena irradia uma potência de 7,5 KW a uma dis- 
tância de 40 km, calcule a densidade de potência média no tempo para esta distância. 


13.37 Duas antenas idênticas, em uma câmara anecóica, estão separadas por 12 m e estão orientadas pa- 
ra máximo ganho diretivo. Na frequência de 5 GHz, a potência recebida por uma delas é 30 dB 
abaixo da emitida pela outra. Calcule o ganho das antenas em dB. 


13.38 Qual é a potência máxima que pode ser recebida, a uma distância de 1,5 km no espaço livre, em 
um sistema de comunicações que opera a 1,5 GHz e que consiste de uma antena transmissora, com 
ganho de 25 dB, e de uma antena receptora, com ganho de 30 dB? A potência transmitida é de 
200 W. 


13.39 Um radar pulsado que opera na banda L, com uma antena comum para transmissão é recepção e 
com ganho diretivo de 3.500, opera a 1.500 MHz e transmite 200 KW. Se 0 alvo está a 120 km do 
radar é sua seção reta de espalhamento é de 8 m', encontre: 

(a) a amplitude do campo elétrico incidente no alvo; 
(b) a amplitude do campo elétrico espalhado no radar; 
(c) potência capturada pelo alvo; 


(d) a potência da onda espalhada absorvida pela antena. 


13.40 Uma antena transmissora com uma portadora de 600 MHZ produz 80 W de potência. Encontre a 
potência recebida por outra antena colocada no espaço livre à | km de distância. Suponha que as 
duas antenas têm ganho de potência unitário. 


13.41 Um radar monoestático, operando a 6 GHz, detecta um alvo de 0,8 m” a uma distância de 250 m. 
Se o ganho é de 40 dB, determine a potência mínima transmitida que retornará uma potência de 
2uW. 
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13.42 No sistema de radar biestático da Figura 13.26, as antenas baseadas em terra estão separadas por 
4kme o alvo de 2.4m' está a uma altura de 3 km. O sistema opera a 5 GHz. Determine a potên- 
cia mínima irradiada necessária para obter uma potência de retorno de 8 x 107 W, para  , igual 
a 36 dB e G, igual a 20 dB. 


onda 


espalhada RUE 


incidente 


antena Y antena 


E Ss 
receptora pp 4 km transmissora 





Figura 13.26 Referente ao Problema 13.42. 
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TÓPICOS MODERNOS 


O futuro tem diversos nomes. Para o fraco, é o impossível. Para o crente, é o desconhecido, Para 
o pensador e o forte, é o ideal, 
VICTOR HUGO 


14.1 INTRODUÇÃO 


Além da propagação de ondas, das linhas de transmissão, dos guias de onda e das antenas, existem 
diversas outras áreas de aplicação do EM, Estas incluem microondas, Interferência e compatibilida- 
de eletromagnética, fibras óticas, comunicações por satélites, biveletromagnetismo, máquinas elétri- 
cas, meteorologia por radar e sensoriamento remoto, Devido às limitações de espaço, vamos cobrir, 
neste capítulo, as três primeiras áreas: microondas, interferência é compatibilidade eletromagnética 
e fibras óticas. Como são tópicos avançados, será apresentado somente um tratamento introdutório 
de cada um deles. A nossa discussão envolverá a aplicação de conceitos de circuitos, aprendidos em 
cursos anteriores, e de conceitos de EM, aprendidos em capítulos anteriores. 


14.2 MICROONDAS 


Atualmente, existem três maneiras de transmitir milhares de canais de comunicação a longas distân- 
cias: (a) enlaces de microondas; (b) cabos coaxiais; e (c) fibras óticas, que é uma tecnologia relativa- 
mente nova e será analisada mais adiante. 


Microondas são ondas EM cujas frequências estão, aproximadamente, entre 300 MHz e 
1.000 GHz 


Para comparação, o sinal de uma estação de rádio AM fica em torno de | MHz, enquanto que o de 
uma estação FM fica em torno de 100 MHz. A região superior das frequências de microondas faz li- 
mite com o espectro ótico. Isto explica porque as microondas têm um comportamento mais parecido 
com o de um raio luminoso do que as ondas eletromagnéticas de mais baixa frequência. Você deve 
estar familiarizado com algumas aplicações das microondas, como o forno de microondas, que ope- 
ra a 2,4 GHz; as comunicações por satélite, que operam a cerca de 4 GHz, e o radar da polícia, que 
opera a cerca de 22 GHz. 

As características que tornam as microondas atrativas para comunicações incluem a larga banda 
disponível (grande capacidade de transmissão de informação) e as propriedades diretivas dos com- 
primentos de onda curtos. Como a quantidade de informação que pode ser transmitida é limitada pe- 
la largura de banda disponível, o espectro de microondas fornece mais canais de comunicação do que 
as bandas de rádio e de TV. Com a demanda cada vez maior de alocação de canais, as comunicações 
com microondas tornaram-se mais comuns. 
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Normalmente, um sistema de microondas consiste de um transmissor (que inclui um oscilador 
de microondas, guias de onda e uma antena transmissora) e de um subsistema de recepção (que in- 
clui uma antena receptora, uma linha de transmissão ou guia de onda, amplificadores de microondas 
e um receptor). Uma rede de microondas é uma interconexão de vários componentes e dispositivos 
de microondas. Há uma série de componentes de microondas e de variações desses componentes. 
Componentes comumente usados em microondas incluem: 

e Cabos coaxiais, que são linhas de transmissão para interconectar componentes de microon- 

das. 


s Ressonadores, que são usualmente cavidades onde a energia EM é armazenada. 
e Seções de guias de onda, que podem ser retas, encurvadas ou torcidas. 
e Antenas, que transmitem ou recebem ondas EM com eficiência. 


e Terminações, que são projetadas para absorver a potência de entrada e, portanto, atuam como 
dispositivos de uma porta. 


e Atenuadores, que são projetados para absorver parte da energia EM que por eles passa, dimi- 
nuindo, portanto, o nível de potência do sinal de microondas. 


-  Acopladores direcionais, que consistem de dois guias de onda e de um mecanismo de acopla- 
mento dos sinais entre eles. 


e Isoladores, que permitem fluxo de energia somente em uma direção. 


e Circuladores, que são projetados para estabelecer vários pontos de entrada/saída, por onde a 
energia pode ser fornecida ou extraída. 


e Filtros, que suprimem sinais indesejados e/ou separam sinais de fregiiências diferentes. 


O uso das microondas tem sido alvo de grande expansão. Os exemplos incluem telecomunica- 
ções, rádio astronomia, exame do solo, radar, meteorologia, televisão em UHF, enlaces terrestres de 
microondas, dispositivos de estado sólido, aquecimento, Medicina e sistemas de identificação. Va- 
mos considerar apenas quatro das aplicações listadas acima. 


1. Telecomunicações: (transmissão de informação analógica ou digital de um ponto a outro) é 
a aplicação mais difundida das fregiiências de microondas. As microondas se propagam em linha re- 
ta, como os raios luminosos, e não são refletidas pela ionosfera, como ocorre com os sinais de fre- 
qluências mais baixas. Isso torna possível a comunicação por satélites. Essencialmente, um satélite de 
comunicações é uma estação repetidora de microondas usada para conectar dois ou mais transmisso- 
res e receptores instalados em terra. O satélite recebe, em uma frequência, o sinal, que é repetido ou 
amplificado e transmitido em outra frequência. A Figura 14.1 mostra dois modos comuns de opera- 
ção de comunicação por satélite. Na Figura 14.1(a) o satélite estabelece um enlace ponto a ponto, en- 
quanto que, na Figura 14.1(b), ele é usado para estabelecer enlaces entre um transmissor € vários re- 
ceptores localizados em terra. 


2. Sistemas de radar: os sistemas de radar foram um grande incentivo para o desenvolvimen- 
to da tecnologia de microondas, pois, em fregiências mais altas, se obtém melhor resolução em equi- 
pamentos de radar. Somente a região de microondas do espectro é capaz de fornecer as resoluções 
desejadas com antenas de tamanho razoável. A capacidade de focalizar uma onda irradiada em fei- 
xes muito estreitos é o que faz as microondas serem tão úteis em aplicações de radar. O radar é utili- 
zado para detectar acronaves, guiar mísseis supersônicos, observar c seguir formações meteorológi- 
cas e controlar o tráfego de aeronaves nos aeroportos. Ele é também usado em alarmes contra roubo, 
controladores de portões e nos detectores de velocidade da polícia. 


Para um tratamento completo sobre microondas, veja D.M. Pozar, Microwave Engineering. New York, John Wiley, 2nd., 1998. 
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(b) Enlace de difusão de microondas via satélite 


Figura 14.1 Configurações de sistemas de comunicação por satélites. Fonte: W. Stallings, Data and Computer 
Communications, áth ed. Upper Saddle River, NJ: Prentice Hall, 1977. p. 90. 


3. Aquecimento: a energia das microondas pode ser dirigida, controlada e concentrada com 
mais facilidade do que as ondas EM de baixas frequências. Além disso, várias ressonâncias atômicas 
e moleculares ocorrem nas frequências de microondas, criando diversas áreas de aplicação em ciên- 
cias básicas, sensoriamento remoto e métodos de aquecimento. As propriedades de aquecimento da 
energia de microondas são úteis em uma grande variedade de aplicações comerciais e industriais, O 
torno de microondas, mostrado na Figura 14.2, é um exemplo típico. Quando o magnetron entra em 
oscilação, a energia de microondas é extraída de suas cavidades ressonantes através de um guia de 
ondas. Reflexões nas paredes do forno e nas pás do misturador fazem com que a energia de microon- 
das fique uniformemente distribuída pelo interior do forno. Portanto, as microondas permitem que o 
processo de cozimento seja rápido e uniforme. Além do cozimento de alimentos, as propriedades de 
aquecimento das microondas são utilizadas em diatermia física e na secagem de batatas, papel, teci- 
do, ele. 
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pás do misturador guia de onda 
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fonte de alimentação 


Figura 14.2 Forno de microondas. Fonte: N, Schlager (ed.), How Producis are Made. Detroit, MI, Gale 
Research Inc., 1994, p. 289. 


Um circuito de microondas consiste de componentes de microondas como fontes, linhas de trans- 
missão, guias de onda, atenuadores, ressonadores, circuladores e filtros. Uma maneira de se analisar 
tais circuitos é relacionar as variáveis de entrada e de saída de cada componente. Vários conjuntos de 
parâmetros podem ser usados para relacionar as variáveis de entrada e de saída, mas, em frequências 
altas, como as de microondas, em que a corrente e a tensão não são perfeitamente definidas, os pará- 
metros S são, em geral, utilizados. Os parâmetros de espalhamento ou parâmetros S são definidos 
em termos de variáveis ondulatórias, as quais são medidas nas bandas de microondas com mais faci- 
lidade do que a tensão e a corrente. 

Consideremos a estrutura de microondas de duas portas da Figura 14,3. As ondas incidente e re- 
Hetida estão relacionadas aos parâmetros de espalhamento de acordo com 


b| = Sn = Soda 
Ds = Sat) + Ssatta (14.1) 


há se Pes É 
Do Sw So 
onde a, e a, representam, respectivamente, as ondas incidentes nas portas 1 e 2, enquanto b, e b, re- 
presentam as ondas refletidas, conforme mostrado na Figura 14.3, Na matriz S, os elementos fora da 
diagonal representam os coeficientes de transmissão de ondas de tensão, enquanto que os elementos 
da diagonal representam os coeficientes de reflexão. Se a estrutura é recíproca, ela tem as mesmas 
características de transmissão em ambas as orientações, ISLO É, 


ou no formato matricial 


a] ; 
id (14.2) 





Sa — Sa] (14.3) 


Se a estrutura é simétrica, então 
Sn = 472 (14.4) 
Para uma estrutura casada nas duas portas, os coeficientes de reflexão são nulos é 


S, Fo Soa = () (14.5) 
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Figura 14.3 Uma estrutura de microondas de duas portas. 


O coeficiente de reflexão na entrada pode ser expresso em termos dos parâmetros S e da carga Z,. 
como 


= E + — = ——— à 
r, H Sn [=2 1. (14.6) 
onde 
Ep — Es 
[.=———õ 14.7 
q Eli 


De forma semelhante, o coeficiente de reflexão na saída (com V, = 0) pode ser expresso em termos 
da impedância do gerador Z, e dos parâmetros S$ como 


bo Sp Sil. 
Tr == = So + Ele 14.8 
onde 
LEE 
T=E-—— 14.9) 
E L+L Sid 


Os parâmetros S que seguem foram obtidos para um transistor de microondas operando a 2,5 GHz: 
Sm = 0,85/—30º, Sj = 0,07/56º, 85 = 1,68/120º, S4, = 0,85/—40º. Determine o coeficien- 
te de reflexão na entrada para Z,.= Z, = 75 2. 


Solução: 
Da equação (14.7), 
£o = La 


T” = = 
E £e + Ea 


) 


Portanto, usando a equação (14.6), obtemos 


[= 514 = /0,69/=308 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 14.1 


As Taxas de Onda Estacionária para as portas de entrada e de saída de um acoplador híbrido 
são dadas, respectivamente, por: 


ps [Sn 
PO Si] 


“ES 


s;= 
Si] 


Calcule s,e s, para a seguinte matriz de espalhamento: 


ç= [04 10,6 
jo6 0,2 


Resposta: 2,333; 1,5. 


14.3 INTERFERÊNCIA E COMPATIBILIDADE ELETROMAGNÉTICA 


Todo o dispositivo eletrônico é uma fonte de campos eletromagnéticos irradiados, os quais são cha- 
mados de emissões irradiadas. Em geral, estas irradiações são um subproduto acidental de 
projeto. 


Interferência eletromagnética (ITEM) é a degradação na performance de um dispositivo de- 
vido à geração de campos no ambiente eletromagnético. 


O ambiente eletromagnético consiste de vários equipamentos como estações de difusão de rádio e de 
TY, radar e auxílios à navegação, que irradiam energia EM quando estão em operação. Qualquer dis- 
positivo eletrônico é suscetível à IEM. A sua influência pode ser percebida com facilidade. Os resul- 
tados incluem “fantasmas” nas imagens de recepção de TV, interferência nos serviços de radiotáxi 
com os sistemas de rádio da polícia, interterência de transientes de linhas de transmissão de energia 
em computadores pessoais e auto-oscilações em circuitos receptores ou transmissores. 


Compatibilidade eletromagnética (CEM) é alcançada quando um dispositivo opera satisfa- 
Loriamente sem introduzir distúrbios intoleráveis no ambiente eletromagnético ou em outros 
dispositivos na sua vizinhança. 


A CEM” é alcançada quando equipamentos eletrônicos coexistem em harmonia, de tal maneira que 
cada equipamento opera realizando as funções para as quais foi projetado, na presença, e apesar da 
presença, dos outros equipamentos. A TEM é o problema que ocorre quando tensões ou correntes in- 
desejadas estão presentes, influenciando a performance de um dispositivo, enquanto a CEM é a so- 
lução para o problema. A meta da CEM é assegurar a compatibilidade entre sistemas ou entre subsis- 
temas. Isto é obtido pela aplicação de conhecidas técnicas de projeto, as quais asseguram a operação 
de sistemas relativamente livre de problemas de TEM. 

A CEM é uma área em franco crescimento devido à densidade sempre crescente de circuitos ele- 
trônicos nos modernos sistemas de computação, comunicações, controle, etc. Ela não é de interesse 
somente para os engenheiros eletricistas e de computação, mas também para engenheiros automoti- 
vos. À crescente aplicação de sistemas eletrônicos automotivos, usados para melhorar a economia de 


* Para um tratamento aprofundado de CEM, veja C. R. Paul, Introduction to Eleciromagnetio Companbility, New York: John Wiley, 1992, 
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combustível, reduzir as emissões do escapamento, assegurar a segurança veicular e prover assistên- 
cia ao condutor, resultou em uma crescente necessidade de que se assegure compatibilidade eletro- 
magnética entre estes subsistemas durante a sua operação. Inicialmente, vamos considerar as fontes 
e as características da TEM. Posteriormente, vamos examinar suas técnicas de controle. 


A. Fontes e caracteristicas da ITEM 


Em primeiro lugar, vamos classificar a ITEM em termos de suas causas e fontes. Esta classificação Irá 
facilitar o reconhecimento das fontes e auxiliar na determinação dos métodos de controle. Conforme 
mencionando anteriormente, qualquer dispositivo eletrônico pode ser uma fonte de IEM, embora es- 
ta não seja a intenção do projetista. As causas de um problema de IEM podem estar tanto dentro do 
sistema, caso em que é chamado de problema intra-sistêmico, como fora, caso em que é chamado de 
problema intersistêmico. 

A Figura 14.4 mostra problemas de TEM intersistêmicos. O termo “emissor” é usado normalmente 
para fazer referência à fonte de TEM, enquanto que o termo “suscetível” é utilizado para fazer refe- 
rência ao dispositivo que sofre a interferência. As Tabelas 14.1] e 14.2 apresentam causas típicas de 
interferência Intra-sistêmica e intersistêmica. Tanto a TEM inter quanto a intra podem, em geral, ser 
controladas pelo engenheiro projetista de sistemas através da adoção de alguns procedimentos e téc- 
nicas básicas de projeto. 


ALETONAVE 


linhas e transmissão 


de energia 


oo “5 


transceptor portátil 


EM e TV 








E = emissores de Interferência 
S = equipamento suscetível 


Figura 14.4 Exemplos típicos de problemas de IEM intersistêmicos. Fonte: J. IN. Violette et al., Electromag- 
netic Compatibility Handbook. New York: Van Nostrand Reinhold, 1987, p. 4. 
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TABELA 14,1 Causas de IEM intra-sistêmica 





Emissores Dispositivos suscetíveis 
Fontes de alimentação Repetidores 
Transmissores de radar Receptores de radar 
Transmissores móveis Receptores múveis 

de rúdio de rádio 
Lâmpadas fluorescentes Reator eletrônico 
Sistemas de ignição Receptores de rádio 

de automóveis de automóveis 


TABELA 14.2 Causas de IEM intersistêmica 


Emissores Dispositivos suscetíveis 
Descargas elétricas Receptores de rádio 
Computadores Receptores de TV 
Linhas de transmissão Marca-passos 

de energia 
Transmissores de radar Sistemas de navegação aérea 
Transmissores de rádio Receptores de radiotáxi 

da polícia 
Lâmpadas Auorescentes Controles industriais 


Transmissores em acronaves Receptores em embarcações 





Por exemplo, para problemas de EMI intra-sistêmicos, o engenheiro projetista pode aplicar técnicas 
adequadas de aterramento, de fiação, de blindagem dos circuitos e dos dispositivos e de filtragem. 

As fontes de IEM podem ser classificadas como naturais ou artificiais (causadas pelo homem). 
As origens de IEM são basicamente emissões conduzidas (tensões e/ou correntes) ou emissões Irra- 
diadas (campos elétricos e/ou magnéticos). Emissões conduzidas são as correntes que são conduzi- 
das por condutores metálicos (o cabo de alimentação da unidade) e injetadas na rede de alimentação 
comum, onde as mesmas podem causar interferência em outros dispositivos conectados à mesma re- 
de de alimentação. Emissões Irradiadas se referem a campos eletromagnéticos irradiados pelo dispo- 
sitivo, os quais podem ser captados por outros dispositivos eletrônicos, causando interferência nos 
mesmos. À Figura 14.5 ilustra a diferença conceitual entre os dois tipos de emissão. 

Não existe um órgão de controle único com jurisdição sobre todos os sistemas capaz de determi- 
nar as ações necessárias para se obter CEM, Portanto, usualmente, a CEM é obtida por associações 
industriais, regulamentação voluntária, regulamentação forçada pelos governos e acordos negocia- 
dos entre as partes envolvidas. À frequência tem um papel importante na CEM. A alocação e distri- 
buição de fregiiências são vinculadas a acordos estabelecidos por tratados internacionais. Os regula- 
mentos resultantes de tais acordos internacionais são publicados pela International Telecommunica- 
tion Union (ITU). Nos Estados Unidos, o Federal Communications Commission (FCC) tem autori- 
dade sobre as comunicações por rádio e por cabo. O FCC tem estabelecido limites para as emissões 
irradiadas ou conduzidas por dispositivos eletrônicos, incluindo máquinas de escrever elétricas, cal- 
culadoras, receptores de televisão, impressoras, modems e computadores pessoais. Nos Estados Uni- 
dos, é ilegal a venda de qualquer dispositivo eletrônico cujas emissões irradiada e conduzida não te- 
nham sido medidas e cujos valores ultrapassem os limites regulamentados pelo FCC, Assim, qual- 
quer dispositivo eletrônico projetado sem incorporar os princípios de projeto de CEM provavelmen- 
te não obedecerá os limites estabelecidos pelo FCC. 


*N. de T. No Brasil, esta função é exercida pela ANATEL — Agência Nacional de Telecomunicações. 
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Figura 14.5 Diferenças entre emissões conduzidas € irradiadas. 


B. Técnicas de controle de IEM 


As três técnicas básicas de projeto utilizadas para controlar ou suprimir a IEM são: aterramento, blin- 
dagem e filtragem. Embora cada uma das técnicas tenha um papel diferente no projeto de sistema, 
um aterramento adequado pode, às vezes, minimizar a necessidade de blindagem e de filtragem. 
Também, uma blindagem adequada pode minimizar a necessidade de filtragem. Por essa razão, va- 
mos discutir as três técnicas, aterramento, blindagem e filtragem, nesta ordem. 


Aterramento: 


O aterramento consiste em estabelecer um caminho condutor de eletricidade entre dois pontos com 
o objetivo de conectar componentes elétricos e eletrônicos de um sistema entre si ou de conectá-los 
a um ponto de referência, que pode ser chamado de terra. Um plano terra ideal é um corpo com um 
potencial zero e com impedância nula, que pode ser usado como uma referência para todos os sinais 
do circuito associado e no qual se possa descarregar toda a corrente indesejada e, assim, eliminar seus 
efeitos. 

A finalidade de um terra flutuante é a de isolar, eletricamente, circuitos ou equipamentos elétri- 
cos de um plano terra comum. Este tipo de técnica de aterramento pode ser perigoso. O aterramento 
em um único ponto é utilizado para minimizar os efeitos das correntes de terra de um equipamento. 
O aterramento de múltiplos pontos minimiza o comprimento dos condutores de aterramento. O pla- 
no terra pode ser um fio terra que passa por todo o sistema ou um corpo condutor de grandes dimen- 
SÕES. 

Uma conexão elétrica é o estabelecimento de um caminho de baixa impedância entre duas super- 
fícies metálicas. O aterramento é um conceito de circuitos, enquanto que a conexão elétrica é a im- 
plementação física deste conceito. A finalidade de uma conexão é estabelecer, em relação ao fluxo de 
correntes elétricas, uma estrutura homogênea, evitando, dessa forma, o aparecimento de diferenças 
de potencial entre partes metálicas, pois tais potenciais podem resultar em IEM. As conexões forne- 
cem proteção contra choque elétrico, caminhos de retorno de correntes em circuitos de potência e li- 
gações de plano terra em antenas e também minimizam diferenças de potenciais entre dispositivos. 
Estas conexões têm a capacidade de conduzir altas correntes em casos de falha. 

Há dois tipos de conexões: conexões diretas e indiretas, Uma conexão direta é um contato metal- 
metal entre os elementos conectados (por exemplo, através de uma soldagem), enquanto uma cone- 
xão indireta é um contato através de conectores metálicos. 
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A resistência em corrente contínua R. de uma conexão é muitas vezes utilizada como uma indi- 
cação da qualidade da conexão. E dada por 


) 


-— (14.10) 


Rec 
onde “é o comprimento da conexão, o é a condutividade e S é a área da seção reta. À medida que a 
frequência aumenta, a resistência da conexão aumenta devido ao efeito pelicular. Dessa forma, a re- 
sistência R.. é dada por 





p 
Rea ——- 


ET (14.11) 


onde w é a largura da conexão e à é a profundidade pelicular. 
A eficiência de conexão pode ser expressa como a diferença (em dB) entre as tensões induzidas 
no gabinete do equipamento com e sem o rabicho de conexão. 


Blindagem: 
A finalidade da blindagem é a de confinar a energia irradiada em uma região especifica do espaço ou 
a de evitar que a energia irradiada penetre em uma determinada região. As blindagens podem ser na 
forma de compartimentos e de caixas, bem como na forma de cabos e de conectores. 

Os tipos de blindagem incluem materiais sólidos, vazados (grades) e malhas como as usadas em 
cabos coaxiais. Em todos os casos, a blindagem pode ser caracterizada pela eficiência da blindagem. 
A eficiênca de uma blindagem (EB) é definida como 


densidade de potência incidida 


EB = 10 log (14.12) 


densidade de potência transmitida 


onde a densidade de potência incidente é a densidade de potência no ponto de medida antes de a blin- 
dagem ser instalada, e a potência transmitida é a densidade de potência neste mesmo ponto após a co- 
locação da blindagem. A eficiência da blindagem pode também ser definida como a razão entre a am- 
plitude de campo transmitido para o interior da blindagem E, e a amplitude de campo incidente E. 
Assim, a EB pode ser dada por 


E; 
EB = 20 l0g9— (14.13) 
E, 
Para campos magnéticos, teremos 
H, 
EB — 20 logo (14.14) 


f 


Por exemplo, o alumínio tem 0 = 3,5 10” S/m, E=£,, 4 = 4, Uma chapa de alumínio a 100 MHz 
tem uma EB de 100 dB para uma espessura de 0,01 mm. Como a chapa de alumínio usada na fabri- 
cação de gabinetes de computadores é muito mais espessa que 0,01 mm, esta é considerada uma blin- 
dagem altamente eficiente. Uma caixa que blinda com eficiência os circuitos em seu interior com re- 
lação aos campos externos também é eficiente na prevenção de irradiação destes circuitos para o 
mundo exterior. Devido à eficiência da blindagem da caixa metálica, as emissões irradiadas por com- 
putadores são causadas pelas aberturas existentes no gabinete, tais como frestas, aberturas para acio- 
nadores de discos, etc., e por fios que entram no gabinete, tais como cabos de alimentação e cabos 
para dispositivos externos. 


Filtragem: 


Um filtro elétrico é um circuito composto por elementos como resistores, capacitores e indutores, lo- 
calizados ou distribuídos, que oferecem uma oposição relativamente pequena a certas frequências, 
enquanto bloqueia a passagem de outras. Através do uso de filtros, pode se reduzir substancialmen- 
te os níveis de interferência conduzida, 

A característica mais importante de um filtro é a perda de inserção que ele causa em função da 
frequência. A perda de inserção (Pf) é definida como 
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V 
PI = 2Úlogo a (14.15) 


onde V, é a tensão de saída de uma fonte de sinal com o filtro no circuito e V, é a tensão de saída da 
fonte de sinal sem o uso do filtro. Filtros passa-baixa são normalmente utilizados na implementação 
de CEM, A perda de inserção para um filtro passa-baixa é dada por 


PI = 10 logo (1 + Fº) dB (14.16) 


onde 


peso fia para filtro capacititvo (14.17) 


TILIR, para filtro indutivo 


sendo fa frequência. 


14.4 FIBRA ÓTICA 


Na metade da década de 1970, foi reconhecido que a tecnologia baseada em condutores de cobre se- 
ria inadequada para o desenvolvimento de sistemas de comunicações futuros. Em vista disto, a in- 
dústria de telecomunicações Investiu pesadamente na pesquisa de fibras óticas, As fibras Óticas são 
uma alternativa atraente às linhas de transmissão com fios, como o par trançado e o cabo coaxial. As 
fibras óticas” têm as seguintes vantagens sobre o cobre; 


e Largura de banda: as fibras têm uma capacidade muito alta de transmissão de informação. A 
largura de banda é suficiente para que se possa usar transmissão serial bit a bit, reduzindo, 
portanto, consideravelmente, o tamanho, custo e complexidade do hardware. 

e  Atenuação: as fibras apresentam baixa atenuação, sendo capazes, portanto, de fazer transmis- 
sões a longas distâncias sem a necessidade do uso de repetidores. 


* Imunidade a ruído: as fibras não irradiam nem são afetadas pela interferência eletromagnéti- 
ca. À imunidade à TEM se deve ao fato de que não existem partes metálicas, dessa forma não 
pode haver condução de correntes. 


e Segurança: as fibras são mais seguras do ponto de vista de interceptação clandestina do sinal 
porque é difícil fazer uma derivação na fibra sem interromper a comunicação. 
e Custo: o custo das fibras óticas caiu consideravelmente nos últimos anos e continuará a cair. 


O mesmo tem ocorrido com o custo de outros componentes como transmissores € receptores 
Óticos. 


Estas significativas vantagens das fibras óticas em relação aos meios elétricos tornaram-nas um meio 
popular de transmissão na atualidade. Embora a fibra ótica seja mais cara e usada principalmente em 
comunicações ponto a ponto, está havendo uma mudança rápida do uso de cabos coaxiais é pares 
trançados para o uso de fibras óticas em sistemas de comunicações, instrumentação, redes de TV a 
cabo, automação industrial é sistemas de transmissão de dados. 


Uma fibra ótica é um guia de onda dielétrico que opera em fregiiências óticas. 


As frequências óticas estão na ordem de 100 THz. Conforme mostrado na Figura 14.6, uma fibra óti- 
ca consiste de três seções cilíndricas concêntricas: o núcleo, a casca e a jaqueta. O núcleo consiste de 
um ou mais filamentos de vidro ou de plástico. A casca é a camada de vidro ou de plástico que envol- 
ve o núclco, que pode ter o índice de refração com variação degrau ou gradual. No núcleo com va- 
riação degrau, o índice de refração é uniforme, mas sofre uma variação abrupta na interface núclco- 
casca, enquanto que o núcleo com variação gradual tem um índice de refração que varia com a dis- 


* Existem vários livros excelentes que podem fornecer uma exposição mais aprofundada sobre fibras óticas. Veja, por exemplo, S. L. W. Meardon, The Elements 
of Fiber Oprics, Englewood Cliffs, NJ: Regents/Prentice Hall, 1993, 





núcleo 
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tância radial a partir do centro da fibra. A jaqueta envolve uma fibra ou um feixe de fibras. Ela é fei- 
ta de plástico ou de outro material usado para proteger as fibras contra umidade, esmagamento, etc. 

Um raio luminoso que penetra no núcleo sofrerá reflexão interna quando incidir em um meio 
mais denso e quando o ângulo de incidência for superior ao ângulo crítico. Desta maneira, o rato lu- 
minoso é refletido de volta ao meio de origem e o processo é repetido fazendo a luz percorrer o nú- 
cleo. Esta forma de propagação é dita multimodo e corresponde a uma variedade de ângulos de re- 
Nlexão, conforme mostrado na Figura 14.7. 


jaqueta 


Casca 


NA NSAAS 





angulo de angulo de 
a . incidência reflexão 

luz que incide com ângulo 

menor do que o ângulo crítico 

é absorvida na jaqueta 

Figura 14.6 Fibra ótica. 
a. Multimodo Jaqueta absorvedora 
ai me 





COS Ca 


b. Multimodo com variação gradual de indice 





Figura 14.7 Modos de transmissão na fibra ótica. Fonte: W. Stallings, Local and Metropolitan Area Networks, 
dth ed.. New York: Macmillan, 1993, p. 85. 
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c. modo único 


Figura 14.7 (Continuação). 


Isto causa um alargamento do sinal no tempo e limita a taxa na qual os dados transmitidos podem ser 
recebidos corretamente. Com a redução do raio do núcleo, a fibra passa a operar em modo único, O 
que elimina este tipo de distorção. 

Um sistema de comunicações por fibra ótica é semelhante a um sistema de comunicações con- 
vencional. Conforme mostrado na Figura 14.8, um sistema a fibra consiste de um transmissor, um 
meio de transmissão e um receptor. O transmissor recebe um sinal elétrico e o transforma em um si- 
nal ótico, analógico ou digital. O transmissor envia o sinal ótico modulando a saída de uma fonte lu- 
minosa (normalmente um LED ou um laser) pela variação da sua intensidade. O sinal ótico é trans- 
mitido através da fibra até o receptor. No receptor, o sinal ótico é convertido novamente em um sinal 
elétrico por um fotodiodo. 

A performance de um enlace de comunicações por libra ótica depende da abertura numérica 
(AN), da atenuação e das características de dispersão da fibra. Conforme o sinal se propaga pela fi- 
bra, ele é distorcido devido à atenuação e à dispersão. 


Abertura Numérica: 


Este é o parâmetro mais importante de uma fibra ótica. O valor da AN é determinado pelos índices 
de refração do núcleo e da casca. Por definição, o índice de refração n de um material é definido co- 
mo: 


velocidade da luz no vácuo 
ED EE EPI TES SST SaTIERS 
velocidade da luz no meio 


=— = (14.18) 


Vo am 


Como 4, =, na maior parte dos casos práticos, 


n=u = Ve, (14.19) 





o que indica que o índice de refração é, essencialmente, a raiz quadrada da constante dielétrica. Te- 
nha em mente que, conforme discutido no Capítulo 10, £, pode ser complexo. Para alguns meios co- 
muns, o valor den én = | paraoar,n =1,33 paraa águaen = 1,5 para o vidro. 

Quando a luz passa de um meio | para um meio 2, a lei de Snell deve ser satisfeita, isto é, 
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n,senb, = no sen & (14.20) 









cabo de fibra ótica 
| | | | CONVERSO CONVERSO | | | | 


eletro-ótico opto-elétrico - 
dados elétricos 
de saída 


meto de 
transmissão 
fonte de luz detector de luz 


dados elétricos 
de entrada 


Figura 14.8 Um sistema a fibra ótica típico. 


onde 8, é o ângulo de incidência no meio 1 e 8, é o ângulo de transmissão para o meio 2. O fenôme- 
no da reflexão total ocorre quando à, = 90", o que resulta em 


9, =0,=sen!? (1421) 
n 
onde 0, é o dngulo crítico para a reflexão interna total, Note que a equação (14.21) é válida somente 
se n,> n,, pois o valor de sen 6 . deve ser menor ou igual a 1. 

Uma outra maneira de ver a capacidade de transmissão da luz por uma fibra é a medida do dngu- 
lo de aceitação 8, que é o máximo ângulo de incidência da luz na fibra no qual os raios de luz serão 
guiados. Sabemos que este ângulo máximo ocorre quando 8 é o ângulo crítico, satisfazendo, portan- 
to, a condição para haver a reflexão interna total. Assim, para uma fibra com variação do índice de 
refração degrau, 


AN =sen0,=n;send.= ViÃ- n5 (14.22) 





onde n, é o índice de refração do núcleo e n, é o índice de refração da casca, conforme mostrados na 
Figura 14.9. Como a maior parte das fibras são feitas de sílica, n, = 1,48. Os valores típicos de AN 
ocorrem entre 0,19 e 0,25. Quando maior a abertura numérica, maior é a capacidade da fibra de cap- 
tar energia de uma fonte luminosa. 


N=— (14.24) 





Figura 14.9 Abertura numérica e ângulo de aceitação. 
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EXEMPLO 14.2 


Quando uma fibra propaga simultaneamente muitos modos ela é chamada de fibra multimodo 
com índice degrau. O volume modal V é dado por 





d E E : 
v= Vi — ná (14.23) 


onde d é o diâmetro do núcleo e À é o comprimento de onda da fonte luminosa, A partir da equação 
(14.23), 0 número N de modos que se propagam em um fibra multimodo de índice degrau pode ser 
estimado como 
Atenuação: 
Conforme discutido no Capítulo 10, a atenuação é a redução na potência do sinal ótico. A atenuação 
na potência (ou perda na fibra) é governada por 

GP 


dz 


—qP (14.25) 


onde o é a atenuação e P é a potência Ótica. Supõe-se, na equação (14.25), que a onda se propaga ao 
longo de z. Integrando-se a equação (14.25), obtém-se a relação entre a potência P(O) na entrada da 
fibra e a potência P(£) após uma propagação € na fibra como 


Pl) = P(O)e (14.26) 


E comum expressar a atenuação a em dB/km e o comprimento € da fibra em km. Neste caso, a equa- 
ção (14.26) torna-se 


(14.27) 





Portanto, a potência da luz na fibra se reduz de a decibéis por quilômetro conforme a luz se propa- 
ga. À equação (14.27) pode ser escrita como 


P(P) = P(O) = LOU Stro (14.28) 
Para É = 100 km, 


P(O A ara cabo coaxii 
(0) E para cabo coaxial (14.29) 


Er? — ma 
P(€) JO & para fibra 
o que indica que, em um cabo coaxial, a perda de potência é muito maior do que em uma fibra ótica. 


Dispersão: 


A dispersão é o alargamento que ocorre nos pulsos óticos conforme eles se propagam pela fibra. Em 
sistemas digitais, este alargamento faz com que pulsos consecutivos que representam bits | se sobre- 
ponham. Se a dispersão ultrapassa um certo limite, o seu efeito pode confundir o receptor, Os efeitos 
de dispersão em fibras monomodo são bem menores do que em fibras multimodo. 


Uma fibra com índice degrau tem um núcleo de 80 um de diâmetro e índice de refração 1,62 e uma 
abertura numérica de 0,21, Calcule: (a) o ângulo de aceitação; (b) o índice de refração da casca; (C) 
o número de modos que a fibra pode propagar em um comprimento de onda de 0,8 um. 

Solução: 

(a) Como sen 8 =AN= 0,21, então, 


é; ='sen "0,21 := 12,12º 


EXEMPLO 14.3 


RESUMO 
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(b) De AN = Vnj — Há, obtemos 
no = Vm — ANº= V1,62º — 0,21” = 1,606 








(c) 
E CE ni — nê E sem 
z(80 x 10 9) x 0,21 
E 65.973 
0,8 x 10 
Portanto, 
ví | 
N = 3 = 2.176 modos 


EXERCÍCIO PRÁTICO 14.2 


Uma fibra de sílica tem núcleo com índice de refração de 1,48. O material da casca tem um índi- 
ce de refração de 1,465. Encontre: (a) o ângulo crítico acima do qual ocorre a reflexão interna to- 
tal; (b) a abertura numérica da fibra. 


Resposta: (a)81,83º;(b) 0,21. 


Pulsos de luz se propagam por uma fibra que tem uma atenuação de 0,25 dB/km. Determine a dis- 
tância para a qual a potência dos pulsos é reduzida de 40%. 


Solução: 


Se a potência é reduzida de 40%, isto significa que 


P(£) 
——— = — = 
O) 11-04 =06 
Portanto, 
(= dai log ) 
a lp 
nd el 
“025 “006 
= 8874 km 
EXERCÍCIO PRÁTICO 11.2 


Uma fibra de 10 km, com atenuação de 0,2 dB/km, é usada em um enlace ótico entre duas 
cidades. Qual é a percentagem de energia recebida? 


Resposta: 63,1%. 


1, As microondas são ondas EM de comprimento de onda muito curto. Elas se propagam em linha 
reta, como a luz, e, portanto, podem, com o uso de antenas adequadas, serem facilmente focali- 
zadas ao longo de uma direção. Elas são usadas em radar, em guiamento, em navegação e em 
aquecimento, 
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2. A compatibilidade eletromagnética (CEM) é a capacidade de dispositivos elétricos e eletrônicos 
operarem no ambiente eletromagnético para o qual foram projetados, sem sofrerem ou causarem 
degradação inaceitável em suas performances devido à TEM. 

3. Ainterterência eletromagnética (ITEM) é a perda de CEM. Ela pode ser suprimida por aterramen- 
to, blindagem e filtragem. 

4, Uma fibra ótica é uma estrutura de guia de onda dielétrico que opera em fregiiências óticas e que 
é formada pela região do núcleo e pela região da casca. 

5. As vantagens da fibra ótica em relação aos cabos de cobre incluem: (1) grande largura de ban- 
da; (2) baixa atenuação; (3) imunidade à TEM e (4) baixo custo. 





QUESTÕES DE REVISÃO 


14.1 As microondas têm comprimentos de onda grandes. 


(a) Verdadeiro 
(b) Falso 


14.2 No espaço livre, o comprimento de onda de um sinal de microonda, cuja fregiiência é 3 GHz, é: 


(a) Timm 
(b) 10mm 
(cj) 10 cm 
(d) Im 
14.3 Qual das seguintes não é uma fonte de TEM? 
(a) Fibra ótica 
(b) Computador pessoal 
(c) Radar da polícia 
(d) Acronave 
(e) Lâmpada iluorescente 


14.4 Uma fibra ótica é: 


(a) uma linha de transmissão 
(b) um guia de onda 


(c) ambos 
14.5 Ao contrário dos cabos coaxiais e pares trançados, as fibras Óticas são imunes a: 


(a) transmissão de alta frequência; 
(bj atenuação do sinal; 

(c) perda de potência; 

(d) interferência eletromagnética. 


14.6 Como um consultor, você é solicitado a projetar uma rede para um auditório. A velocidade e o cus- 
to não são importantes. Entretanto, a interferência eletromagnética de uma estação de rádio na re- 
dondeza é importante. Qual dos seguintes meios seria adequado para a implementação da rede? 
(a) Microondas 
(b) Cabo coaxial 
(c) Fibra ótica 
(d) Rádio 


PROBLEMAS ! 
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14.7 As aplicações das fibras óticas incluem: 


(a) cabo submarino; 

(b) telecomunicações a longa distância; 

(c) transmissão de dados em alta velocidade; 
(d) instrumentação médica; 

(e) todas as opções listadas acima, 


14.8 Os raios luminosos são confinados no interior de uma fibra ótica devido à: 


14.9 


14.10 


14,1 


14.2 


(a) reflexão interna total no limite externo da casca; 

(b) reflexão interna total na interface entre núcleo e casca; 
(c) reflexão na jaqueta da fibra; 

(d) refração; 

(e) difração. 


Uma fibra ótica tem o núcleo com o índice de refração de 1,45 e a casca com índice de refração de 
1,42. A abertura numérica da fibra é: 

(a) 0,12 

(b) 0,18 

(c) 0,29 

(d) 0,38 


Uma fibra ótica de 20 km de comprimento tem uma potência de saída de 0,02 mW. Se a perda na 
fibra é 0,48 dB/km, qual é a potência de entrada da fibra? 

(a) 52 uW 

(b) 19 uW 

(e) 7uW 

(d) 2uW 


Respostas: 14.1b; 14.2c; 14.3a; 14.4b; 14.5d; 14.6c; 14.7€e; 14.8b; 14.90; 14.10. 


Discuta, brevemente, outras aplicações das microondas que não foram discutidas no Lexto. 


Um conjunto de parâmetros úteis, conhecidos como parâmetros de transferência de espalhamento, 
está relacionado às ondas Incidente e refletida por 


m|.|Ta Tel|h 
b, fa Tola 


(a) Expresse os parâmetros T em termos dos parâmetros 8. 


(b) Encontre Fquando 


0,4 0,2 
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14.3 Os parâmetros 5 de uma estrutura de microondas de duas portas são: 


Si — 0,33 oe JO,6, 54 = 551 E: 0,56, 552 HE 0,44 se MIO 


588 MB Elementos de Eletromagnetismo 


Encontre os coeficientes de reflexão na entrada e na saída, quando Z,.= Z,= 50 eZ,=22Z, 


14.4 Por que elementos de circuitos localizados, tais como resistores, indutores e capacitores, não po- 
dem ser utilizados nas freqiiências de microondas? 


14.5 Um sinal de microondas, se propagando no espaço livre, tem uma fregiiência de 8,4 GHz. Calcu- 
le o comprimento de onda do sinal. 


14.6 Uma descarga eletrostática (DE) pode ser modelada como uma capacitância de 125 pF carregada 
a 1.500 V que se descarrega através de um resistor de 2 KW. Obtenha a forma de onda da corrente. 


*14,7 A perda de inserção de um circuito de filtro, quando terminado por £, e £ pode ser calculada em 
termos de seus parâmetros A, B, €, e D, conforme mostrado na Figura 14.10. Mostre que 
AZ, + B+ CZp£o + DZ, 


IL = MW log in Z+7 
! É 


14.8 Uma barra de prata tem uma seção reta retangular de 0,8 cm de altura e 1,2 cm de largura. Encon- 
tre: 
(a) a resistência em corrente contínua por km do condutor; 
(b) a resistência em corrente alternada por km do condutor em 6 MHz. 


14.9 A velocidade da luz, medida em um determinado meio, é de 2,1 x 10º m/s. Encontre o índice de 
refração. 


14.10 Como pode ser útil uma fibra ótica para isolar IEM? 
14.11 Uma fibra de vidro tem um núcleo com 50 um de diâmetro e com índice de refração de 1,62, en- 


quanto que o índice de refração da casca é de 1,604. Se é usada uma luz com comprimento de on- 
da de 1.300 nm, encontre: 


(a) a abertura numérica; 
(b) o ângulo de aceitação; 


(c) o número de modos transmitidos. 








Figura 14.10 Referente ao Problema 14.5 


14.12 


14.13 


14.14 


14.15 


14.16 


14.17 
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Uma fibra ótica, com um raio de 2,5 um e com índice de refração de 1,45. é envolvida por uma 
casca de ar, Se a fibra é iluminada com um raio luminoso de 1,3 gm, determine: 


(a) V; 
(b) AN; 
(c) quantos modos, aproximadamente, podem se propagar. 


Uma fibra ótica com atenuação de 0,4 dB/km tem 5 km de comprimento. A fibra tem n, = 1,53, 
n, = 1,45 e um diâmetro de 50 um. Encontre: 


(a) o ângulo máximo para o qual a luz será guiada pela fibra; 


(b) a porcentagem da potência de entrada recebida. 


Um diodo laser é capaz de acoplar 10 mW a uma fibra que tem uma atenuação de 0,5 dB/km. Se a 
fibra tem um comprimento de 850 m, calcule a potência recebida na entrada da fibra. 


A atenuação c,, do Capítulo TO, é dada em Np/m, enquanto que a atenuação e, deste capítulo, é 
dada em dB/km. Qual é a relação entre as duas? 


Um sistema de comunicações óticas utiliza um enlace de fibra ótica de 30 km, com uma perda de 
0,4 dB/km. Se o sistema necessita um mínimo de 0,2 mW no receptor, calcule a potência minima 
que deve ser lançada na fibra. 


(a) Discuta as vantagens da utilização de fibras óticas. 


(b) O que é a dispersão de um pulso? 


Capítulo 15 





MÉTODOS NUMÉRICOS 


A receita para a ignorância é: satisfazer-se com suas opiniões e contentar-se com o seu conheci- 
mento. 
- ELBERT HUBBARD 


15.1 INTRODUÇÃO 


Nos capítulos precedentes, consideramos várias técnicas analíticas para resolver problemas de EM e 
obter soluções na forma fechada. Uma solução na forma fechada é uma solução na forma de uma 
equação algébrica explícita, na qual os valores dos parâmetros do problema podem ser substituídos. 
Algumas dessas soluções analíticas foram obtidas assumindo certas situações, dessa forma fazendo 
com que essas soluções fossem aplicáveis àquelas situações idealizadas. Por exemplo, ao deduzir a 
fórmula para calcular a capacitância de um capacitor de placas paralelas, assumimos que o efeito de 
vazamento nas bordas é desprezível e que a separação entre as placas é muito pequena se compara- 
da com o comprimento e com a largura das mesmas. Também nossa aplicação da equação de Lapla- 
ce no Capítulo 6 foi restrita a problemas com contornos coincidindo com as superfícies coordenadas. 
As soluções analíticas têm uma vantagem inerente de serem exatas. Elas também tornam mais fácil 
observar o comportamento da solução em função da variação dos parâmetros do problema. Entretan- 
to, as soluções analílicas são somente possíveis para problemas com configurações simples. 

Quando as complexidades das fórmulas teóricas tornam as soluções analíticas intratáveis, recor- 
remos a métodos não analíticos, o que inclui: (1) métodos gráficos; (2) métodos experimentais; (3) 
métodos analógicos e (d) métodos numéricos. Os métodos gráfico, experimental e analógico são 
aplicáveis à solução de um número relativamente pequeno de problemas. Métodos numéricos têm ti- 
do destaque e têm se tornado mais atrativos com o advento de computadores digitais cada vez mais 
rápidos. As três técnicas numéricas simples mais usualmente utilizadas em EM são: (1) o método dos 
momentos; (2) o método das diferenças finitas e (3) o método dos elementos finitos. A maioria dos 
problemas de EM envolvem ou equações diferenciais parciais ou equações integrais. As equações di- 
ferenciais parciais são normalmente resolvidas com o método das diferenças finitas ou com o méto- 
do dos elementos finitos. As equações integrais são resolvidas, adequadamente, utilizando-se o mé- 
todo dos momentos. Embora os métodos numéricos dêem soluções aproximadas, as soluções são su- 
ficientemente precisas para os propósitos da engenharia. Não devemos ficar com a impressão de que 
as soluções analíticas estão superadas por causa dos métodos numéricos, Ào invés disso, elas os com- 
plementam. Como veremos posteriormente, cada método numérico envolve uma simplificação ana- 
lítica até o ponto em que se torna fácil aplicar o método, 

Os comandos do Matlab, desenvolvidos para implementação computacional dos conceitos a se- 
rem abordados neste capítulo, estão simplificados e são auto-explicativos para fins didáticos. As no- 
tações empregadas neste capítulo estão o mais próximo possível daquelas usadas nos programas. 
Outras serão definidas sempre que necessário. Os programas apresentados não são únicos; existem 
várias maneiras de se escrever um programa de computador. Portanto, os usuários podem decidir mo- 
dificar esses programas para adaptá-los aos seus objetivos. 
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“15.2 PLOTAGEM DE CAMPO 


Na Seção 4.9, utilizamos linhas de campo e superfícies equipotenciais para visualizar um campo ele- 
trostático, Entretanto, as representações gráficas para campos eletrostáticos, na Figura 4,21, e para 
campos magnetostáticos, nas Figuras 7.8(b) e 7.16, são muito simples, triviais e qualitativas. Figuras 
precisas de distribuições de carga mais complexas seriam mais úteis. Nesta seção, é apresentada uma 
técnica numérica que pode ser desenvolvida em um programa iterativo de computador, Para qualquer 
configuração arbitrária de fontes pontuais, essa técnica gera valores pontuais para linhas de campo 
elétrico e para linhas equipotenciais, 

Linhas de campo elétrico e linhas equipotenciais podem ser plotadas para fontes pontuais copla- 
nares com programas simples. Suponha que tenhamos N cargas pontuais localizadas de acordo com 
os vetores posição F,, Es, ..., Fy € que a intensidade do campo elétrico E e o potencial V no ponto de- 
terminado pelo vetor posição r sejam dados, respectivamente, por 


O (r— rg) 


= E (15.1) 
k=1 de |t — ro 
e 
Me 
im Se (15.2) 
1 dm |r — r4| | 
se as cargas estão no mesmo plano (z = constante), as equações (15.1) e (15.2) tornam-se: 
No Al 
x xa, Ely Ya, 
poi Amei — 4) Tr iy— To 
N 
V = — dt (15.4) 


ê Amelie — x)? + (py — 307]? 


Para plotar as linhas de campo elétrico, siga os passos: 
1. Escolha o ponto de partida de cada linha de campo. 
2. Calcule E e E, nesse ponto usando a equação (15.3). 


3. Considere um pequeno deslocamento longo da linha de campo em direção a um novo ponto 
no plano. Como mostrado na Figura 15.1, um movimento A ao longo da linha de campo cor- 
responde a movimentos Ar e Ay ao longo das orientações x e v, respectivamente. A partir da 
figura, é evidente que 





Figura 15.) Um pequeno deslocamento sobre uma linha de campo. 
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ou 
AE - E, 
a dy x 
De maneira similar, 
AL-E, 


+ Eq” 


Mova-se, ao longo da linha de campo, de um ponto anterior (x, v) para um novo ponto x'= x + 
Ay =v+ Ay. 


Retorne aos passos 2 e 3 e repita os cálculos. Continue a gerar novos pontos até que uma li- 
nha seja completada em um intervalo dado de coordenadas. Ao completar a linha, volte ao 
passo | e escolha um outro ponto de partida. Observe que, já que existe um número infinito 
de linhas da campo, qualquer ponto de partida pode ser considerado sobre uma linha de cam- 
po. Os pontos gerados podem ser marcados à mão ou de forma automática, como mostrado 
na Figura 15.2. 


Para plotar as linhas equipotencials, siga OS passos: 


l. 
2, 


Escolha um ponto de partida. 


Calcule o campo elétrico (E, É) nesse ponto utilizando a equação (15.3). 


Faça um pequeno deslocamento ao longo de uma linha perpendicular à linha de campo nes- 
se ponto. Utilize o fato de, que se uma linha tem inclinação m, uma linha perpendicular deve 
ter uma inclinação —1/m. Já que a linha de campo E e a linha equipotencial que se encontram 
em um dado ponto são mutuamente ortogonais, então, nesse ponto: 


AE, 
Àx = [2 + ENE (15.7) 
ACE 
E (15.8) 


1 ia e Vs 
[ES + B;)'* 





Figura 15.2 Pontos gerados sobre as linhas de campo E (linhas contínuas) e linhas equipotenciais (linhas tra- 
cejadas). 


EXEMPLO 15.1 
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Mova-se ao longo da linha equipotencial, a partir do ponto anterior (x, y), até o novo ponto 
(x + Ax, y + Ay). Como uma maneira de conferir o novo ponto, calcule o potencial do pon- 
to novo e do anterior utilizando a equação (15.4). Os valores devem ser os mesmos, uma vez 
que os pontos estão sobre a mesma linha equipotencial. 


4. Volte aos passos 2 e 3 e repita os cálculos. Continue a gerar novos pontos até completar uma 
linha em um intervalo de valores de x e de v. Após completar a linha, volte ao passo | e esco- 
lha outro ponto de partida. Ligue os pontos gerados, à mão ou automaticamente, como mos- 
trado na Figura 15.2. 

Seguindo o mesmo procedimento, pode-se traçar a linha de campo magnético devido a várias dis- 
tribuições de corrente utilizando a lei de Biot-Savart. Podem ser desenvolvidos programas para de- 
terminar a linha de campo magnético devido a uma linha de corrente, a uma espira de corrente, a um 
par de Helmholtz e a um solenóide. Programas para desenhar as linhas de campo elétrico e magnéti- 
co no Interior de guias de onda retangulares ou para desenhar o diagrama de radiação produzido por 
um arranjo linear de antenas tipo dipolo vertical de meia onda podem também serem escritos. 


Escreva um programa para traçar as linhas de campo e as linhas equipotenciais de: 
(a) duas cargas pontuais, O e — 40, localizadas em (x, y) = (—1, 0) e (1, 0), respectivamente; 


(b) quatro cargas pontuais, Q, -0, O e =Q, localizadas em (x, y) = (=1, =D, (1, =D, (1, Ie (=1,1), 
respectivamente. Considere Q/4re= | e A€=0,1. Considere o intervalo -5S = x,y =5 


Solução: 


Tomando por base os passos descritos na Seção 15.2, desenvolvemos o programa mostrado na Figu- 
ra 15.3, Um número bastante grande de comentários foi introduzido de modo a tornar o programa o 
mais auto-explicativo possível. Por exemplo, ao usar o programa para gerar o gráfico da Figura 
15.4(a), carregue o programa plotit do Matlab. Uma vez carregado, digite 


plotit ([1,-4], [-10, 10], 1, 1,0,1,0,01,8,2,5) 


os significados desses números são fornecidos pelo programa. Maiores explicações sobre o progra- 
ma em si serão fornecidas nos parágrafos seguintes. 

Uma vez que as linhas de campo É emanam das cargas positivas e terminam nas cargas negali- 
vas, parece ser razoável gerar pontos de partida (x. y,) para as linhas de campo E sobre pequenos cír- 
culos centrados nos pontos de carga (x,, Yo ), Isto é, 


X =%o + reosb (15.1.la) 
Ys =JYo + rsenô (15.1.]b) 


function plotit (charges, location,ckEField,ckEq, DLE, DLV, NLE, NLV, PTS) 
figure; 


Programa para traçar as linhas de campo elétrico e as 
linhas equipotenciais devido a cargas coplanares pontuais 
o traçado é no intervalo dado por -b<x,y<5 


Essa é a forma correta de uso: 
function plotit (charges, location, ckEField, ckEq, DLE, DLV, NLE, NLV, PTS) 


onde, 
charges = um vetor contendo as cargas 
location = uma matriz na qual cada coluna representa a localização de uma carga 
ckEField = apontador “setado” em 1 traça as linhas de campo E 
ckEqg = apontador “setado” em 1 traça as linhas equipotenciais 
DLE ou DLV = incremento ao longo das linhas de E e de V 


Figura 15.3 Programa de computador para o Exemplo 15.1. 
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NLE = nº de linhas de campo E por carga 

NLV = nº de linhas equipotenciais por carga 

PTS => Plota cada ponto PTS (isto é, se PTS = 5 então plota um pon- 
to a cada 5º) 

& observe que a constante 0/4*Ple*ErR está “setada” igual a 1.0 


de do dê 


& Determine as linhas de campo E 
& Por conveniência, os pontos de partida (XS,YS) são distribuídos radial- 
mente em torno das localizações das cargas 
Q=charges; 
XQ = location(:,l): 
YQ = location(:,2); 
JJ=1; 
NO = length(charges); 
1f (ckEField) 
for K=1:NQ 
for I =I:NLE 
THETA = 2*pi*(1-1)/[(NLE): 
AS=KQ(K) + O.l*cos (THETA); 
YS5=YQ(K) + 0.1*sin(THETA); 
LE=AS; 
YE=YS: 
JJ=JJ+l; 
lf (-mod(JJ, PTS)) 
plot (XE,YE); 
end 
while(l) 
% Encontre o incremento à e o novo ponto (X,Y) 
EX=0; 
EY=0: 
for J=1:NQ 
R =sqgrt ((XE-XQ(J))“2 + (YE - YQ(J)) “2); 
EX = EX +Q(T)* (KE-RO(I))/(Rº3); 
EY = Er +O(JI*(TE-TO(J)H/(RO3): 
end 
E = sqrt(EXº2Z + ETº2); 


oa 


& VERIFIQUE PARA UM PONTO SINGULAR 
1£t (E <=.00005) 
break; 
end 
DX DLE*EX/E; 
DY = DLE*EY/E; 
& PARA CARGA NEGATIVA, TROCAR O SINAL DE DX E DE 
+ DY TAL QUE O INCREMENTO SEJA PARA FORA DA CARGA 
If tOIK) < 0) 


DX = =DXK; 
DE = =ta 
end 


AE = KE + DX; 
YE = YE + DY; 
& VERIFIQUE SE O NOVO PONTO ESTÁ DENTRO DO 
& INTERVALO DADO OU MUITO PRÓXIMO DE QUALQUER 
& PONTO DE CARGAS - PARA EVITAR UM PONTO SINGULAR 
1f ((abs(XE) >= 5) | (abs(YE) >= 5)) 
break ; 
end 


Figura 15,3 (Continuação) 
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1ÊÉ (sum(abs(XE-XQ) < 05 & abs(VYE-YQ) < 05) >0) 
break: 
end 
JJ=JJ+l; 
l£f (-mod(JJ, PTS)) 
plot (XE, YE); 
end 
end % fim do loop do while 
end & I =1:NLE 
end &K=I1:NQ 
end % fim do LÉ 
& à SEGUIR, DETERMINE AS LINHAS EQUIPOTENCIAIS 
& POR CONVENIÊNCIA, OS PONTOS DE PARTIDA(XS,YS) SÃO 
& ESCOLHIDOS DA MESMA FORMA QUE PARA AS LINHAS DE CAMPO 
& E 
l£f (ckEq) 
JJ=l; 
DELTA ERA 
ANGLE 45*pi/180; 
tor K =1:NQ 
PFAUTOR =: 2h: 
for KK = 1:NLV 
HS = XQ(K) + FACTOR*cOS (ANCGLE); 
YS = YO(K) + FACTOR*sin(ANCLE); 
LE ( abs(XS) >= 5 | abs(YS) >=5) 
break; 
end 
DIR = 1; 
AV = AOoj 
Vy = YS: 
JJ=]T+1; 
l£f (-mod(JJ, PTS)) 
pLoOBIXV. TV); 
end 
& DETERMINE O INCREMENTO E O NOVO PONTO (XV,YV) 
Na 
while (1) 
EX = O; 
EY = O; 
for à = 1:NQ 
R = asqrt((XV-XOQ))CZ + (YV-YO(I))C 2); 
EX = EX + QD(J)*(XV-KO(J))/(Rº3); 
EL = ET + QUI) *(YV-YO(lT) )/(Rº3); 
end 
E=sgrt (EXº2 + EYº2); 
1£f (E <= -. 0005) 
FACTOR = 2*FACTOR; 
break; 
end 


It 


O 
PG 
NH 


-DLV*EY/E; 
= DLV*EV/E; 
AVio= XV + DIR*DA: 
Ev o= EV + DIR"DT: 
& VERIFIQUE SE A LINHA EQUIPOTENCIAL RETORNA A 
& (X,Y5) 
Bl= SGTEltav = ES)Ca + VHS) ca 
1£f (RÔ < DELTA & N < 50) 
FACTOR = 2*FACTOR; 
break; 


O 
pe 
] 


Figura 15.3 (Continuação) 
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end 
& VERIFIQUE SE O NOVO PONTO ESTÁ DENTRO DO INTERVALO DADO 
& SE ESTIVER FORA DO INTERVALO, EETORNE AO PONTO DE PARTIDA 
& (5,YS) MAS AUMENTE EM SENTIDO OPOSTO 
1£f (abs(Xv) > 5 | abs(Yv) > 5) 
DIR = DIR -2; 
XV = 85; 
Sr mutbs 
1ÉÍ (abs (DIR) > 1) 
FACTOR = 2*FACTOR: 
break; 
end 
else 
1f (sum(abs (XV-XO) <« .005 & abs(YV-YQO) < .005) >0) 
break; 
end 
end 
JJ=JJ+l; 
1£f (-mod(JJ, PTS)) 
N=N+1; 
plotAXV,YV); 
end 
end & Fim do loop que inicia em WHILE 
end %& Fim do loop que inicia em KK 
end & Fim do loop que inicia em K 


end & Fim do loop que inicia em if 


Figura 15.3 (Continuação) 


onde r é o rato do pequeno círculo e 8 é o ângulo prescrito, escolhido para cada linha de campo E. Os 
pontos de partida para as linhas equipotenciais podem ser gerados de diferentes maneiras: ao longo do 
eixo x e do eixo y, ao longo da linha y = x, e assim por diante. Entretanto, para [fazer um programa o 
mais geral possível, os pontos de partida para as linhas equipotenciais, da mesma forma que para as li- 
nhas de campo E, devem depender das localizações das cargas. Eles podem ser escolhidos usando a 
equação (15.1.1) e fixando & (por exemplo, 45º) e a variável r (por exemplo, 0,5; 1,0; 2,0;...). 

O valor do comprimento incremental A€ é crucial para a precisão dos traçados. Apesar de que 
quanto menor o valor de AÉ maior a precisão dos traçados, devemos ter em mente que, quanto me- 
nor o valor de A€, mais pontos são gerados e a memória necessária para o armazenamento dos dados 
pode ser um problema. Por exemplo, uma linha pode consistir de mais de 1.000 pontos gerados. Em 
vista do grande número de pontos a serem plotados, os pontos são usualmente armazenados em um 
arquivo de dados e uma rotina gráfica é utilizada para plotá-los. 

Tanto para linhas de campo £ quanto para linhas equipotenciais, diversas verificações foram in- 
seridas no programa da Figura 15,3: 


(a) Verificação de pontos singulares (E = 02). 

(b) Verificação se o ponto gerado está muito próximo da localização da carga. 

(c) Verificação se o ponto está dentro do intervalo dado -5 < x,y <5. 

(d) Verificação se a linha (equipotencial) retorna ao ponto de partida formando um laço. 


A plotagem dos pontos gerados para os casos de duas cargas pontuais e de quatro cargas pontuais 
são mostrados na Figura 15.4(a) e (b), respectivamente. 
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Figura 15.4 Referente ao Exemplo 15.1. Traçados de linhas de campo E e de linhas equipotenciais devido a: (a) 
duas cargas pontuais e (b) quatro cargas pontuais (um quadrupolo bidimensional). 





Figura 15.5 Referente ao Exercicio Prático 15.1, 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 15.1 


Escreva um programa completo para traçar as linhas de campo E e as linhas equipotenciais 
devido a cargas pontuais coplanares. Rode o programa para N = 3, isto é, há três cargas pontuais 
-O, +00 e —O localizadas, respectivamente, em (x, w) = (1,0). (0, 1) e (1, 0). Considere 
Oldre= 1, 4€=0,1 ou 0,01 para maior precisão e limite seu traçado ao intervalo -5 = x,y = 5. 


Resposta: vejaa Figura 15.5. 


15.3 O MÉTODO DAS DIFERENÇAS FINITAS 


ia ; minto 1 E PR a é 
O método das diferenças finitas (FDM) é uma técnica numérica simples utilizada para resolver pro- 
blemas como aqueles resolvidos analiticamente no Capítulo 6. Um problema é definido univocamen- 
te por três características: 


1. por uma equação diferencial parcial, tal como as equações de Laplace ou de Poisson; 
2. pela delimitação de um domínio; 


3. por condições de contorno e/ou por condições iniciais. 


Uma solução da equação de Poisson ou de Laplace por diferenças finitas, por exemplo, dá-se em três 
etapas: (1) divide-se o domínio em uma grade de nós; (2) aproxima-se a equação diferencial e as con- 
dições de contorno por um conjunto de equações lineares algébricas (denominadas equações de dife- 
renças) nos pontos sobre a grade no domínio e (3) resolve-se esse conjunto de equações algébricas. 


Etapa 1: suponha que pretendamos aplicar o método das diferenças finitas para determinar o po- 
tencial elétrico na região mostrado na Figura 15.6(a). O domínio é dividido através de uma malha re- 
cular com pontos de grade ou nós como mostrado na Figura 15.6(a). Um nó sobre a contorno da re- 
gião onde o potencial é especificado é denominado um nó fixo (fixado pelo problema) e pontos In- 
ternos na região são denominados de pontos livres (pontos nos quais o potencial é desconhecido). 

Etapa 2: nosso objetivo é obter a aproximação por diferenças finitas para a equação de Poisson e 
usá-la para determinar o potencial em todos os pontos livres. Lembremos que a equação de Poisson 











é dada por 
vêy = —£r (15.94) 
É 
Para um domínio bidimensional, tal como o da Figura 15.6(a), p, é substituído por p,, o = (), tal 
dz” 
que 
go eb | 
— +— = —É (15.9b) 
dx” dive E 
Da definição de derivada de Víx, vw) em um ponto (x, v), 
p= dV|  <Vlot Axo) — VOO — 4x,yo) 
DX [= 2Ax 
Voam Voir 
RR ds ad Ps = lu (15.10) 


2 Ax 


“ Para um tratamento extensivo do método de diferenças finitas, veja G. D. Smith, Numerical Solution of Partial Differential Equations: Finite Difference 
Methods, 2nd ed, Oxford: Clarendon, 1978. 


“N.deT. Do inglês, Finite Difference Method = FDM, 


Métodos Numéricos E | 599 





(a) 


Figura 15.6 Diagrama de solução do método de diferenças finitas: (a) discretização do domínio; (b) nós em- 
pregados nas aproximações em diferenças finitas a cinco nós. 


onde Ax é um incremento suficientemente pequeno ao longo de x. Para a derivada segunda, que é a 
derivada da derivada primeira V, 





po Vo BV Vo + Au, yo) — Vi — Axl, yo) 
dx | dy Ax 
— Moo + 4x, vo) — 2Uko Vo) + Vo — Ax, vo) 
o (Ax) 
ep Pray o 
(Ax) 


As equações (15.10)e (15.11) são aproximações por diferenças finitas para as derivadas parciais, pri- 
meira e segunda, de Vem relação a x, calculadas em x = x,. À aproximação na equação (15.10) tem 
associada um erro de ordem de grandeza Àx, enquanto que a equação (15.11) tem um erro associado 
da ordem de (Ax)”. De forma similar, 





PV VGs3o + A) MG o) + Voo — 49) 
dy” Y=%o (Ay) 
Vu — 2V.; + Vi 
e SS Tp A (15.12) 
(Ay) 


Substituindo as equações (15.1lj e (15.12) na equação (15.9b) e fazendo Ax = Ay = A, resulta em 


los 
Vit 2 Vi + Vira + Vig Ti Wii Ra 


Í 
ou 


di (15.13) 





ari (ias E Vit + Vaga + Vigor + E 


onde A é chamado de passo ou incremento da malha. À equação (15.13) é a aproximação por dife- 
renças finitas da equação de Poisson. Se o domínio é livre de carga (p, = 0), a equação (15.9) torna- 
se a equação de Laplace: 


vv 
Vy="5+5=0 (15.14) 
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A aproximação por diferenças finitas para essa equação é obtida da equação (15.13) fazendo pç = 0, 
ISLO É, 


de fi as qui A ES De CEE, (15.15) 


| 
A Rm q Vi d=V; 
Esta equação é essencialmente uma aproximação por diferenças finitas a cinco nós para o potencial 
no ponto central de uma malha quadrada. A Figura 15.6(b) ilustra o que é chamado de nodo de dife- 
renças finitas a cinco nós. O nó na Figura 15.6(b) é destacado da Figura 15.6(a). Portanto, a equação 
(15.15), aplicada ao nó torna-se: 


I | 
Va = qt + Vet Va + Fa) (15.16) 





Esta equação mostra claramente a propriedade de valor médio intrínseca à equação de Laplace, Em 
outras palavras, a equação de Laplace pode ser interpretada como uma forma diferencial de esta-be- 
lecer o fato de que o potencial em um ponto específico é a média dos potenciais nos pontos vizi-nhos. 

Etapa 3: para aplicar a equação (15.16) [ou a equação (15.13)] a um dado problema, um dos se- 
guintes dois métodos é comumente utilizado: 


A. Método iterativo 


Começamos estabelecendo valores iniciais nulos ou razoáveis para os potenciais nos nós livres. Na 
sequência, mantemos constantes no tempo os potenciais nos pontos fixos, aplicamos a equação 
(15.16) para cada nó livre até que os potenciais em todos os nós livres sejam calculados. Os poten- 
ciais obtidos ao final dessa primeira iteração não são precisos, mas, sim, aproximados. Para aumen- 
tar a precisão dos valores dos potenciais, repetimos esse cálculo para cada nó livre, utilizando os va- 
lores anteriores para obter os valores novos, A alteração iterativa ou repetida do potencial para cada 
nó livre continua até que um grau de precisão preestabelecido seja alcançado ou até que os valores 
anteriores e novos em cada nó sejam suficientemente próximos entre st. 


B. Método da matriz de banda 


A equação (15.16), aplicada a todos os nós livres, resulta em um conjunto de equações simultâneas 
da forma 


LAI LV] = 18] (15.17) 


onde [4] é uma matriz esparsa (isto é, uma matriz que contém vários termos nulos), [V] é constituí- 
da por valores dos potenciais desconhecidos nos pontos livres e [6] é uma outra matriz coluna for- 
mada pelos potenciais conhecidos nos nós fixos. Diz-se que a matriz [A] é uma matriz de banda pois 
seus termos não nulos aparecem agrupados nas proximidades da diagonal principal, uma vez que 
apenas os nós mais próximos afetam o potencial em cada nó. Uma matriz de banda, esparsa, é facil- 
mente invertida para determinar [V]. Assim, obtemos os potenciais nos nós livres a partir da matriz 
[VI] fazendo: 


[V] = [AJ [B] (15.18) 
O método das diferenças finitas pode ser aplicado para resolver problemas variáveis no tempo. 
Por exemplo, considere a equação de onda unidimensional da equação (10.1), a saber 
DP qb 


dae od (15.19) 
dx” dt 








Métodos Numéricos E | 601 


onde u é a velocidade da onda e & é a componente do campo E ou do campo H da onda EM. As apro- 
ximações por diferenças das derivadas em (x,, 1) ou no (1, jJésimo nó, mostrado na Figura 15.7, são: 


Ci 











ida) DR rt, (15.20) 
dx” X=N (4x) 

- it ral Ra a (15.21) 
dg es (AM 





Inserindo as equações (15.20) e (15.21) na equação (15.19) e resolvendo para &, ,,, resulta em 


(15.22) 





onde 





u At] 
= | TE | (15.23) 


Pode-se demonstrar que, para a solução na equação (15.22) ser estável, « = 1. Para começar a exe- 
cutar o algoritmo das diferenças finitas na equação (15.22), usamos as condições iniciais. Assumi- 
mos que em t= 0, d$,,/ dt = O e usamos a aproximação por diferenças centrais (veja a Questão de 
Revisão 15.2) para obter 





ou 
D,1 == bd, (15.24) 


Substituindo a equação (15.24) na equação (15.22) e tomando | = O (t = 0), obtemos 
Pr= «(Bio + Pag) + AU — Po — Ps 


ou 


P, ni [o(P;-10 + Po) o RE À om a)B;o] (15.25) 





f 


2 E = | Ê + | t+? 
= DB a =: CS A, FAX +IAX 


Figura 15.7 Diagrama da solução em diferenças finitas para a equação da onda. 
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Usando a equação (15.25) como a fórmula de “partida”, o valor de & em um ponto qualquer da gra- 
de pode ser obtido diretamente da equação (15.22). Observe que os dois métodos discutidos para re- 
solver a equação (15.16) não se aplicam à equação (15.22) porque essa equação pode ser usada dire- 
tamente com a equação (15.25) como fórmula de partida. Em outras palavras, não temos um conjun- 
to de equações simultâneas. A equação (15.22) é uma fórmula explícita. 

O conceito de FDM pode ser estendido à equação de Poisson, à equação de Laplace ou às equa- 
ções de onda em outros sistemas de coordenadas. A precisão do método depende do refinamento da 
grade e do tempo dispendido para obter valores mais precisos dos potenciais. Podemos reduzir o tem- 
po de processamento e aumentar a precisão e a taxa de convergência pelo método da sobrerrelaxação 
sucessiva supondo valores Iniciais razoáveis, tirando vantagem, se possível, da simetria do proble- 
ma, considerando o passo da malha o menor possível e usando nodos de diferenças finitas mais com- 
plexos (veja Figura 15.41). Uma das limitações do método das diferenças finitas é a necessidade de 
algum tipo de interpolação para determinar a solução para alguns pontos fora da grade. Uma das al- 
ternativas óbvias de superar essa dificuldade é utilizar uma grade mais fina, mas isso requer um gran- 
de número de cálculos computacionais e uma maior capacidade de armazenamento. 


js ud Ea É + 
Resolva o problema de valor de contorno unidimensional =D" =x,0 = x = | com valores de con- 
torno dados por P(0) = 0 = &(1). Utilize o método de diferenças finitas. 


Solução: 


Em primeiro lugar, obtemos a aproximação por diferenças finitas para a equação diferencial 
b" =x, que é a equação de Poisson em uma dimensão. A seguir, dividimos todo o domínio O = x = 
| em N segmentos iguais, cada um de comprimento A (= 1/N), como mostrado na Figura 15.8(a), tal 
que tenhamos (N + 1) nós. 


,.d “b D(x, + h) — 2P(x9) + Px, — A) 
pi A | = tum ti 
elx” IS, hr 
OL 
2 Pa Rd 28, efe PD. 1 
=X = A : , 
h 
Portanto, 
—26. = — ih? pr P. = P., 
OL 


| 3212 
P, = air E E P E Xj hº) 





(a) 


Figura 15.8 Referente ao Exemplo 15.2. 
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Utilizando o esquema das diferenças finitas, obtemos uma solução aproximada para vários valores 
de N. O programa em Matlab é apresentado na Figura 15.9. O número de iterações NF depende do 
grau de precisão desejado. Para um problema unidimensional como esse, NT = 50 pode ser suficien- 
te. Para problemas bidimensionais ou tridimensionais, valores maiores de Nf podem ser necessários 
(veja Tabela 15.1). Deve-se observar que os valores de & nos pontos da periferia (nós lixos) são man- 
tdos constantes. As soluções para N = 4e N = 10 são mostradas na Figura 15.10, 

Podemos comparar esse resultado com a solução exata obtida a seguir. Dado que Fido =x, 
integrando duas vezes, resulta em 


4 


A 
= -D- + Ax+ 
pb E Ax + B 


PROBLEMA UNIDIMENSIONAL DO EXEMPLO 15.2 
RESOLVIDO USANDO O METODO DAS DIFERENÇAS FINITAS 


h = PASSO DA MALHA 
ni = NÚMERO DESEJADO DE ITERAÇÕES 


Pm E 3 
n=20; 
ni=1000; 
1=1.03 
Ig Cie EA 
phi=zeros(n+1,1); 
ae q Modo] 5 a a Dota 
xl=x(2:n); 
for k=i nã 
pháã ([2:n])=[phi(3:n+1l)+phi(l:n-1)+x1."02*hº2]/2; 
end 
& CALCULE TAMBÉM O VALOR EXATO 
phiex=x.*(1.0-»x.º3)/12.0; 
diary a:test.out 
[[1:n+1]' phi phiex] 
diary ofÉ 


Figura 15.9 Programa de computador referente ao Exemplo 15.2. 


0,06 


005 


0,01 





Figura 15.10 Referente ao Exemplo 15.2: traçado de P(x). A curva contínua é para N = 10 € a curva tracejada 
é para N = 4. 
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onde A e B são constantes de integração. A partir das condições de contorno, 
(0) =058B=0 
(1) =050= E FS 
dia "EB e 2 
Portanto, a solução exata é & = x(1 = x)/12, que é calculada na Figura 15.9 e é muito próxima à do 
caso N = 10, 
EXERCÍCIO PRÁTICO 15.2 
Resolva a equação diferencial d'y/dx” + y = 0 com as condições de contorno y(0)= 0 e y(l)= 1, 
utilizando o método das diferenças finitas. Considere Ax = 1/4, 
| z sen(x) 
Resposta: compare seu resultado com a solução exata v(x) = E) 
sen(l 
EXEMPLO 15.3 Determine o potencial nos nós livres do sistema da Figura 15.11 unlizando o método das diferenças 
fimtas. 
Solução: 


Esse problema será resolvido usando o método iterativo e o método da matriz de banda. 


Método 1 (Método Iterativo): inicialmente, estabelecemos como igual a zero o conjunto de valo- 
res iniciais do potencial nos nós livres. Aplicamos a equação (15.16) para cada nó livre utilizando os 
novos valores de potencial a cada instante em que é calculado um novo valor de potencial em um 
ponto vizinho. Para a primeira iteração, 


Vi =14(00+20+0+0=5 
V=1/4(5+0+0+0)= 1,25 

Vi = 1/4(5+20+0+0)= 6,25 

Vi = 1/4(1,25 + 625 +0+0)= 1,875 





Figura 15.11 Referente ao Exemplo 15.3. 
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e assim por diante. Para evitar confusão, cada vez que um novo valor em um nó livre for calculado, 
descartamos o valor anterior, como mostrado na Figura 15.12. Após V, ter sido calculado, começa- 
mos com a segunda iteração no nó 1: 


H 
Va 


1/4(0 + 20 + 1,25 + 6,25) = 6,875 
1/4(6,875 + 0 + 0 + 1,875) = 2,187 


e assim por diante. Se continuarmos esse processo, obtemos, após cinco iterações, os valores não 
“riscados”, como mostrado na Figura 15.12. Após 10 iterações (não mostrado na Figura 15.12), ob- 
temos: 


V, =— 10,04, W 
V5=2L05, Vo 


4,956, = |5o, W= 9786 
18,97, V = 15,06,  Va=11,26 


II 
II 


Método 2 (Método da Matriz de Banda): este método revela a estrutura esparsa do problema. 
Aplicamos a equação (15.16) para cada nó livre e mantemos cada termo conhecido (potenciais prees- 
tabelecidos nos nós fixos) no lado direito, enquanto os termos desconhecidos (potenciais nos nós li- 
vres) permanecem no lado esquerdo do sistema de equações simultâneas resultante, expresso na for- 
ma matricial como [A] [W]| = [8]. 

Para o nó 1, 


Avda =D 





A / Vad 
0 0 15 


Figura 15.12 Referente ao Exemplo 15.3: 05 valores não “riscados” são as soluções após cinco iterações. 
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Para o nó 2, 


Vi +44 + V,=0-0 
Para o nó 3, 
Vi-4V;+V+VY5=-20 
Para o nó 4, 
Vo + Va — 4V, + Vo = —0 
Para o nó 5, 
V, — 4V, + V; = -20— 30 
Para o nó 6, 
Vi + V5— 4V, + V; = —30 
Para o nó 7, 
Vo— 4W + Va =-30—0 
Para o nó 8, 
W — 4Ve=-0-0-—30 


Note que temos cinco termos em cada nó, uma vez que assumimos um nodo a cinco nós. Às oito 
equações obtidas são colocadas na forma matricial como 





o 0 00 V —20 
14 6% 14.0 4 6 Vá 0 
do fa Tiso V; —20 
Del 1-8 0 10 EI.|] Q 
bo Beato Db 4 1 A: Vs| | -50 
O d Gar 1 =4 1 Vs —30 
o 0 É Mad) 1-4 V; —30 
O 0 0 0 0:01 -4)Vo) |-30 
Ol 
[AJ IV] = [8] 


onde [4] é a matiz de banda, esparsa, [W] é a matriz coluna, que consiste de potenciais desconheci- 
dos nos nós livres, e [8] é a matriz coluna formada pelo potencial nos nós fixos. A natureza “banda” 
de [A] é mostrada pela porção tracejada. 

Observe que a matriz [A] poderia ter sido obtida diretamente da Figura 15.11 sem escrever a 
equação (15.16) para cada nó livre. Para lazer isso, simplesmente estabelecemos os termos da diago- 
nal (ou próprios) 4, =-—4e A, = | se os nós i e j estão conectados ou A, = 0 se os nós i e j não estão 
diretamente conectados. Por exemplo, A,, = A,, = O porque os nós 2 e 3 não estão conectados, en- 
quanto A,. = A, = | porque os nós 4 e 6 estão conectados. De maneira similar, a matriz [B] é obtida 
diretamente da Figura 15.11 ao estabelecer 6, igual à soma dos potenciais em nós fixos conectados 
ao nó 1, com sinal contrário. Por exemplo, B, = —(20 + 30) porque o nó 5 está conectado a dois nós 
fixos com potenciais 20 V e 30 V, Se o nó i não está conectado a nenhum nó fixo, B, = 0, 

Ao inverter a matriz [A] utilizando Matlab, obtemos 


[V] = [A]! [B] 


EXEMPLO 15.4 
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Figura 15,13 Referente ao Exercicio Prático 15.3. 


ou 


V/= 10,04, V=4958 VW 
Vs =2105,  V=1897%, VW 


15,22, Vi = 9,788 
15,06, Va = 11,26 


| 
ll 
| 


que apresenta resultados compativeis com os resultados obtidos pelo método iterativo. 


EXERCÍCIO PRÁTICO 15.3 


Use o método iterativo para encontrar a aproximação por diferenças finitas para os 
potenciais nos pontos a e b do sistema na Figura 15.13. 


Resposta: V =10,01V;V,=28,3V. 
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Obtenha a solução da equação de Laplace para uma calha infinita com seção reta retangular mostra- 


da na Figura 15.14. Considere V, = 10V, V,= 100VY, V,=40Ve V,=0V, 


Solução: 


Desejamos resolver esse problema usando o método iterativo. Nesse caso, o domínio tem um contor- 
no regular. Facilmente, podemos escrever um programa para determinar os potenciais nos pontos da 
grade, dentro da calha. Dividimos a região em uma malha quadrada. Se decidirmos usar uma grade 
de 15 X 10, 0 número de pontos-grade ao longo de x é 15 + | = 16€e o número de pontos-grade ao 
longo de y é 10 + 1 = 11.0 passo da malha é h = 1,5/15=0,]m. A grade 15 X 10 está representada 


na Figura 15.15. 


V, =40V 
/ 


>V, = 100V 





v,=10V Lóm 


Figura 15.14 Referente ao Exemplo 15.4. 
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(8, 10) 


ECELEREPEEDEERR 
ES ERERILLULUDT) 
reu 
[TIITITERTRTITET] 
a O Tá Ri E Ei 


(0, 10) 


(15, 0) 





Figura 15.15 Referente ao Exemplo 15.4: uma grade de 15 x 10, 


Os pontos-grade (t, /) são numerados a partir do canto esquerdo inferior da calha. Aplicando a equa- 
ção (15.15) e usando o método iterativo, o programa de computador, mostrado na Figura 15.16, foi 
desenvolvido para determinar os potenciais nos nós livres. Nos pontos (x, y,) = (0,5, 0,5), (0,8, 0,8), 
(1,0, 0,5) e (0,8, 0,2) que correspondem a (7, j) = (5,5), (8, 8), (10,5) e (8, 2), respectivamente, os va- 
lores de potenciais após 50, 100 e 200 iterações são mostrados na Tabela 15.1. Os valores exatos [ve- 
ja Problema 6.18(c)], obtidos utilizando o método de separação de variáveis e um programa similar 
aquele da Figura 6.11 também são mostrados. Deve-se notar que o grau de precisão depende do pas- 
so h da malha. É sempre desejável fazer h tão pequeno quanto possível. Note também que os poten- 
ciais nos nós fixos são mantidos constantes ao longo dos cálculos. 


E USANDO O MÉTODO DE DIFERENÇAS FINITAS (ITERAÇÃO) 
% ESTE PROGRAMA RESOLVE O PROBLEMA 

& BIDIMENSIONAL DE VALOR DE CONTORNO (EQUAÇÃO DE 

& LAPLACE| MOSTRADO NA FIGURA 15.14. 

% ni = Nº DE ITERAÇÕES 

E nx = Nº DOS PONTOS-GRADE X 

% nv = Nº DOS PONTOS-GRADE Y 

% w(i,)) = POTENCIAIS NOS PONTOS-GRADE (1,j) OU (x,y) 
$ COM NUMERAÇÃO DOS NÓS COMEÇANDO NO CANTO INFERIOR 
& ESQUERDO DA CALHA 

ls 10405 

vs 10040; 

Y3 = 4).o; 

vã = 0.0; 

ni = 200; 

pe= 16: 

= EIS 


& ESTABELEÇA OS VALORES INICIAIS IGUAIS A ZERO 
v = geros(nx,ny); 
& POTENCIAIS FIXOS ESTÃO EM NÓS FIXOS 
for 1=2:nx-1 
vili,l) = vl:; 
RAL) cm NES 
end 
for 9=2:ny-1 
vi1,9) E vê: 
Vin) = 42; 
end 
v(1,1) = O.5*(vl 4 vd): 
Vin, L) = D.Brivl + ve): 


I 
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v(l,ny) = 0.5*t(iv3 + vã); 
vinx,rmy) = O.btilv2 + v3); 
& ENCONTRE v(1i,]) USANDO A EQUAÇÃO (15.15) APÓS ni ITERAÇÕES 
for k=1:ni 
for i=2:nx-1 
£or j=2:ny-l 
vil 3» = 26 vii+t, 9) + vii) + Mi. J+ALE + VEL, IE ds 
end 


end 

diary a:testl.out 

[7 66,6), V(D,9) VÍIL,6), ViB,3)] 
[. [Estes Jan vtd) ] 

diary off 


Figura 15.16 Programa de computador referente ao Exemplo 15.4. 


TABELA 15.1 Solução do Exemplo 15.4 
(Método Iterativo) em pontos selecionados 


Número de Iterações 
Coordenadas 
lx, py) 50 100 200 Valor Exato 


(0,5,0,5) 20,901 2244 2249 2244 
(0,8,0,8) 377 38,560 28,59 38,55 
(1,0,0,5) 41,83 4318 432 43,22 
(0,8.0,2) 19,87 20,904 2097 80,89 


EXERCÍCIO PRÁTICO 15.4 


Considere a calha da Figura 15.17. Use um nodo de diferenças finitas a cinco nós para 
determinar o potencial no centro de uma calha usando: (a) uma grade 4 x 8: (b) uma 
grade 12 x 24, 


Resposta: (a)23,8 V; (b) 23,89 V. 





O 6 em 


/ 
—30 V 


Figura 15.17 Referente ao Exercicio Prático 15.4. 
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15.4 O MÉTODO DOS MOMENTOS 


Da mesma forma que o método das diferenças finitas, o método dos momentos (MC My tem a van- 
tagem de ser conceitualmente simples. Enquanto o método das diferenças finitas é usado na solução 
de equações diferenciais, o método dos momentos é usado, comumente, na resolução de equações in- 
tegrais. 

Por exemplo, suponhamos que se queira aplicar o método dos momentos para resolver a equação 
de Poisson na equação (15.94). Pode-se demonstrar que uma solução integral para a equação de Pois- 
son é dada por 





V= | pu o (15.26) 


drer 


Lembremos, do Capítulo 4, que a equação (15.26) pode ser deduzida da lei de Coulomb, Lembre- 
mos, também, que, dada uma distribuição de cargas p (x, , 2) podemos sempre encontrar o potencial 
Víx, w, 2), 0 campo elétrico E(x, y, 2) e a carga total Q. Se, por outro lado, o potencial V é conhecido 
e a distribuição de carga é desconhecida, como podemos determinar p, a partir da equação (15.26)? 
Nesse caso, a equação (15.26) torna-se o que chamamos de uma equação integral. 


Uma equação integral é aquela que envolve a função desconhecida sob o símbolo de 
integral, 


Ela tem a forma geral de 


= 
Vo) = | KO, 0) o(t) dt (15.27) 


e 


onde as funções K(x, e Vit) e os limites a e b são conhecidos. A função desconhecida p(t) deve ser 
determinada. A função K(x, t) é denominada de núcleo da equação. O método dos momentos é uma 
técnica numérica bastante comum de resolver equações integrais, como a da equação (15.27). O mé- 
todo é, provavelmente, melhor explicado através de um exemplo. 

Considere um fio condutor fino de raio a e comprimento L(L >> a) localizado no espaço livre, co- 
mo mostrado na Figura 15.18. Seja o fio mantido a um potencial V.. Nosso objetivo é determinar a 
densidade de carga p, ao longo do fio utilizando o método dos momentos. Uma vez determinado p,, 
os valores dos campos associados podem ser determinados. Em um ponto qualquer do fio, a equação 
(15.26) se reduz à equação integral da forma: 


L 

Pr di 

Vo = | Ri (15.28) 
da ATE! 

Uma vez que a equação (15.28) se aplica a quaisquer pontos sobre o fio, em um ponto fixo y, 

conhecido como ponto de amostragem. 


(15.29) 


mm 


| | prly) dy 
dreo Jo Dk) 


Lembremos, do Cálculo, que a integração é, essencialmente, determinar a área sob uma curva. Se Ay 


é pequeno, a integração de f(y) sobre O < y < L é dada por 


L 
| fo)dy=fy)Ay+tiy)Ay+:-c+Ay) dy 
4 : (15.30) 
= 5 f0y 4y 
k=1 


“O termo “método dos momentos” foi usado pela primeira vez na literatura ocidental por Harrington. Para uma exposição mais detalhada do método, veja R. F. 
Harrington, Field Computerion by Moment Methods. Malabar, FL: Krieger, 1968. 


NdeT Do inglês, Moment Method —- MOM. 
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onde o intervalo L foi dividido em N unidades, cada um de comprimento Ay. Com o fio dividido em 

N segmentos de igual comprimento À como mostrado na Figura 15.19, a equação (15.29) torna-se 
pi À po À px dA 
PO Raio E dp AR A Aa e (15.31) 
br — 31] e — )2] be — 34 


onde À = L/N = Ay. Na equação (15.31), assume-se que a densidade de carga desconhecida p, do 
k-ésimo segmento é constante. Portanto, na equação (15.31), temos constantes desconhecidas p,, p». 

“o Py- Já que a equação (15.31) deve ser válida para todos os pontos sobre o fio, obtemos N equa- 
ções similares pela escolha de N pontos de amostragem em y,. Yo, +. 4 Yo. Yy Sobre o fio, Dessa 
forma, obtemos 








A A A 
dg Vie dm je A Di (15.322) 
[Yi pm ya À á ss Xa| Vi a: Yal 
A » À RIA 
tiro Vo am (15.32b) 
Iv» — 31) |o—34 ya — Ya 
A A A 
da vi po E, (15.320) 
|Yw o Yi Vw DE ya| |Yw cu Yu 





Figura 15.19 Divisão do fio em N segmentos. 
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A idéia de ajustar o lado esquerdo da equação (15.29) com o lado direito dessa equação nos pontos 
de amostragem é semelhante à idéia de considerar os momentos em Mecânica. Aqui reside a razão 
por que essa técnica é denominada método dos momentos. Observe, a partir da Figura 15.19, que os 
pontos de amostragem y,, Y5, .. .., Yy São colocados no centro de cada segmento. A equação (15.32) 
pode ser colocada na forma matricial como 


[8] = [Allo] (15.33) 
onde 
| 
] 
[B] = 4785v5| (15.34) 
| 
An Ap cre Ai 
As Ass ias Asn 
[A] = i (15.35a) 
An Ano Co" Any 
A 
EST mn (15.35b) 
[Pim Sr Yal 
B!1 
p> 
foi =| * (15.36) 
Pn 


Na equação (15.33), [2] é a matriz cujos elementos são desconhecidos, Podemos determinar [p], a 
partir da equação (15.33), usando a regra de Cramer, a inversão de matrizes ou a técnica de elimina- 
ção de Gauss. 

Usando a Inversão de matrizes, 


[0] = [AJ [B] (15.37) 


onde [AT é a matriz inversa da matriz [4]. Ao determinar os elementos da diagonal (ou termos pró- 
prios) da matriz [A] na equação (15.32) ou na equação (15.35), deve-se agir com cautela. Uma vez 
que o ho é condutor, é razoável que uma densidade de carga superficial pç apareça sobre a superfície 
do fio. Portanto, no centro de cada segmento, 


l 


ATE, 





ix pá 
tdo dy 
V (centro) | prado dy. 


E o a? J y2]!º 

Laps | A/2 + [(A/2YP + e | 

e a pe ne a OR 
—A + (4/27 + a!” 





HI 


ATE, 
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Assumindo À >> a, 


ieeitio) = o (2) (15.38) 
de a 


2 A 
-n(8 
ATE, a 


onde p, = 27 ap,. Portanto, os termos próprios (m = n) são 





A 
= Es 3 
An 2tn(5) (15.39) 
Agora, a equação (15.33) torna-se 
2n(4) 2 E 
e 1 — 2] 1 — Y4 
A o 2 In (à) Ate a Pi | 
y2— 21 4 by — al || > | 
= d4resvo| (15.40) 
A A (4) EN | 
RS Zn) — 
| by— 2 bn—oal q 


Usando a equação (15.37) com a equação (15.40) e fazendo V=1VL=Im,a=ImmeN= IO 
(À = L/N), um programa em Matlab, tal como mostrado na Figura 15.20, pode ser desenvolvido. O 
programa na Figura 15.20 é auto-explicativo. O programa inverte a matriz [A] e traça o gráfico de p, 
contra y. O gráfico é mostrado na Figura 15.21. O programa também determina a carga total no fio 
usando 


O = | od! (15.41) 


que pode Ser escrita, na forma discreta, COMO 
N 


O= > pdA (15.42) 
k=1 


Com os parâmetros escolhidos, o valor da carga total encontrado é O = 8,536 pC. Se desejado, o cam- 
po elétrico em um ponto qualquer pode ser calculado usando 





dl 
E = | o RM (15.43) 
TEN 
que pode ser escrita como 
N 
AR 
E = PP (15.44) 
E l TE, E 


onde R=IRle 


R=r-r,=(4-—axa+O- ya, + (z— za, 


r=(x,y,2)é0 vetor posição do ponto de observação e r, = (X,, Y, 2) é 0 do ponto fonte. 
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Note que, para obter a distribuição de carga na Figura 15.21, tomamos N = 10. É esperado que um 
menor valor de N leve a um resultado menos preciso e que um maior valor de N leve a um resultado 
mais preciso. Entretanto, se N é muito grande, podemos ter dificuldades no processamento para in- 
verter a matriz quadrada [A]. À capacidade computacional à nossa disposição pode limitar a precisão 
da solução numérica. 


& ESTE PROGRAMA DETERMINA A DISTRIBUIÇÃO DE CARGA 
& SOBRE UM FIO CONDUTOR FINO, DE RAIO AA E DE 

& COMPRIMENTO L, MANTIDO A VO VOLT 

& O FIO ESTÁ LOCALIZADO EM O «< Y <L 

& TODAS AS DIMENSÕES ESTÃO EM UNIDADES DO S.I. 


& O MÉTODO DOS MOMENTOS É UTILIZADO 
& NE O Nº DE SEGMENTOS NOS QUAIS O FIO É DIVIDIDO 
*% RHO É à DENSIDADE DE CARGA NA LINHA, RHO = INV(A)J*B 


& PRIMEIRO, ESPECIFIQUE OS PARÂMETROS DO PROBLEMA 


ER = 140; 

EO = B.B54le-12; 
vVO = 1.0; 

àA = 0.001; 

Lim doi: 

N = 20: 


DELTA = L/N; 
& SEGUNDO, CALCULE OS ELEMENTOS DA MATRIZ DE 
& COEFICIENTES A 


E=L=M: 
Y=DELTA* (1-0.5):; 
for 1=1:N 
tor J=1:N 
lE(i ==7) 
A(i,)J)=DELTA/abs(Y(i)-r(j)); 
else 
A(1,7)=2.0*log (DELTA/AA) ; 
end 
end 
end 
% AGORA, DETERMINE A MATRIZ DO VETOR B CONSTANTE 
& E ENCONTRE Q 
E = 4.0*pi*EO*ER*VO*ones(N,1); 


C = invlA); 


RHO = C*B; 
SUM = 0.0; 
for I=1:N 
SUM = SUM + RHO(TI); 
end 


Q=SUM*DELTA; 

diary a:examid5a.out 

[EO, O] 

É [1:N]' Y' RHO ] 

diary off 

& FINALMENTE, TRACE O GRÁFICO RHO CONTRA Y 
plot (Y,RHO) 

xlabel("y (cm)'), vlabel("rho L (pC/m)') 


Figura 15.20 Programa em Matlab para calcular a distribuição de carga sobre o fio da Figura 15.18. 
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prlpC/m) 





O O 02 03 04 05 06 07 08 09.1 
G 


Figura 15.21 Gráfico de p, contra y, 


ten 4 mí e nEntos E . trar à cj armaiã “TE Tu aci rodo narrar 4 as ds TÚ i= 
EXEMPLO 15.5 Use o método dos momentos para encontrar a capacitância do capacitor de placas paralelas da Figu 

ra 15.22. Considerea= Im,b=Im,d= Ime e, = 1,0. 

Solução: 


Seja a diferença de potencial entre as placas V, = 2 V tal que a placa superior P, é mantida a + 1 V, 
enquanto que a placa inferior P, está a -] V, Desejamos calcular a densidade superficial de carga p, 
sobre as placas, tal que a carga total em cada placa possa ser encontrada como 


am [ ps ds 
Uma vez que O é conhecido, podemos calcular a capacitância como 
Vo 2 





Figura 15.22 Capacitor de placas paralelas; referente ao Exemplo 15,5. 
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Para determinar p, utilizando o método dos momentos, dividimos P, em n subseções AS,, AS,,.., 
AS, e P, em n subseções AS AS .4,..., ÀS, O potencial V, no centro de uma subseção típica 
AS, É 


J 








= 
l 
ra 
o 
Es 
I 
a 
ato 
> 





Assumimos que existe uma densidade de carga uniforme em cada subseção, A última equação pode 
ser escrita como 





V= > Pp; Ai 
onde 
A; o = la 
Portanto, 


Ed |] 

=> piAg=] 
ja 
2m 

V re > BP; dj | 
j=1 
2u 

Vai 4 o PjAn+S ig 

j=l 
2 

Von > P; Azn.j ar: dg 
j=I 


fornecendo um conjunto de 21 equações simultâneas com 2n densidades de carga desconhecidas p,. 
Na forma matricial, 


A, Ao Am Pi 
Ma As "o" Asa || Do 


Asn Asno irc Asn2n Po =] 
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Figura 15.23 Subseções 1 e j; referente ao Exemplo 15.5. 


ou 
LA] Lo] = 18] 


Portanto, 


[o] = [AJ [B] 


onde [8] é a matriz coluna dos potenciais e [A] é uma matriz quadrada contendo elementos A,. Para 
determinar A,, considere as duas subseções i e j, mostradas na Figura 15.23, onde as subseções po- 
dem estar sobre placas diferentes ou sobre a mesma placa. 


e IN [ dx dy 
mes) R, 


v=y “XE a 





onde 
Ry = 1 — x) + 04-30) + (x — 2)]'º 
Por conveniência, se assumirmos que as subseções são quadradas, 
== = —)) 
pode-se mostrar que 


AS, (A 


ae p o 
quer; drehs 


At Al 
A:= > In(l + 42) = > (08814) 


Com estas fórmulas, o programa em Matlab, na Figura 15.24, foi desenvolvido. Com n=9,0=26,51 
pF comn=16,0=27,27pFecomn=25,C=27,74 pr. 
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USANDO O MÉTODO DOS MOMENTOS, 

ESTE PROGRAMA DETERMINA A CAPACITÂNCIA DE UM 

CAPACITOR DE PLACAS PARALELAS, QUE CONSISTE DE DUAS 

PLACAS CONDUTORAS, CADA UMA DE DIMENSÃO AA x BE, 

SEPARADAS POR UMA DISTÂNCIA D E MANTIDAS A 1 VOLT E A -1 VOLT 


dO dê dê dê q 


E UMA DAS PLACAS ESTÁ LOCALIZADA SOBRE O PLANO Z=0, 
$ ENQUANTO A OUTRA ESTÁ LOCALIZADA SOBRE O PLANO Z=D 


% TODAS AS DIMENSÕES ESTÃO EM UNIDADES DO S.I. 
& N É O NÚMERO DE SUBSEÇÕES EM QUE CADA PLACA É 
& DIVIDIDA 


& PRIMEIRO, ESPECIFIQUE OS PARÂMETROS 


ER = 12.0; 

EO = B.654le-lZ; 
Ag = 1:0; 

BB = 1.0; 

D: = 1H: 

N = 9; 

NT = 2*N; 

M = sgrt(N); 
DX = AA/M; 
DY = BE/M; 
DL = DK; 


É SEGUNDO, CALCULE OS ELEMENTOS DA MATRIZ DE 
& COEFICIENTES A 
K = 0; 
for Kl=1:2 
for K2=1:M 
for K3=1:M 
K=K+ Il; 
Rth) = DAPLRS:- 0,5); 
EIR) = DIZ (RS = Doda; 
end 
end 
end 
for Kl=1:N 
EIK1) =:B. 
Z(K1+N) = 
end 
for I=1:NT 
for J=1:NT 
1 É (I==J) 
A(I,;J) = DL*Q.8814/(pi*E0O); 
else 
R = sgrtt AX(I)-X(J))CZ = TlI)-TiJ))C2+4B(I)-B(J)) 02); 
ACI) = DL 2/4. *pifEO*R):; 
end 
end 
end 
& AGORA, DETERMINE A MATRIZ DO VETOR CONSTANTE B 
for K=1:WN 
B(K) = 1.0; 
B(K+N) -=1.0:; 
| end 
| & INVERTA A E CALCULE RHO FORMADO PELOS ELEMENTOS 
& DESCONHECIDOS. CALCULE TAMBÉM A CARGA TOTAL QE A CAPACITÂNCIA C 


Doo 


Figura 15.24 Programa em Matlab referente ao Exemplo 15.5. 


P = invíaA): 


RHO = PES: 
SUM = 0.0; 
for I=1:N 
SUM = SUM + RHO(I); 
end 
O = SUM* (DLºZ); 
VO = 2.0; 


C = abs(Q)/VO; 

diary a:examlá5b.out 
[CJ] 

[= ELENTIS Moro ERROS] 
diary off 


Figura 15.24 (Continuação) 


EXERCÍCIO PRÁTICO 15.5 
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Utilizando o método dos momentos, escreva um programa para determinar a capaci- 
tância de dois fios condutores idênticos paralelos, separados entre si de uma distância 
y, & um deles deslocado do eixo y de x,, como mostra a Figura 15.25. Se cada fio tem 
comprimento L e raio a, determine a capacitância para os seguintes casos: x, = O; 0,2; 


0,4;...; 1,0m. Considerey, =0,5m,L=Im,a=Imm,s=1. 


Resposta: para N = 10 = número de segmentos por fio, ver Tabela 15,2. 


TABELA 15.2 Capacitância 
referente ao Exercício 
Prático 15.5 


xa (im) € (pF) 
O 4,91 
[1 4,891 
0,4 4,853 
0,6 4,189 
Us di] 
10 4,043 


Figura 15.25 Fios condutores paralelos do Exercício Prático 15.5. 





619 


620 


B Elementos de Eletromagnetismo 





15.5 O MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 


O método dos elementos finitos (FEM) tem sua origem no campo da análise de estruturas. Esse mé- 
todo passou a ser aplicado a problemas de EM apenas a partir de 1968. Da mesma forma que o mé- 
todo das diferenças finitas, o método dos elementos finitos é útil para resolver equações diferenciais. 
Conforme foi destacado na Seção 15.3, o método das diferenças finitas representa o domínio por um 
conjunto de pontos de grade. Sua aplicação torna-se difícil para problemas em regiões com contor- 
nos de formas irregulares. Esses problemas podem ser resolvidos com maior facilidade utilizando o 
método dos elementos finitos. 

A análise por elementos finitos de um problema qualquer envolve, basicamente, quatro etapas: 
(a) discretização do domínio em um número finito de sub-regiões ou elementos; (b) obtenção das 
equações que regem um elemento típico; (c) conexão de todos os elementos no domínio e (d) reso- 
lução do sistema de equações obtido. 


A. Discretização no método de elementos finitos 


Dividimos o domínio em um número de elementos finitos, como ilustrado na Figura 15.26, onde a re- 
gião é subdividida em quatro elementos que não se sobrepõem (dois triangulares e dois quadrangu- 
lares) e sete nós. Procuramos uma aproximação para o potencial V. dentro de um elemento e e, en- 
tão, inter-relacionamos as distribuições de potencial em vários elementos, tal que o potencial seja 
contínuo através dos contornos entre os elementos inter-relacionados. A solução aproximada para Lo- 
da a região é 


E 
Vo) = 5 Vix,)) (15.45) 
e=1 


onde N é o número de elementos triangulares nos quais o domínio é dividido. 
A forma mais comum de aproximação para V, no interior de um elemento é a aproximação poli- 
nomial, a saber 


Vexy=a+br+ey (15.46) 


para um elemento triangular & 


Vixy=a+rbr+eyv+ de (15.47) 





Fa 





e 
Cl 4 
E Er contorno aproximado 


fx 


Figura 15.26 Uma subdivisão em elementos finitos típica para um domínio irregular. 


*N.de T. Do inglês, Finite Element Method — FEM. 
É Veja PP. Silvestere R. L. Ferrari, Finite Elements for Electrical Engineers. Cambridge, England: Cambridge University Press, 1983, 
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para um elemento quadrangular. Em geral, o potencial V, é diferente de zero dentro do elemento e, 
mas zero fora de e. É difícil aproximar o contorno do domínio com elementos quadrangulares. Tais 
elementos são úteis para problemas nos quais os contornos são suficientemente regulares. Em vista 
disso, preferimos usar elementos triangulares em toda nossa análise nesta seção. Observe que assu- 
mir variação linear do potencial no interior de elementos* triangulares, como na equação (15.46), 
equivale a assumir que o campo elétrico é uniforme dentro do elemento, isto é, 


E. = —VV.= —(ba, + ca) (15.48) 


B. Equações que regem os elementos 


Considere um elemento triangular típico, mostrado na Figura 15.27. Os potenciais VV. e V. nos 
nós 1,2 e 3, respectivamente, são obtidos utilizando a equação (15.46), Isto é, 


Vai A Yi “ 
Vol=|1 x yo||b (15.49) 
Vos | Xy yalje 


a E da | | E 
bj=]] Xy Yo Vos (15.50) 
| E | xs ys Vos 


Substituindo a equação (15.50) na equação (15.46), resulta em 





(Xoy3 — Xay2) (May XD3) (Jo — XI) Vai 
E =[ x 4] 3 (Yo — 3) (ya — 71) (Yi — 2) Va 
: (X3 — Xo) (Xj — X3) (X4 — Xy) Voa 
ou 
(15.51) 
onde 
| | e 
dt >A [Oxoys — 2372) + (1a — ya) x + (xs — 23) 9] (15.523) 
| 
Oo = 2A [6371 — 24173) + 03 — Y)X + O — 23) 9] (15.52) 
l 
Ei A [Ot — A) TO — yo) + (O — 2x1) 3] (15.52) 
e À é área do elemento e, Isto É, 
| ki) 
24 =|] x yo 
| X3 33 


= (Jaz — Xoy4) + (a — Xiya) + (Moya — Xay2) 
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Ol 
A=12[x-—xyv—yD)- 04 x)(ya-—»y)] (15.53) 


O valor de A é positivo se os nós forem numerados no sentido anti-horário (começando por qualquer 
nó), como mostrado pela seta na Figura 15.27. Observe que a equação (15.51) nos dá o potencial em 
qualquer ponto (x, y) dentro do elemento, desde que os potenciais nos vértices sejam conhecidos. Es- 
ta é uma situação diferente da que envolve análise por diferenças finitas, em que o potencial é conhe- 
cido apenas nos pontos-grade, Observe, também, que a, são funções lincares de interpolação. Elas 
são denominadas funções de forma dos elementos* e têm as seguintes propriedades: 


o dis 
GÁX;, Xj) e É Sa j ( 15.,54a) 
4 
Sal y= (15.54b) 


=] 


As funções de forma «, e «,, por exemplo, estão ilustradas na Figura 15.28. 
A energia por unidade de comprimento, associada ao elemento e, é dada pela equação (4.96), 18- 
to é, 


| ; 
W, = e E/ ds = 


, € 
= 5 | e VV. ds (15.55) 


- 





Figura 15.27 Elemento triangular típico. À numeração dos nós locais 1-2-3 deve ser feita no sentido anti-horá- 
rio, como indica a seta. 





Figura 15.28 Funções de forma «, e c, para um elemento triangular. 


EN. de T. No onginal; element shape funcions. 
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onde se assume um domínio bidimensional, livre de cargas (p, = 0). Contudo, a partir da equação 
(1551), 


3 
VV.= > Vo Va; (15.56) 
i=] 
Substituindo a equação (15.56) na equação (15.55), resulta em 
É és me | 
W. e 3 pa pe ev | Va; * Va; as] Vo; (15.57) 
Se definirmos o termo entre colchetes como 
(E) — 
poderemos escrever a equação (15.57) na forma matricial como 
W. = 58 [VIC VA (15.59) 


onde o sobrescrito T denota a matriz transposta 


[VJ=|Vo (15.60a) 


[CO] =| CY CE c& (15.60 


A matriz [C “| é usualmente denominada de matriz dos coeficientes dos elementos. O elemento C o] 
da matriz dos coeficientes pode ser considerado como o acoplamento entre os nós i e j. Seu valor é 
obudo a partir das equações (15.52) e (15.58). Por exemplo, 


Ci = | Vo, * Va, dS 
| 
= 4a? [O — Ya — YU) + a — xo — X3)] | ds (15.61) 
E = Es 
A [Oyo — 3) — PF) + (xs — xo)(x — X3)] 


De maneira similar, 


; 5 : 
| 
CE = Ti [vo — va — y5) + (4 — xo) — X4)] (15.61c) 
| = 3 
C% = 4A [03 — 700 — 2) + Oh — Xl — x1)] (15.61e) 


CS = — [01 — 35º + Gu — (15.611) 
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Também, 
CH=Cê CGP=Cg cR=c8 (15.61g) 
Entretanto, nossos cálculos ficam mais fáceis se definirmos 
Os ad do Doc Pa ya) (15.62a) 
O, = (144 — x), O, = (x, — 43), O, = (X,4 — 21) 


Com Pe O, (1=1,2,3 são os números dos nós locais), cada termo na matriz dos coeficientes dos 
elementos é determinado como 








(15.62b) 
onde 
À = > (PO: — Pads) (15.620) 
3 3 
Observe que P + P,+P,=0=0,+0,+ 0,e, assim, s Ci = () = > cr. Este resultado 
io ja 


pode ser usado para conferir nossos cálculos, 


C. Conexão de todos os elementos 


Tendo considerado um elemento típico, o próximo passo é conectar todos esses elementos em um do- 
mínio. À energia associada à conexão de todos os elementos na malha é 


] 
W= » W= e [VÍ ICI] (15.63) 
e= 
onde 

V 

Va 
[RJ =| (15.64) 

Va 


né o número de nós, N é o número de elementos e [€] é denominada de matriz de rigidez global, que 
representa a conexão das matrizes dos coeficientes dos elementos individuais. O maior problema 
agora é obter [C] a partir de [C]. 

O processo pelo qual as matrizes de cocficientes de cada elemento são conectadas para obter a 
matriz de rigidez global é melhor ilustrado com um exemplo. Considere a malha de elementos fini- 
tos consistindo de três elementos finitos, como mostrado na Figura 15.29. Observe a numeração dos 
nós. A numeração dos nós de acordo com 1, 2, 3,4 e 5 é denominada de numeração global. A nume- 
ração i-j-k é denominada numeração focal e corresponde a 1-2-3 dos elementos na Figura 15.27. Por 
exemplo, para o elemento 3 na Figura 15.29, a numeração global 3-5-4 corresponde à numeração lo- 
cal 1-2-3 do elemento na Figura 15.27. Observe que a numeração local deve seguir a sequência no 
sentido anti-horário, começando em qualquer nó do elemento. Para o elemento 3, por exemplo, po- 
deríamos escolher 4-3-5 ou 5-4-3, ao invés de 3-5-4 para corresponder a 1-2-3 do elemento na Figu- 
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ra 15.27. Portanto, a numeração na Figura 15.29 não é única. Entretanto, obtemos o mesmo [C] in- 
dependente da numeração usada. Assumindo a numeração adotada na Figura 15.29, é esperado que 
a matriz de rigidez global tenha a seguinte forma: 


Cn Co Cs Cu Ci 
Eros Cata E 
[C])=| Ca Cm Cm Cu Cas (15.65) 
C Co €g Cu Cu 
Cs Css Cos Cs Css 


que é uma matriz 5 X 5, já que cinco nós (n = 5) estão envolvidos. Novamente, €, é o acoplamento 
entre o nó ie o nó j. Obtemos C, utilizando o fato de que a distribuição de potencial deve ser contí- 
nua através dos contornos entre os elementos. A contribuição à posição 1, j em [C] vem de todos os 
elementos que contêm os nós í e j. Para encontrar €,,, por exemplo, observamos, da Figura 15.29, 
que o nó global 1 pertence aos elementos 1 e 2 e que é o nó local | a ambos. Assim, 


Ci= Civ EE Cit (15.66a) 
Para C,,, o nó global 2 pertence ao elemento 1 somente e é o mesmo que o nó local 3. Assim, 
Co = (15.66b) 


Para C,, o nó global 4 é o mesmo que os nós locais 2, 3, e 3 nos elementos 1,2 e 3, respectivamen- 
te. Assim, 


Cu=C5+c&+c% (15.660) 
Para €,, a conexão global 14 é a mesma que as conexões locais 12 e 13 nos elementos 1 e 2, respec- 
tivamente. Assim, 
Cu=Ch+CR (15.66d) 
Já que não há acoplamento (ou conexão direta) entre os nós 2 € 3, 


Co = Cp =0 (15.660) 


Continuando desta maneira, obtemos todos os termos na matriz rigidez global por inspeção da Figu- 
ra 15.29 como 


Ch+Cir CR CR CR+CR 0 
Car Ca Cx 0 
[C] =| CS O Co+ci o G+ecê cR| 456) 
Cr+C% CB CR+CS CH+CR+CS CS 
0 O cc C5 5 





Figura 15.29 Conexão de três elementos: i-/-k correspondentes à numeração local 1-2-3 do elemento na Figu- 
ra 15,27. 
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Observe que as matrizes dos coeficientes dos elementos se sobrepõem nos nós compartilhados pelos 
elementos e que há 27 termos (nove para cada um dos três elementos) na matriz de rigidez global [C]. 
Também observe as seguintes propriedades da matriz [C]: 
É. A matriz é simétrica (C, = €,) da mesma forma que a matriz dos coeficientes do elemento. 
2. Já que não existe acoplamento entre o nó fe o nó /, fica evidente que, para um grande núme- 
ro de elementos, [C] torna-se esparsa e de banda. 


3. A matriz é singular. Embora não seja tão óbvio, Isto pode ser mostrado usando a matriz dos 
coeficientes do elemento da equação (15.60b). 


D. Resolução das equações resultantes 


A partir do Cálculo Variacional, é sabido que a equação de Laplace (ou de Poisson) é satisfeita quan- 
do a energia total no domínio é minima. Portanto, é necessário que as derivadas parciais de W, em re- 
lação a cada valor nodal do potencial, seja zero. Isto é, 











BM OM ua um 
oV; OW, av, 
OL 
9W 
av, O B=1,2. un (15.68) 


Por exemplo, para obter dW/0Y, = O para a malha de elementos finitos da Figura 15.29, substituímos 
a equação (15.65) na equação (15.63) e tomamos a derivada parcial de Wem relação a V,. Obtemos 





0 = e = 2ViC + Volio + Vala + Valiy + V5Cis 
+ VC KO + UC + WC 
Ou 
= EE VC E NC ENO (15.69) 


Em geral, dWidV, = O nos leva a 


m 
0= 5 VC (15.70) 


i=1 


onde n é o número de nós na malha, Ao escrever a equação (15.70) para todos os nós k= 1,2... 1, 
p = . E . ma F 

obtemos um conjunto de equações simultâneas, a partir do que a solução de [V| =[V,. V5,.... V,] 

pode ser encontrada. Isso pode ser feito de duas maneiras, similares às empregadas para resolver as 

equações em diferenças finitas obtidas a partir da equação de Laplace (ou de Poisson). 


Método iterativo: 


Esta abordagem é similar àquela usada no método das diferenças finitas. Consideremos que o nó | 
na Figura 15.29, por exemplo, seja um nó livre. O potencial no nó 1 pode ser obtido da equação 
(15.69) como 


| á 
Vi=—-— > VC (15.71) 
Cr =? 
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Em geral, o potencial em um nó livre k é obtido da equação (15.70) como 


(15.72) 





que se aplica iterativamente a todos os nós livres na malha com n nós. Já que €,, = 0, se o nó k não 
está diretamente conectado ao nó i, somente nós que estão diretamente ligados ao nó & contribuem 
para V, na equação (15.72). 

Desta forma, se os potenciais nos nós conectados ao nó k são conhecidos, podemos determinar V, 
usando a equação (15.72). O processo ilerativo começa estabelecendo os potenciais nos nós livres 
iguais a zero ou iguais ao valor médio dos potenciais. 


Vméd = 1 ( Vimin e Vmáx) (15.73) 
onde V. and V.. são os valores mínimo e máximo dos potenciais preestabelecidos nos nós fixos. 
Com esses valores iniciais, os potenciais nos nós livres são calculados usando a equação (15.72). Ao 
final da primeira iteração, quando os novos valores tiverem sido calculados para todos os nós livres, 
esses valores tornam-se os valores de partida para a segunda iteração. O procedimento é repetido até 
que a diferença de valores entre duas iterações subsegientes torne-se desprezível. 


Método da matriz de banda: 


Se todos os nós livres forem numerados por primeiro e os nós fixos por último, a equação (15.63) pode 
ser escrita tal que 


l Co É; V. 
=—& V E] Jp , 5. 
v= 54 WE Ely 1574 


onde os índices subseritos fe p, respectivamente, referem-se aos nós com potenciais livres e fixos (ou 
preestabelecidos). Já que V, é constante (consiste de valores conhecidos e fixos), apenas diferenciamos 
em relação a V.. tal que, ao aplicar a equação (15.68) na equação (15.74), resulta em 


CV, + CoV, =0 


ou 
[Cad lVA = Co) [Vo] (15.75) 
Esta equação pode ser escrita como 
[A] [VI] = [B] (15.76) 
ou 
[V] = [AJ [8] (15.76b) 


onde [V] = VA, [4] = [CA e [6] =- [Ci] LV). Já que [A] é, em geral, não singular, o potencial nos 
nós livres pode ser encontrado usando a equação (15.75). Podemos resolver para [V] na equação 
(15.76a) usando a técnica de eliminação gaussiana. Também podemos resolver para [V] na equação 
(15.76b) usando a inversão de matriz se o tamanho da matriz a ser invertida não for grande. 
Observe que, da mesma forma que procedemos com as equações a partir da equação (15.55), nos- 
sa solução tem sido restrita a um problema bidimensional envolvendo a equação de Laplace VºV = 0. 
Os conceitos básicos desenvolvidos nesta seção podem ser estendidos à análise por elementos fini- 
tos de problemas envolvendo à equação de Poisson (VW V=- plEer VA=- J) ou a equação de on- 
da (V'& — + & = 0), Dois dos maiores problemas associados com a análise por elementos finitos são 
a quantidade relativamente grande de memória computacional requerida para armazenar os elemen- 
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tos da matriz e o tempo de processamento computacional associado. Entretanto, muitos algoritmos 
têm sido desenvolvidos para diminuir esses problemas até certo ponto. 

O método dos elementos finitos (FEM) apresenta várias vantagens em relação ao método das di- 
terenças finitas (FDM) e em relação ao método dos momentos (MOM). Em primeiro lugar, o FEM 
pode lidar, mais facilmente, com um domínio mais complexo. Em segundo lugar, a generalidade do 
FEM torna possível construir uma proposta de programa computacional geral para resolver uma 
grande gama de problemas. Um único programa pode ser usado para resolver problemas diferentes 
(descritos pelas mesmas equações diferenciais parciais) com diferentes domínios e diferentes condi- 
ções de contorno, necessitando somente mudar os dados de entrada do problema. Entretanto, o FEM 
tem seus próprios pressupostos. É mais difícil entendê-lo e programá-lo do que entender e programar 
o FDM e o MOM. Isso requer a preparação dos dados de entrada, um processo que pode ser tedioso. 


Considere a malha de dois elementos, como mostrada na Figura 15.30(a). Usando o método de ele- 
mentos finitos, determine os potenciais dentro da malha. 


Solução: 


As matrizes dos coeficientes dos elementos podem ser calculadas usando a equação (15.62). Para o 
elemento 1, consistindo dos nós 1-2-4 correspondentes à numeração local 1-2-3, como na figura 
15.30(b). 


Pi Lai P, = 0,9, P; = 0,4 
O, = —U,2, O, = —U4, O, = 0,6 


A 


I 


1/2 (0,54 + 0,16) = 0,35 





(b) 


Figura 15.30 Referente ao Exemplo 15.6: (a) malha de dois elementos: (b) numeração local e global dos ele- 
mentos. 
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Substituindo todas estas relações na equação (15.62b), obtém-se 


1,236 —0,7786 —0,457] 
[CP =|-0,7786  0,6929 | 0,0857 (15.6.1) 
-0,4571 00857 03714 


De maneira similar, para o elemento 2 consistindo dos nós 2-3-4 correspondentes à numeração local 
|-2-3, como na figura 15.30(b), 


P;= E, Fy= 1a, Fy=-0,1 


D= 09, 06-02. 0:=07 
A = 1/2 (0,91 + 0,14) = 0,525 
Portanto, 
| 0,5571 —0,4571 —0,1 
[C% =| -04571  0,8238 —0,3667 (15.6.2) 


=[31 —0,3667  0,4667 


Usando a equação (15.75), resulta em 
Ca, a bi bs É] Hi 
caia 15.6.3) 
| Cj Cu Va ar 1 Cu Va ( ) 


Reescrevendo em uma forma mais conveniente, 


Oo GA V, I 0 
O Co O Cy Va] | Cm Ca |lh 7 | 
00 10 W| | o I [o (15.6.4a) 
O Co O Cy || Va “a Ea 
Ol 
[C) [V] = [8] (15.6.4h) 


Os termos da matriz de rigidez global são obtidos como segue: 


Co» = CS) + CY = 0,6929 + 0,557] = 1,25 


Ca= Cas GC +Cy= 00857 =0,1=-0,0143 
Cu = Ci + Cf = 03714 + 0,4667 = 0,838] 


SA 
| 
pe 

e 
| 


= —0,7786 
Cas = Cê = —-04571 
Cu = Cy = —04571 
Co= Ca =—0,3667 


Note que seguimos a numeração local para a matriz dos coeficientes dos elementos e a numeração 
global para a matriz de rigidez global. Assim, a matriz quadrada [C] é obtida como 


] Ó b) Õ 

O 125 O —Q0143 
Ó O | Ú 

O —Q0145 O 0,838] 


[C] = (15.6.5) 
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e a matriz [B], no lado direito da equação (15.6.4a). é obtida como 


O 
4,571 

10,0 
3,667 


LB] = (15.6.6) 


Invertendo a matriz [C] na equação (15.6.5), obtemos 


Q 
3,708 

10,0 
4,438 


[V] = [CIT '[B] = 


Portanto, V, = 0, V, = 3,708, V,= 10 e V, = 4,438. Uma vez que os valores dos potenciais nos nós se- 
jam conhecidos, o potencial em qualquer ponto dentro da malha pode ser determinado usando a 
equação (15.51). 


EXERCÍCIO PRÁTICO 15.6 


Calcule a matriz de rigidez global para a malha de dois elementos, mostrada na Figura 15.31, 
quando: (a) o nó 1 está ligado ao nó 3 e a numeração local (i — j — k) é como indicado na Figura 
15.31(a); (b) o nó 2 está ligado ao nó 4 com a numeração local, como mostrado na Figura 15,31(b). 


0,9964 0,05 —0,2464 —0,8 


0,05 0,7 0,75 0,0 
Resposta: (a) —0.2464 —0,75 1,5964 —0,6 
— (1.8 0,0 =(0,6 1,4 


333 UFI 00 1,056 
(b) =0,0777 08192 -—0,98  0,2386 
0,0 —(,98 204 —1,06 
= 1,056 0,2386 — 1,06 1,877 


nó 1:(2,1) nó 3: (2, 2.4) 
nó 2: (3, 2,5) nó 4: (1,5, 1,6) 





(a) th) 


Figura 15,31 Referente ao Exercício Prático 15.6. 
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Escreva um programa para resolver a equação de Laplace utilizando o método de elementos finitos. 
EXEMPLO 15.7 si 
Aplique o programa para o problema bidimensional mostrado na Figura 15.32(a). 


Solução: 


O domínio é dividido em 25 elementos triangulares a três nós, o que resulta em um número total de 2] 
nós, como mostrado na Figura 15.32(b). Esta é uma etapa necessária para obter os dados de entrada 
que definem a geometria do problema. Tomando por base nossas discussões na Seção 15.5, foi desen- 
volvido um programa geral em Matlab, utilizando elementos triangulares a três nós, para resolver pro- 
blemas envolvendo a equação de Laplace, como mostra a Figura 15,33, O desenvolvimento do pro- 
grama envolve, basicamente, quatro etapas, como indicado no programa e explicado a seguir. 


Y 


|O) 





ta) 





th) 


Figura 15.32 Referente ao Exemplo 15.7: (a) problema eletrostático bidimensional; (b) domínio dividido em 
25 elementos triangulares. 
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SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE LAPLACE POR ELEMENTOS FINITOS 

PARA PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS 

USANDO ELEMENTOS TRIANGULARES 

ND = Nº DE NÓS 

NE = Nº DE ELEMENTOS 

NP = Nº DE NÓS FIXOS (ONDE O POTENCIAL É PREESTABELECIDO) 

NDP(I)= Nº DO NÓ COM POTENCIAL PREESTABELECIDO, 1I=1,2,...,NP 

VAL(I) = VALOR DO POTENCIAL PREESTABELECIDO NO NÓ NDP(I) 

NL(I,]) = LISTA DOS NÓS PARA CADA ELEMENTO I, ONDE 
J=1,2,3 REFERE-SE AO NÚMERO DO NÓ LOCAL 

CE(I,J) = MATRIZ DE COEFICIENTES DO ELEMENTO 

C(I,J) = MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL 

B(I) = MATRIZ DO LADO DIREITO NO SISTEMA 

DE EQUAÇÕES SIMULTÂNEAS; VEJA EQUAÇÃO (15.6.4) 

X(I), Y(I) = COORDENADAS GLOBAIS DO NÓ I 

KL(J), YL(J) = COORDENADAS LOCAIS DO NÓ J=1,2,3 

V(I) = POTENCIAL NO NÓ I 

MATRIZES P(I) E Q(I) ESTÃO DEFINIDAS NA EQUAÇÃO 

(15b:bia) 


df do dd df dd dd do dê é dedo dc dede do Hã 


CABRAARRARLRALRELARARARRARLRELERRARERARRRRA RA A A A A 
PRIMEIRA ETAPA - DADOS DE ENTRADA QUE DEFINEM A 
GEOMETRIA E AS CONDIÇÕES DE CONTORNO 


& dede ade e e e e e e e e e ae e e e e a e e e e e e e e e e e e dr e e a e e e e 


de dê 


clear 

input (Name of input data file = *) 

& tb dd dd id 

& SEGUNDA ETAPA - CÁLCULO DA MATRIZ DE COEFICIENTES 
PARA CADA ELEMENTO E CONEXÃO GLOBAL 

E EEE EEE EEE EEE ERES EEE: 

E zeros (ND, 1); 

C = zeros (ND,ND); 

fo 

E 


r I=1l:NE 
DETERMINAÇÃO DAS COORDENADAS LOCAIS XL(J), YL(J) PARA O ELEMENTO 1 
EosoME(T (Ls) +; 
AL = R(K); 
TL = Y(K); 
P=zeros (3,1); 
Q=zeros(3,1); 
Pil) = TL(Z) - TL(3); 
Pia) = TL(3) - TL(L); 
ES = Tu(I) — TLIB); 
QL) = XL(3) - KL(S); 
Old) = XL(L) = KL(I): 
O(3) = KL(Z) — ALII); 
AREA = U.5*absl P(2)*0/3) = Q(2)*P(3) ); 
& DETERMINÇÃO DA MATRIZ DE COEFICIENTES PARA O ELEMENTO I 
CE=(P*P'+Q*QO" )/ (4. U*AREA) ; 
& CONEXÃO GLOBAL - DETERMINAÇÃO DE C(I,J) E B(I) 
fores tra 
IR = NL(I,ut; 
IFLAGI=0; 
& VERIFIÇÃO DA CORRESPONDÊNCIA ENTRE A LINHA DA MATRIZ E UM NÓ FIXO 
forck-= LuNP 
1É (IR == NDP(K)) 
CAIRSTR) = E:0: 
B(IR) = VAL(K); 
IFLAGI=1; 
end 
end % FIM PARA K = 1:NP 
Figura 15.33 Programa de computador referente ao Exemplo 15.7 (continua) 
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1f(IFLAG1I == 0) 
for-L = 1:3 
IC = NLÁI,L); 
IFLAG2=0; 
& VERIFICAÇÃO DA CORRESPONDÊNCIA ENTRE A COLUNA DA MATRIZ E UM NÓ FIXO 
for K=1:NP 
1É ( LIC == NDP(K) ), 
B(IR) = E(IR) = CE(J,LI*VAL(K); 
IFLAG2=1; 
end 
end & fim para K=1:NP 
LÉ(IFLAG?2 == 0) 
CLIR,IC) =CLIR;IC) + CELL): 
end 
end & fim para L=1:3 
end % fim do if(iflagl == 0) 
end % fim para J=1:3 
end & fim para I=1:NE 


E he rode de e nr dr e ond e rd a e dr rd e rd ad ae dr dr nd E e rh E 


%& TERCEIRA ETAPA - RESOLUÇÃO DO SISTEMA DE EQUAÇÕES 


E RR O O O O RO RR O A RR 


ES 1nviçIi*eB: 
a Vs 
E RREERALAEARALAAALEALALARERALARARSALREA ERA RAR A RA 


%& QUARTA ETAPA - SAÍDA DOS RESULTADOS 


& titia 
diarv examl4?.out 

[ND, NE, NE] 

|. CEsND]! KºXt M£] 

diary off 


Figura 15.33 Programa de computador referente ao Exemplo 15.7. 


Etapa 1: envolve a entrada de dados necessária para a definição do problema. Essa é a única etapa 
que depende da geometria do problema em questão. Através de um arquivo de dados, introduzimos 
o número de elementos, o número de nós, o número de nós fixos, os valores preestabelecidos dos po- 
tenciais nos nós livres, as coordenadas x e y de todos os nós e uma lista identificando os nós perten- 
centes a cada elemento, conforme a ordem da numeração local 1-2-3. Para o problema na Figura 
15.32, os três conjuntos de dados referentes às coordenadas, às relações clemento-nó e os potenciais 
preestabelecidos nos nós fixos são mostrados nas Tabelas 15.3, 15.4 e 15.5, respectivamente. 
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TABELA 15.3 Coordenadas nodais 
da malha de elementos finitos da 
Figura 15.32 


Nó x F Nó x Y 


00 00 2 00 04 
02 00 I|3 02 04 
0,0 l4 04 04 
06 00 5 06 04d 
Qs 00 l6 00006 
Lo 00 It 02º 06 
0 02 8 04º 06 
02 02 ID 00 08 
9 04 02 20 02 08 
IO 06 02 02/00/10 
1 US O 


in E tá bd = 
> 
+ 


De = 





Nó Local nº Nó Local nº 
Elemento nº 1 2 3 Elemento nº 1 2 3 
| | 2 7 ld y IÚ I4 
2 2 ) 7 15 nO 5 4 
3 2 E 8 lá LO E 15 
q 3 y 8 1? 12 13 ló 
5 É 4 q 18 13 19 Lã 
6 d lO y 19 13 14 17 
7 4 5 Ú 20 I4 E 17 
8 5 1 o W 21 14 I5 8 
y 5 6 dl 22 lá 17 19 
LO 7 s 2 23 17 20 Ly 
HI ha) 3 12 24 17 IE MW 
12 8 9 13 25 Ly 20 2U 
I3 pe lá 13 





TABELA 15.5 Potenciais preestabelecidos nos nós fixos 


Potencial Potencial 
No nº Preestabelecido No nº Preestabelecido 

I 0,0 18 100,0 
2 0,0 20 100,0 
À 0,0 21 50,0 
d 00 19 Oo 
5 00 Ló o 
(6) 50,0 12 URI] 

1 100,0 7 RE) 

I5 100,0 
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TABELA 15.6 Dados de entrada para o programa em elementos 
finitos da Figura 15.33 


NE = 25 
ND = 21; 
NE = Los 
NL 


et 

H 

fem 

o 
Nonato 
So SG O 
soa a 
SvDoDooo 


Õ. 
Õ, 
Q, 
Õ. 
Õ. 
l; 
ZU Bi 13 Td Tl; 


100.0 100.0 
0.0 0.0]; 


Etapa 2: esta etapa implica determinar a matriz de coeficientes dos elementos [C”] para cada ele- 
mento e a matriz de rigidez global [C |. O procedimento exposto no exemplo anterior é aplicado. A 
equação (15.6.4) pode ser escrita, na forma geral, como 


roliwmi.| 1 
E | F E pa Lol 


[C)IV] = 18] 


ou 


A matriz “global” [C] e a matriz [6] são calculadas nesta etapa. 


Etapa 3: a matriz global obtida na etapa anterior está invertida. Os valores dos potenciais em todos os 
nós são obtidos por multiplicação matricial, como na equação (15.76b). Ao invés de inverter a matriz 
global, é também possível determinar os potenciais nos nós usando a técnica de eliminação gaussiana. 
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Etapa 4: esta etapa envolve a saída do resultado do processo computacional. 
Os dados de entrada e de saída estão apresentados nas Tabelas 15.6 e 15.7, respectivamente. 


TABELA 15.7 Dados de saída 
do programa na Figura 15.33 





Nó X Y Potencial 


| 0,00 O,00 0,000 
z 0,20 O,00 0,000 
à 0,40 0,00 0,000 
4 UG) 0,00) OLODO 
o 0,80 0,00 O,0D0 
Li) 1,00 0,00 50,000 
a 0,00 0,20 O,000 
hn) 0,20 0,20 18,182 
% 0,40 0,20 36364 
HO 0,60 020 59,091 
E U,80 0,20 LOD,UDO 
12 0,00 0,40 O,000) 
13 0,20 040 36,364 
14 0,40 0,40 68,182 
15 0,60 0,40 TOD,000 
Ló 0,00 0,60 O ,ODO 
[7 0,20 0,60 59,09] 
[8 0,40 0,60 100,00 
19 0,00 0,80 O,000 
20 0,20 0,80 100,000 
21 0,00 OO 50,000 





Figura 15.34 Referente ao Exercício Prático 15,7. 
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EXERCÍCIO PRÁTICO 15.7 


Refaça o Exemplo 15.3 usando o método dos elementos finitos. Divida o domínio em 
elementos triangulares, como mostrado na Figura 15.34. Compare a solução com aquela 
obtida no Exemplo 15.3 usando o método das diferenças finitas. 


Resposta: vejao Exemplo 15,3. 


RESUMO 1. As linhas de campo elétrico e as linhas equipotenciais, devido às fontes pontuais coplanares, po- 
dem ser traçadas usando a técnica numérica apresentada neste capítulo. O conceito básico pode 
ser estendido para traçar as linhas de campo magnético, 

2. Um problema de EM na forma de uma equação diferencial parcial pode ser resolvido usando o 
método de diferenças finitas. A equação de diferenças finitas que aproxima a equação diferen- 
cial é aplicada em pontos na grade, espaçados em uma maneira ordenada, sobre todo o domínio. 
A intensidade de campo nos pontos livres é determinada usando um método adequado. 

3. Um problema de EM na forma de uma equação integral é convenientemente resolvido usando o 
método dos momentos. A grandeza desconhecida sob o símbolo de integral é determinada ajus- 
tando ambos os lados da equação integral em um número finito de pontos no domínio da gran- 
deza. 

4. Enquanto o método de diferenças finitas é restrito a problemas com regiões de solução de for- 
mato regular, o método de elementos finitos pode lidar com problemas com geometrias comple- 
xas. Esse método consiste em dividir o domínio em elementos finitos, derivar as equações para 
um elemento típico, conectar todos os elementos na região e resolver o sistema de equações re- 
sultante. 

Neste capítulo, foram mostrados exemplos típicos de como aplicar cada método a alguns pro- 
blemas práticos. Programas computacionais para resolver problemas foram fornecidos quando 
necessários. 


QUESTÕES DE REVISÃO 





15.1 No ponto (1, 2, 0) dentro de um campo elétrico devido a fontes pontuais coplanares, E = 0,3 à, — 
0,4 a, Vim. Um deslocamento diferencial de 0,05 m, a partir deste ponto, sobre uma linha equipo- 
tencial nos leva ao ponto: 

(a) (1,04, 2,03,0) 
(b) (0,96, 1,97,0) 
(c) (104, 1,97,0) 
(d) (0,96, 2,03, 0) 


15.2 Qual das seguintes alternativas não representa uma aproximação por diferenças finitas correta pa- 
radVdremx seh= Ar? 


(a) h 
Vi(xo) — Vix, — h) 
(b) h 
VOGo, + hi) — Vix, — h) 
SD Fe 
h 
o PE TER) e Vit) 
(d) 2h 


Vtx, + nho — Fl — h12) 


(e) h 
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15.3 


15.4 


15.5 


15.6 


O elemento triangular da Figura 15.35 está no espaço livre. O valor aproximado do potencial no 
centro do triângulo é: 

(a) 10Y 

(b) 7,5 Y 

(E) 3 

(d) OV 

Para análise por diferenças finitas, uma placa retangular, medindo 10 em por 20 cm, é divida em 
oito sub-regiões por linhas espaçadas de 5 cm paralelas às bordas da placa. Quantos nós livres exis- 
tem se as bordas forem conectadas à mesma fonte”? 

(a) 15 

(b) 12 

(c) 9 

(d) 6 

(e) 3 

Usando a equação de diferenças V.=V, + Vcom V = V,= 1 e começando com os valores 
iniciais V =Opara | =n = 4,o valor de V, após a Lerceira iteração, é: 

(a) | 

(b) 3 

(ce) 9 

(d) 15 

(ce) 25 


A matriz de coeficientes [A], obtida através do método dos momentos, não tem uma das seguintes 
propriedades: 

(a) É uma matriz densa (isto é, tem muitos termos não-nulos). 

(bh) É uma matriz de banda. 

(c) É uma matriz quadrada e simétrica. 


(d) É uma matriz que depende da geometria de um dado problema. 





Figura 15.35 Referente às Questões de Revisão 15.3 e 15.10, 


Métodos Numéricos E | 639 


15.7 A maior diferença entre o método de diferenças finitas e o método de elementos finitos é que: 


(a) Usando um deles, uma matriz esparsa resulta como solução, 
(b) Em um deles, a solução é conhecida em todos os pontos no interior do domínio. 
(c) Um deles se aplica para resolver uma equação diferencial parcial. 


(d) Um deles tem seu uso limitado a problemas invariáveis no tempo. 


15.8 Se a placa da Questão de Revisão 14.4 tiver que ser discretizada para a análise por elementos fini- 
tos, tal que tenhamos o mesmo número de pontos de grade. quantos elemento triangulares serão 
gerados? 


15.9 Qual das afirmações sobre funções de modelagem não é verdadeira? 


(a) As [funções de forma são interpolatórias por natureza. 
(b) As funções de forma devem ser contínuas no interior dos elementos. 


(c) As funções de forma somadas são identicamente iguais à unidade em cada ponto dentro do 
elemento. 


(d) A função de forma associada a um dado nó se anula em qualquer outro nó. 


(e) A função de forma associada a um determinado nó é nula naquele nó. 
15.10 A área do elemento na Figura 15.35 é 

(a) 14 

(b) 8 


(c) 7 
(d) 4 


Respostas: 15.la; 15.20": 15.3a; 15.4e; 15.5c; 15.6b; 15.7a; 15.8b; 15.0e; 15.10d, 


PROBLEMAS 15.1 Usando o programa desenvolvido no Exemplo 15.1 ou um programa equivalente desenvolvido por 


você, trace as linhas de campo elétrico e as linhas equipotenciais para os seguintes casos: 
(a) Três cargas pontuais =] C,2Ce 1C, localizadas em (=1, 0), (0, 2) e (1, 0), respectivamente. 
(b) Cinco cargas pontuais idênticas de 1 €, localizadas em (=1, =D, (=, 1, (1, -=1), (1, De (0,0), 


respectivamente. 


15.2 Dada a equação diferencial unidimensional 
dy 
—+ = Ú, D=xs ] 
elx” 


tal que v(0) = 0 e v(l)= 10, use o método de diferenças finitas (iterativo) para determinar (0,25). 
Considere À = 0,25 e faça 5 iterações. 
a 


15.3 (a) A partir da tabela abaixo, obtenha EL e— em x= 0,15 


elx É 








E| A a + : : é 
A fórmula em (a) é conhecida como fórmula com diferenças para frente, enquanto que a fórmula em (bj é conhecida como fórmula com diferenças para trás e 
em (dj ou (e) como fórmula com diferenças centrais. 
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x 01 0,15 0,2 0,25 0,3 
V 1,0017 1,5056 20134 2,526] 3,0452 
(b) Os dados da tabela acima são obtidos a partir de V = 10 senh x. Compare seus resultados na 
parte (a) com os valores exatos. 
15.4 Mostre que a equação em diferenças finitas para a equação de Laplace em coordenadas cilíndricas, 


V=Vo, 2), é 


| | / 
CE [Vos to + h) + Vpo zo h) + ( E | 


/ 
Vios + A, zo) + (1 — A) Fios HZ) 


FU) 


onde A = Az = Àp. 


15.5 Usando a representação em diferenças finitas em coordenadas cilíndricas (p, &) em um ponto P 
da grade, mostrado na Figura 15.36, considere p=m Ape é =n Ag. tal que Víp, é), = Vímão, 
nÃG) = V.. Demostre que: 


| | | | 
+ Ê 
Vo Fla = Ap? (1 EE E) Ara = A + ( + = Va + 


aa bm a | 
(m ESA É 1) 





Figura 15.37 Referente ao Problema 15.7, 
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15.6 Uma calha quadrada condutora tem seus quatro lados mantidos a potenciais =10V,0V,30V e 60Y, 
Determine o potencial no centro da calha. 


15.7 Use FDM para calcular os potenciais nos nós 1 e 2 no sistema representado na Figura 15.37. 


| OG a 
15.8 Refaça o Problema 15.7 se pç = ai nC/m". h=0|Imee=+s, onde h é o passo da malha, 
N 


[ra 


15.9 Considere o sistema mostrado na Figura 15.38, (a) Estabeleça iguais a zero os valores Iniciais nos 
nós livres e calcule o potencial nos nós livres para cinco iterações. (b) Resolva o problema pelo 
método da matriz de banda e compare o resultado com o da parte (a). 


15.10 Aplique a técnica da matriz de banda para estabelecer um sistema de equações de diferenças simul- 
tâneas para cada um dos problemas na Figura 15.39. Obtenha as matrizes [A] e [8]. 


15.11 (a) Como você poderia modificar as matrizes [A] e [8] do Exemplo 15.3 se o domínio tivesse uma 
densidade de carga pç? 


(b) Escreva um programa para determinar os potenciais nos pontos da grade, mostrados na Figu- 
ra 15.40, assumindo uma densidade de carga pç = x(y = 1) nC fm”. Use o método iterativo de di- 
ferenças finitas e considere £, = 1,0. 





Figura 15.38 Referente ao Problema 15.9. 





Figura 15.39 Referente ao Problema 15.10, 
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15.12 


15.13 


15.14 


15.15 


A equação de onda em duas dimensões é dada por 


Lad od qb 


É mad E) mod no 
ES UT x dz 








Considerando +, , como a aproximação por diferenças finitas de & (x, Z,. t,). demonstre que, apli- 


dr dT an" ay 


cando o esquema de diferenças finitas para a equação de onda, resulta em 
+] j -1 hi j 
Dn ="2 Dan o Dn o (bin + Dj, dE Es nd + 
Ex (Din+i + PES RA Diu) 
onde h= Ax=Azea= (cArlh. 


Escreva um programa que utilize o esquema de diferenças finitas para resolver a equação de onda 
em uma dimensão 








dadas as condições de contorno V(O, ) = 0. V(l,=0c+t> 0e as condições iniciais d Vidi (x, 0) 
=0,Vix,0)=senarxe0<x< Considere Ax= 4t= 0,1. Compare sua solução com a solução 
exata Vix, )=sengrxcos tipara0<1< 4. 


(a) Demonstre que a representação por diferenças finitas da equação de Laplace, usando o nodo 
de nove nós da Figura 15.41, é 


Va e 148 (V, + Va + Va + Vs + Vs -+ Va + Va e Va) 
(b) Usando esse esquema, refaça o Exemplo 15.4. 


Uma linha de transmissão consiste de dois fios idênticos de raio a, separados por uma distância d, 
como mostrado na Figura 15.42. Mantenha um dos fios em | Ve o outro em —1 Ve use o MOM 
para encontrar a capacitância por unidade de comprimento, Compare seu resultado com o obtido a 
partir da fórmula exata para € na Tabela 11.1. Considere a=5 mm, d=5ecm, C=Smec=e, 


Determine o potencial é o campo elétrico no ponto (1, 4, 5) devido ao condutor filamentar da Fi- 
gura 15.19. Considere V = 1V, L=Imea= | mm. 





Figura 15.41 Referente ao Problema 15,11, 
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15.17 Dois fios condutores, de mesmo comprimento L e de mesmo raio q, estão separados por um peque- 
no espaçamento em uma das suas extremidades e mantêm-se inclinados um em relação ao outro 
por um ângulo é, como mostrado na Figura 15.43. Determine a capacitância entre os fios usando o 
método dos momentos para os casos 8 = 10º, 20º...., 180º. Considere um espaçamento de 2 mm, 
a=Imm,lL=2mes =. 


15.18 Para uma linha de transmissão de fita, infinitamente longa e fina, mostrada na Figura 15,44(a), de- 
sejamos determinar a impedância característica da linha usando o método dos momentos. Dividi- 
mos cada fita em N subáreas, como na Figura 15.44(b), tal que, sobre a subárea 1, 


2 
Vi= D 40; 
j=l 


onde 


In R,; 
ZTE, mr 


p= 4 o 
Mm Ar IS d=] 





É) 


R, é a distância entre a i-ésima e a j-ésima subáreas e V,= 1 ou —1 dependem se a i-ésima subárea 
está sobre a fita | ou sobre a fita 2, respectivamente. Escreva um programa para encontrar a impe- 
dância característica da linha usando o fato de que 

' Hot 


Z = 
E: 


onde € é a capacitância por unidade de comprimento é 


Fu 
, PG ÃE 
SO aa 
Vo V, 


eV,=2Véa diferença de potencial entre as fitas. Considere H=2m, W=5me N= 20, 





Figura 15.41 Nodo de nove nós, referente ao Problema 15.14. 





Figura 15.42 Referente ao Problema 15.15, 
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15.19 Considere a linha coaxial de seção reta arbitrária, como mostrado na Figura 15.45(a). Usar o mé- 
todo dos momentos para encontrar a capacitância € por unidade de comprimento requer dividir ca- 
da condutor em N tiras, tal que o potencial na j-ésima tira é dado por 


Ka= > Pi Ai; 
onde 
At mp Ri itj 
Ap= 1 ae[, A€, o 
E PRE nÃ6 is, [=] 


e V=-l ou | dependendo se At, está sobre o condutor interno ou sobre o condutor externo, res- 
pectivamente. Escreva um programa em Matlab para determinar a carga total por unidade de com- 
primento sobre um cabo coaxial de seção reta cilíndrica elíptica, mostrado na Figura 15.45(b), 
usando 

N 


0O= 5», 


1=1 


e a capacitância por unidade de comprimento usando € = 0/2 


(a) Como uma forma de conferir seu programa, considere A = B=2 cmea=b= em (linha 
coaxial com seção reta circular) é compare seu resultado com o valor exato dado por € = 
2me! In(Afa). 

(b) Considere A=2cm,B=4cm,a=lcmeb=2cem. 

(Dica: para a elipse interna da Figura 15.45(b). por exemplo, 
a 


tr O 
a ro 
sen” à + vicos & 





onde v = a/b, df = r dg. Considere r, = l cm.) 


espaçamento 





Figura 15.43 Referente ao Problema 15.17. 





(a) Ch) 


Figura 15.44 Análise de uma linha de transmissão de fita usando o método dos momentos; referente ao Pro- 
blema 15.18. 
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15.20 Uma barra condutora de seção reta retangular é mostrada na Figura 15.46. Dividindo a barra em N 
segmentos iguais, obtemos o potencial do j-ésimo segmento como 


N 


= > GA, 


= 
onde 


| 
dreçR; 
l 


— = + i =; 
Ze, V ThÃ 


Hj 


e A é o comprimento do segmento, Se mantivermos a barra em 10 V, obtemos 


[Ag] = 10[7 


onde [=[1 11... 1Veg=pthA. 


(a) Escreva um programa para encontrar a distribuição de carga p, sobre a barra e considere €=2 m, 
h=2em,t=lemeN= 20. 


(b) Calcule a capacitância do condutor isolador usando 


C=0OV=(g+g+..+ qui 





Figura 15.45 Referente ao Problema 15.19. Linha coaxial de (a) seção reta arbitrária e (b) seção reta cilíndri- 
ca elíptica. 








Figura 15.46 Referente ao Problema 15.20, 
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15.21 Uma outra maneira de definir as funções de forma em um ponto arbitrário (x, v) em um elemento 
fimito é usar as áreas A,. À,, e A,. mostradas na Figura 15.47. Demonstre que 


Gp = —, k=1,2,3 


ondeA=A, + A, + A, é a área total do elemento triangular, 


15.22 Para cada um dos elementos triangulares da Figura 15.48: 
(a) calcule as funções de forma; 
(b) determine a matriz de coeficientes. 

15.23 Os valores nodais dos potenciais para o elemento triangular da Figura 15.49 são V, = 100 Y, 
V,=50VeV,=30V. (a) Determine onde a linha equipotencial de 80 V intercepta os contornos 
do elemento. (b) Calcule o potencial de (2, 1). 


15.24 O elemento triangular, mostrado na Figura 15.50, é parte de uma malha de elementos finitos. Se 
V,=8WY4 V=12Ve V,= 10V, determine o potencial: (a) em (1, 2) e (b) no centro do elemento. 


15.25 Determine a matriz de rigidez global para a região de dois elementos na Figura 15.51. 
15.26 Determine a matriz de rigidez global para a malha de dois elementos da Figura 15.52. 


15.27 Para a malha de dois elementos da Figura 15.52, considere V, = 10V e V,=30V. Determine V, e V. 





(a, Ya) 


2 
(xo. 3) 


Figura 15.47 Referente ao Problema 15.21. 


(1. 0,25) 





(a) (bj) 


Figura 15,45 Elementos triangulares do Problema 15.22. 
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Figura 15.49 Referente ao Problema 15.23. 


(1,4) 


(0, 0) 
(2,1) 


Figura 15.50) Referente ao Problema 15,24. 


15.28 A malha na Figura 15.53 é parte de uma grande malha. A região sombreada é condutora e não tem 
elementos. Determine C..e C., 


15.29 Use o programa na Figura 15.33 para resolver a equação de Laplace no problema mostrado na Fi- 
gura 15.54, onde V, = 100 V. Compare a solução por elementos finitos com a solução exata do 
Exemplo 6.5, isto é, 


4V. & sennrxsenhaxy 
Via. y) = — O n=2k+1 
T 


Fed n senh ng 
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(O, 0) (8, 0) 


Figura 15,51 Referente ao Problema 15.25. 





2 
(1,0) 


Figure 15.52 Referente aos Problemas 15.26 e 15.27, 





Figura 15.53 Referente ao Problema 15.28. 
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Figura 15.54 Referente ao Problema 15.29. 


15.30 Repita o problema anterior para V = 100 sen mx. Compare a solução por elementos finitos com a 
solução teórica [similar ao Exemplo 6.6(a)], isto é, 
100 sen mx senh x y 


Vix, y) = 
Ea senh 7 


15.31 Demonstre que, quando uma malha quadrada é usada em FDM, obtemos o mesmo resultado que 
no FEM quando os quadrados são cortados em triângulos. 
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FÓRMULAS MATEMÁTICAS 


A.1 IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 


sen À I 
DÃ= : cols A = ——— 
e cos A E tg À 








| 
SecA=——  cosseçAÃ = 
cos A sen À 


sen A + cos A=I, | + tg” À = sec” À 
| + cotg? A = cossec” À 
sen(A * 6) = senÃAcos E E cosAÃsen B 
cos (A + B) = cosÃÁcos B + sen A sen B 
2senAsenB = cos(A — B) — cos (A + B) 
2senÃAcosB = sen(A + B)+ sen(A — B) 
2cosÃcos B = cos(A + B) + cos(A — B) 














sen A + senB = 2sen ata cos A 
2 2 
A+ B A-— B 
sen A — sen 6 = 2 cos sen 3 
A+ B H=—B 








cos Á + cos B = 2 cos Cos 


2 2 
A+B = 








cosÃA — cos B = —2 sen 


cos (4 * 90º) = + sen À 
sen (A + 90º) = Ecos À 

te (A + 90º) = —cotg À 
cos (4 + 180º) = —cos À 
sen (4 * 180º) = —sen À 
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te (A + 180º) = tg À 
sen 2A = 2 sen Á cos Á 


cos2A = cossA-senA=2cosA-L=I|-2senA 


tgÃHB 
tgAtB)= ESSO 
IrtgÃtgB 
219 À 
lg 2A = ai Eai ” 
| AESA 
e! — qriA gi je pe 
sen A =——— COS Á = 
2) Pd 


e” = cosA + jsenA (identidade de Euler) 
x = 3,1416 
| rad = 57,296º 


A.2 VARIÁVEIS COMPLEXAS 


Um número complexo pode ser representado como: 
z=x+jy="r/0=re”=r(cos0 +jsend) 


onde x=Rez=rcosô, v= Imz=rsenô 





0 =tg — 
x 
dc] 
O complexo conjugado dez = 2 =x —jy=r/-0 = re” 
= r(cosô — jsen 8) 
(ey! = e? = cos n0 + j sen nô (Leorema de De Moivre) 


SEZ = TVE TD então z, = 27 Somentesex, =x,€Y, =) 
SEDE tw THA +34) 
Z122 = (MXo — Yo) + xy + xy) 
ou 


4144 — Está eMtrtêa) a rira/0, + ds 


ES. a 2 DU Oo Da q dat ya MPL Ma 
2 (tio) Qro) o +93 +) 


a] 
rd 
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ou 
"| 


£| H FC, — + 
dr et db) — — 0, = 0, 


Fa Fa 


e=Vrrjy= Vret? = /op 


FA == (x + Jyy = pr glnê = pr (no (n Rea Inteiro) 


Ss 
ta 


q tin ba (x + jp!” — pltn gsm = pla 'B/n A 2xkin (k = () 1,2, eis 1) 
In(re)=Inr+Ine”=Inr+j0+ Pkm (k = inteiro) 


A.3 FUNÇÕES HIPERBÓLICAS 














x erp A Ea: 
gr= e +e 
senh x = cosh x = ———— 
po” 2 
senh | 
ighx = : cotgh x = 
cosh tghx 
| l 
cossech x = : sechx = 
senh x cosh x 
sen jx = jsenhy, cos jx = coshx 
senh jx = | sen x, cosh jx = cos x 


senh (x * y) = senh x cosh y * cosh x senh y 
cosh (x £ y) = coshx cosh y * senh x senh y 
senh (x * jy) = senhx cos y + y coshx sen y 
cosh (x * jy) = coshrcos y * y senhx sen y 


| senh 2x | sen 2y 
En cosh + cos 2y =J cosh a E E 2y 
cosh” x — senh” x = | 

sech? x + tg? x = 
sen (x | /y) = senxcoshy | jcosx senh y 


cos (x + jy) = cosx coshy > jsenx senh y 


A.4 IDENTIDADES LOGARÍTMICAS 


log xy = log x + log y 
x | 
os = log x — log y 


log x” = nlogx 
logio x = log x (logaritmo comum) 


log. x = In x dogaritmo natural) 


Set) = LIn(l+x) = x 


A.5 IDENTIDADES EXPONENCIAIS 


O ml 
Y Er Esp. Fa Eta 
e a 
onde e = 21182 
de = e 
let — e 
In = 


A.6 APROXIMAÇÕES PARA PEQUENOS VALORES 


Se xi < 1, 
d+txy!=1=Eax 
é =1+4 


In(l+x) = «x 
se 
senx = x o lim — = 1 


cos = 1 


igx = x 
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A.7 DERIVADAS 


Se U = Ux), V = Vyx)ca = constante, 


E mao 
dx “dx 
d dV du 
Cs a tiques md Vi 
d DO, Re dx 
pau ga 
d é = elx elx 
dx | V “da 


— (al) = gago! 


log, e dU 
— log, U = —EE- 
de Sa U d 
dg 
d U dx 

d 

a! = nao 
d u — qu SU 
dx “dx 
ai VER + U"] 
dx 
Ea rr pa 
Ap Sen U = cos Ria 
d U 
OU A — sen e 
d 08 
— ty = ser RE da 
TE gU = sec as 


d o dU 
FE senh U = cosh U FE 
) dU 
a cosh U = senh UA 


É teh U = sech” per 
dx E | dx 
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A.3 INTEGRAIS INDEFINIDAS 
Se U = Ux), V=Vix)ca = constante, 


fan=a+c 


UdV = UV- | VdU (integração por partes) 


prt! 





+ €, n&=—l 
REA 


ad = +€ a>0,a + | 


Pevdr = - ST Ê -Zx+HBD+E 





Inxdre=xInx-—-x+€ 
| 
sen aa= cosax + € 
cos ax dx = — sen ax + E 
Lo 
igardr =" Insecar + C=-“Incosar + C 


pi 
Jos 
| 
| 
qu Ene 
| 
| 
[es 
| 
| 
| 


sec ax dx = — —n (secax + tgax) + € 
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x sen2ax 





senaxdr==—-- + € 
2 da 
E: x - sen 2ax 
cos udi=>+——— + € 
2 da 


| 
xsenax dr = = (sen ax — ax cos ax) + É 
e 


| 
x cosax dy == (cosax + gx senax) + E 
ar 
Ly 


e“ sen bx dx =——— (a sen bx — bcos bx) + E 
a + be 


ELK 


e“ cos bx dx = —5——s (a cos bx + b sen bx) + € 
q + 


sen (a — bjx sen (a + b)x 


a LER bs Ss + 
sen ax sen bx dx HE — D) TERES C 

Eid PE e cet Ds 
sen ax cos bx dx da SD 
De le a (a — bx | senta + bx 
cos Ar ei ES fo qa 

Xa — b) Ma + b) 
ç 

senh ax dx == cosh ax + € 


| 
cosh ax dx = - senhax + € 


| 
tgh ax dx = E In cosh ax + € 








dx ax 
2 dn À He + É 
X+a q" a 
xdx | 2 a 
-=—In(x +Ha)+€C 
X+a 2 ( 
W dy 





1 A 
z=x-atg +C 


+ E 


q +b 


A.9 INTEGRAIS DEFINIDAS 








dx E nice C, » capo A 
E 3 (Sen o 

o TEA 

dr =n(ti+Vta)+c 


;= SO 
(2 + ap? SER 
xdx | 
SEE + C 
Or + a) x +a 


Cf 





W 
Õ, 
senmysenncdrx=| cosmrcos nxdx = 
| T'2, 
Ú O 
T 
O, m+an= par 
sen mx cos nx dx = 
2m | k 
9 oo m+an= ímpar 
nr ne 
Lm Tr 
| sen mx sen nx dx -| sen mx sen nx dy = ( E 
0 a ; 
2 >0 
“ sen ax m/2,  a>0, 
x da = 0, a=0l 
0 = ai2, a<o 





Apêndice A E 


nn 
m=n 


mn 
nN= nn 
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| d 


ue EO 


= = pl b- A cm a p: — 4 fool e 
f É + 
| e (a tHhvte) dx JE à et? Agacida 


E 
cas a 
| e“cosbrxidi==>———s 
R q + bi 


ao 


po 


eCsenbrdi=5 
a + br 


o 


A.10 IDENTIDADES VETORIAIS 


Se Ae B são campos vetoriais, enquanto U e Vsão campos escalares, então 

V(W+W=VU+VV 

V(UV = UVV+VYU 

v/5|- MEO) ANNA) 

* Ve 

PR sato vp (n = inteiro) 
V(A-B=(A-VNB+H(B-NA+LAX(VXB)+BX(VXA) 
V(A+B=V:A+V-B 
V-(AXB)=B-(VXA)—-A-(VxB) 
V(VA)=VV-A+LA- VV 
Ve(VV) = VºV 
Ve(VxXA)=0 
Vx(A+B)=VxXA+VxB 
VX(AXB)J=A(V-B)-B(V:AJ+I(B- VIA —(A- VB 
VX(VA)=VVXA+WVVXA) 
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Vx(VW=0 
Vx(VxA= WV-A-— VA 


bAcdi= [| VXA-dS 
L S 


b Val = -| VV x ds 
Ê, 


q 


bacas- [viado 
£ 


b VS = | VVdv 
5 


W 


baxas=-| VxAd 


+ 1 
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CONSTANTES MATERIAIS 


TABELA B.1 Condutividade aproximada* a 20ºC 
de alguns materiais de uso corrente 


Material Condutividade (stemens/metro) 
Condutores 
Prata 6.1 x 107 
Cobre (recozido padrão) 58x 10 
Ouro dd x 10" 
Alumínio 35x 10 
Tungstênio LE x 0 
Zinco 17x 10 
Latão LI x 0 
Ferro (puro) IO 
Chumbo 5x 10" 
Mercúrio 10º 
Carbono 3» [0 
Água (mar) 4 
semicondutores 
Germânio (puro) 22 
Silício (puro) 44x 10º 
Isolantes 
Água (destilada) 107 
Solo (seco) 10” 
Baquelite O: 
Papel 107! 
Vidro 107 
Porcelana 107 
Mica 19 
Parafina TR 
Borracha (dura) 10" 
Quartzo (fundido) 109" 
Cera 19" 


*Os valores variam de uma publicação para outra pelo fato de que existem 
muitas variações (de composição) da maioria dos materiais e também pe- 
lo fato de que a condutividade é sensivel à temperatura, ao conteúdo da 
mistura, à impurezas, le. 


TABELA B.2 Constante dielétrica aproximada ou 
permissividade relativa (€,) e rigidez de alguns 
materiais de uso corrente* 


Constante Dielétrica  Rigidez Dielétrica 


Material é, (adimensional) ElV im) 
Titanato de bário 1.200 TS» 10 
Á gua (mar) so 
Á gua (destilada) 81 
Nylon 4 
Papel E 12 x 10º 
Vidro 5-10 35 x 10º 
Mica Ó 70 x 10º 
Porcelana ú 
Baquelite 5 20 x 10º 
Quartzo (fundido) 5 30 x 10º 
Borracha (dura) 3,1 25 x 10º 
Madeira 2,5-8,0 
Poliestireno 2,55 
Polipropileno 2dS 
Parafina 2,2 30 x 10º 
Petróleo 241 12 x 10" 
Ar (1 atm.) | 3x 10 


*Os valores dados aqui são somente típicos, variam de uma publicação 
para outra pelo fato de que existem muitas variações (de composição) da 
maioria dos materiais, também pela dependência de e, com a temperatura, 
umidade, ele. 


TABELA B.3 Permeabilidade relativa (u,) de alguns 
materiais* 


Material K 


Diamagnético 


Bismuito 0.999833 
Mercúrio ODAS 
Prata 0.9099736 
Chumbo 0,0009831] 
Cobre 0,9999906 
Água (1.99999]2 
Hidrogênio (cntp.) = [4 
Paraneagnéiico 
Oxigênio (e.n.t.p.) RD 
Ar LOOONOOST 
Alumínio LOOOOZ] 
Tungstênio LOD00S 
Platina E OOOS 
Manganês ELO 
Ferromagnético 
Cobalto 250 
Níquel 600 
Ferro doce SODO 
Ferro-silício TANDO 


*Os valores dados aqui são somente típicos, variam de uma publicação 
para outra pelo fato de que existem muitas variações (de composição) 
da maioria dos materiais. 
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RESPOSTAS DOS | 
PROBLEMAS DE NÚMERO ÍMPAR 


CAPÍTULO 1 


11º —0,8703a,—0,3483a,—0,3482a, 
1.3 (a) 5a, + da, + 6a, 

(b) —Sa, — 3a, + 23a, 

(c) 0,439a, — O,lla, — 0,3293a, 

(d) 1,1667a, — 0,7084a, — 0,7084a, 
op 

7 J| 

1.7 A demonstração 
1.9 (a) —2,8577 
(b) —0,2857a, + 0,857la, — 0,4286a. 
(c) 65,91º 
72,36º; 59,66º; 143,91º 
(a) (B- AJA — (A - AJB 
(b) (A - BXA x A) — (A-AXA x B) 
115 25; 
1.17 (a) 7,681 

(b) —2Za, — 5a; 

(c) 137,43º 

(d) 11,022 

(e) 17,309 
1.19 (a) A demonstração 

(b) cos 8, cos 8, + sen É, sen 85, cos 8, cos 8, — sen 8, sen 8, 
0, — 8, 

2 


& a 
E 
O 





(c) ser 
1.21 (a) 10,3 


(b) —2,175a, + 1,63la, — 4,893a. 
(c) —0,175a, + 0,63la, — 1,893a. 


CAPÍTULO 2 


2.1 


2.3 


2.5 


del 


2.9 
2.1 


213 


2.17 


2.19 


2.21 


203 


Apêndice C IB 


(a) P(D,5; 0,866; 2) 

(b) OO, l, —4) 

(c) R(— 1,837; — 1,061; 2,121) 

(d) T(3,464; 2: 0) 

(a) pz cos é — o” sen o cos é + pz sen é 
(b) r1 + sen" 0 sen” é + cos 0) 








+ 


| - 4 sen 6 4 
(a) = 5 (pa, + da,), (sen? É + E ) a, + sen É (cos é 2) dy 
pr +z Pod r 


3 E] 


(b) —=— (pa, + za,), rsenda, 
Vo + 
AVE AY 
(a) ( 2 ; ST —C- 


Em 


x E : 
e A ut Toy a 








A demonstração 


| 
(a) == (0a; + xya; + ye 8),3 
xo + yr 


(b) r(sen” 8 cos & + rcos" 0 sen 9) a, + rsenficos d (cos d — rcos E sen 6) a,, à 


(a) rsen [sen é cos 6 (rsen 8 + cos g)a, + sen P (rcos” 0 — sen cos 4) 
a, + Icosó a, |, 5a, — 21,21las 


(b) Vo? + 2? (oa, pn ca.) 447, + 0,8944a, + 2,236, 


4 (o? E pu 


(a) Uma linha infinita paralela ao eixo Z 

(b) Ponto (2, — 1, 10) 

(c) Um círculo de raio r sen 8 = 5, isto é, a intersecção entre um cone e uma esfera 
(d) Uma linha infinita paralela ao eixo z 

(e) Uma linha semi-infinita paralela ao plano x=y 
(1) Um semicírculo de raio 5 no plano x-y 


ara a Ta 

(b) 143,26º 

(c) —8,789 

(a) —as 

(b) 0,6931a, 

(c) —as + 0,693la, 

(d) 0,6931a, 

(a) 3a, + 25a., — 15,6a, + 10a, 

(b) 2,071a, — 1,354a, + O 4I4la. 

(c) *(0,5365a, — 0,1073a, + 0,837las) 

(sen À cos” & + 3cos O sen dja, + (cos O cos” & + 21g 8 cos é sen” d — 
sen O sen” d)a, + sengcos q (sen é — cos &) as 
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CAPÍTULO 3 


(a) 2,356 

(b) 0,5236 

(c) 4,189 

(a) 6 

(b) TIO 

(c) 4,538 
0,6667 

(a) —50 

(D) —3%5 

da, + 1,333a, 
(a) (—2,0,6,2) 
(b) —2a, + (2,41 + 5)a. m/s 


13 (a) —0,5578a, — 0,8367a, — 3,047a, 


(b) 2,5a, + 2,59, — 17,329, 
(c) do, TA O,S06a, 

Ao longo de 2a, + 2a, — a, 

(a) —y'a, + 2za, — xº,,0 

(b) (0º — 327)as + 49ºa,, 0 


(Cc) ca cotg É cos & + E (e a 
r r” A. sen É 





+ COS o as O 


3.19 (a) A demonstração 


3.33 
ki 


3.37 


3.39 
3.41 
3.43 
3.45 


(b) 2xyz 
2 ya) 


3 À demonstração 
5 (a) 6yza, + 3xy a, + 3x yza. 


(b) 4yza, + 3xy'a, + 4xyza. 

(0) xyz + Jay” + 3x7yz 

(d) 27 + * + 2º) 

A demonstração 

(a) (6x? + 2x” + ye; 24,46 
(b) 3Jz(cos à + sen é), — 8,196] 

(c) e “senficos é(1 — -) 0,8277 


F 


(a) 


(b) 


(c) Sim 

50,265 

(a) À demonstração, ambos os lados iguais a 1,667 
(b) A demonstração, ambos os lados iguais a 131,57 
(c) A demonstração, ambos os lados iguais a 136,23 


(a) 4m — 2 

(b) ?7 

Õ 

A demonstração 

A demonstração 
a=l=8B=y,-1 


E | |] 


CAPÍTULO 4 


4.11 


4.13 
4.15 
4.17 


4.19 
4.21 


4.23 


4.25 
4.27 


4.29 


4.31 


4.33 


4.37 


4,39 


4.41 
4.43 


Apêndice C E 


—5,1d6a, — 1,642a, + 4,104a. mN 
(a) —3,463 nº 

(b) — 18,7 nº 

(a) 0,5€ 

(b) 1,206 gl 

(c) 157,9 nº 

—2,34d5a, + |05da, MV/m 


Da arVa+h 

2x h 

(a) A demonstração 

(b) 0,4 mC;3],6la. aVim 
—0,591a, — 0,18a,N 

A dedução 

(a) 8,84xya, + 8,84x"a, pC/m” 
(b) 8,84y pC/m” 

5,357 kJ 

A demonstração 


L.050 J 

(a) — 1.250) 

(b) —3.750 nJ 

(c) 0] 

(d) — 8.750 nJ 

(a) —2xa, — d4ya, — Bza. 

(b) —(xa, + ya, + za) cos (e + y? + 23)!2 

(c) —2p(z + I)senga, — plz + I)cosgas — p senda. 








(d) e "senfcos2da, — É cosôcos 24 ap + sen 24 as 


(a) 72a, + 27a, — 36a, Vim 
(b) —30,95 pC 
A demonstração 











2 É! f AM 22 4 

E fre dr a r ro 2 Da 1 pl 

+») po( rr = ) j ae : o) 4 2Po | Tod 
Bo 3 5 Eo 20 6 158, 60, 


(c) [5 


(d) A demonstração 
(a) — 1,136 a, kV/m 
(b) (a; + 0,249) x 10º m/s 





Ro | 
A demonstração, A Q 3 (2 senf sen ga, — cosôsen da, — cos d as) Vim 
o? TE 


STE 
6,612 nJ 
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CAPÍTULO 5 


o 


5.27 


—6,283A 

5.026 A 

(a) —l6xyz es (b) — 1,13] mAÃ 

(a) 3,5 x 10º S/m, alumínio 

(b) 5,66 X 10º A/m? 

(a) 0,27 ml) 

(b) 50,3 A (cobre); 9,7 A (aço) 

(c) 0,322 mQ 

1,000182 

(a) 12,73za, nC/m”, 12,73 nC/m” 

(b) 7,427:a. nC/m”, —7,472 nCim” 
O 

(a) 4x” ; E, 


(b) O 


o Ei Dor) 
dra” 8) db E, 


—24,72a, — 32,95a, + 98,86a, Vim 
(a) A demonstração 
Pot 
(D) Je, 
(a) 0,442, + 0,442a, + 0,1768a. nC/m? 
(b) 0,2653a, + 0,5305a, + 0,7958a. 
(a) 46,23 A 
(b) 45,98 uCim” 
(a) 18,2 us 
(b) 20,58 
(c) 19,23% 
(a) —1,06la, + 1,768, + 1,547a, nC/m” 
(b) —0,7958a, + 1,326a, + 1,l6la, nC/m” 
(c) 39,79º 
(a) 387,8a, — 452,4a; + 678,6a, Vim, I2a, — l4a; + 2la, nC/m” 
(b) da, — 2a; + 3a, nC/m”, O 
(c) 12,62 mJ/m” para a região | e 9,839 mJ/m” para a região 2 
(a) 705,9 V/m, 0º (vidro), 6.000 V/m, 0º (ar) 
(b) 1.940,5 V/m, 84,6º (vidro), 2.478,6 V/m, 51,2º (ar) 








3 (a) 381,97 nC/m” 


0.955a, 





(b) = 
(c) 12,96 ul 


CAPÍTULO 6 


6.1 1204, + 120a, — 24a,; 530,52 pC/m” 
| Do ce Vo BEN fo Pã WaR é) 
A a 8 (1 E) (a dd 38 
Pod £oVo EoVo Poll 
(b) É d od á o) 
6.5 157,08yº — 942,5y? + 30,374 kV 
6.7 A demonstração 
6.9 A demonstração 
6.11 257kV, —25a. kV/m, —332a. nC/m”, + 332a, nC/m” 
6.13 9,52 V; 18,205, Vim; O,161a, nC/m? 
6.15 11,7 V; — 17,86, Vim 
6.17 A dedução 
E sen—E sen (a —= 4) 
6.19 (a) —Y eres 
T q= impar n senh na 
b 
Lu CS 
AV, SEN sen Era 
(b) ,- nb 
= impar n senh—— 
da 
av: sen senh=* (a = de) 
(c) 
* nsimpar n senho É 
b 
6.21 A demonstração 
6.23 A demonstração 
6.25 A demonstração 
6.27 0,5655 cm” 
6.29 A demonstração 
6.31 (a) 100V 
(b) 99,5 nC/m?. —99,5 nC/m” 
6.33 (a) 25 pF 
(b) 63,662 nC/m” 
6.35 da 
E| 2 És 
+ + 
Li 114 L4 
cd bo ce a b 
6.37 21,85 pF 
6.39 693,1 s 
6.41 A demonstração 
6.43 A demonstração 
6.45 0,7078 mF 
6.47 (a) Ind 
(b) 5,25 nN 
6.49 —0,189] (a, + a, + aj)N 
6.51 (a) —138,24a, — 184,32, V/m 
































(b) — 1,018 nC/m” 


Apêndice C E 


667 


668 E Apêndice C 


CAPÍTULO 7 


7.1 (b) 0,2753a, + 0,382a, + 0,140da, A/m 
7.5 0,9549a. Alm 
7.5 (a) 2847 a; mA/m 
(b) —13a, + 13a,mA/m 
(c) —5,la, + 1,7a,mA/m 
(d) S.la, + 1,7a,mAÃ/m 
7.7 (a) —0,6792a. Alm 
(b) 0,1989a. mA/m 
(c) 0,1989a, + 0,1989a, A/m 
7.9 (a) 1,964a. Alm 
(b) 1,78a. Alm 
(c) —0,1178a. A/m 
(d) —0,3457a, — 0,3165a, + 0,1798a, A/m 
711 (a) A demonstração 
(b) 1,78 Am; 1,125 A/fm 
(c) A demonstração 
743 (a) 1,36a. Am 
(b) 0,884a. A/m 
7.15 (a) 69,63 A/m 
(b) 36,77 Alm 


O, p<a 
? á Í p- a 
— (E. <p< 
7.17 E) mus EF (5=<) a<p<b 
| 
xo” p>b 


7.19 (a) —2a, Alm” 
(b) A demonstração, ambos os lados iguais —30 A 
7.21 (a) 80a; nWb/m” 
(b) 1,756 uWb 
7.23 (a) 31,434, A/m 
(b) 12,79a, + 6,366a, A/m 
7.25 13,7 nWb 
7.27 (a) campo magnético 
(b) campo magnético 
(c) campo magnético 
7.29 (Ida, + 425) X 10º Alm, — 1,011 Wb 
FD 


7.31 a 
Zxa e 





40 ' 
| EE É fam a. Alm” 


pi 


Ho” 
Lol (5 | ) Buol po 
Da | = me GO |U mi Dr 
287 Kar | im "da 


7.37 (a) 50A 
(b) —250 A 
7.39 A demonstração 





CAPÍTULO 8 


CAPÍTULO 9 





9.1 —d;da, + 1,34, + 11,42. kVi/m 
8.3 (a) (2, 1,933, —3,156) 

(b) 1,177] 
8.5 (a) A demonstração 

mit, 

(b) B,e 
d.7 —S6,4a. pN 
8.9 —15,59m] 
5.11 1,949a, mN/m 
8.13 2,133a, — 0,2667a, Wb/m” 
8.15 (a) — 18,524. mWb/m” 

(b) —4a. mWb/m” 

(c) — Illa, + 78,644, mWb/m” 


8.17 (a) 5,5 
(b) 81,68a, + 204,2a, — 326,7a. uWb/m” 
(c) 55 a; + 137,5 a,— 2204, A/m 
(d) 9,5 mJ/m” 

8.19 476,68 kA/m 


8.21 8a. 
“ 


8.23 (a) 25a, + 15as — 50a, mWb/m? 
(b) 666.5 J/m”: 57,7 Jim” 

8.25 26,83a, — 30a, + 33,96a. A/m 

8.27 (a) —5a, Alm, —6,283a, uWbim” 
(b) —35a, A/m, — 1 10a, uWb/m” 
(c) 5a, A/m, 6,283a, uWb/m” 

8.29 (a) 167,4 
(b) 6.181 Km” 

8.31 11,58 mm 

8.33 5.103 espiras 

8.35 A demonstração 

8.37 190,8 A - esp; 19,080 A/m 

8.39 88,5 mWb/m 

8.41 (a) 6,66 mN 
(b) 1,885 mN 

5.43 A demonstração 


9,1 0,4738 sen 3771 


9.3 =54V 
95 (a) -0,4V 
(b) —2H 


9,7 9,888 uV,o ponto A está em um potencial mais alto 
94,9 0,97mV 

9.11 6A, no sentido anti-horário 

9,13 277,8 Alm”; 77,78 A 

9,15 36 GHz 


Apêndice C E 
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9,17 (a) hj S E, =: pude, V F H, Es O, V x E. = jouH.. V A H. — (o o Jwe)E, 
9D, , 9D, , 9D. 























() dx dy a É 

9B, E 9B, a dB. A 
IX dy dz 
dE. 0E, OB, 

dy dz dt 
0E, 0E ob 

dz dx dt 
0E, dE  0B. 

dx dy dt 

9H. 0H, dD, 
dy de aê 
dH, qHH. dD, 
rea ed É E nm 
dz CX dt 
9H, 9H, , 9D. 
dx dy a: 


9,19 A demonstração 
9,21 —0,37” sen 10't mCim” 
9.23 0,833 rad/m; 100,5 sen Bx sen ota, Vim 
4,25 (a) Sim 
(b) Sim 
(c) Não 
(d) Não 
9.27 3cosócos (4 X 10ºf)a. Alm: 84,82 cos & sen (4 x 10na. kVim 


AO =p) sia : 
9.29 (2 — pXl + ne Pa. wotm?, THE hoj, “as Alê 


9,31 (a) 6,39/242,4º 
(b) 0,2272/—202,14º 
(c) 1,387/176,8º 
(d) 0,0349/—68º 
9.33 (a) 5 cos (wt — Bx — 36,37, 
(b) — cos (wtf — 2z)a, 
22,36 
(Cc) 5 cos (wt — & + 63,43º) sen O a; 
p? 
4,35 A demonstração 





CAPÍTULO 10 


10.1 (a) Ao longo de a 
(b) 1 us; 1,047 m; 1,047 x 10º m/s 
(c) Veja Figura Cl 
10.3 (a) 54105 + ;6,129/m 
(b) 1,025 m 
(e) 5,125 X 10' m/s 
(d) 101,41/41,44º Q 


(e) —59,160 HI e “a,jmA/m 





10.5 (a) 1,732 
(b) 1,234 
(c) (1,091 — ;1,89) x 10" Elm 
(d) 0,0164 Np/m 
10.7 (a) 5 x 10º m/s 
(b) 5m 
(c) 0,796 m 
(d) 14,05/45º Q 
10.9 (a) 0,05 + 2 /m 
(b) 3,142 m 
(c) 10 m/s 
(d) 20m 
10,11 (a) ao longo de — x 
(b) 7,162 x 10!" Em 
(c) 1,074 sen (2 X 10º + 6x)a. V/m 


10,13 (a) sem perdas 
(b) 12,83 rad/m; 0,49 m 
(c) 25,66 rad 
(d) 4.617 O 

10.15 A demonstração 


Apêndice C E 


Figura C.l Referente ao Problema 10.1. 


10.17 5,76, —0,2546 sen (10º — 8x)a, + 0,3183 cos (10ºt — 8xJa, A/m 


10.19 (a) Não 
(b) Não 
(c) Sim 
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10.21 2,183 m: 3,927 x 10 m/s 

10.23 0,1203 mm; 0,126 O 

10.25 2,94 x 10 “m 

10.27 (a) 131,60 
(b) 0,1184 cos” (27 x 108 — 6x)a, Wim” 
(c) 0,3535 W 





0,225 
10.29 (a) 2,828 x 10º rad/s, o Sen (ot — 2z)as Alm 


D di 
(b) — sen” (tt — 22)a. Wim” 
p 
(c) 11,46 W 
1 2 
10,31 (a) RE EE 2 


(b) — 10 cos (wt + z)a, Vim; 26,53 cos (wt + z)a,mA/m 
10.33 26,038 x 10º Him 
10.35 (a) 0,5 x 10º radfm 
(b) 2 
(c) —26,53 cos (0,5 X 10ºt + z)a, mA/m 
(d) LO6la. Wim” 
10.37 (a) 6,283 m, 3 X 10º rad/s, 7,32 cos (wt — zJa, V/m 
(b) —0,0265 cos (wtf — z)ja, Aim 
(c) —0,268; 0,732 
(d) E, = l0 cos (wt — z)a, — 2,68 cos (wt + z)a, V/m, 
E, = 7,32. cos (wt — ca, Vim, Prmea = 0,1231a. Wim? 
Poméa = 0,1231a, Wim? 
10.39 Veja Figura C.2, 
) =;20 
10.41 A demonstração, H, = E 
10.43 (a) 36,87º 
(b) 79,58a, + 106, la, mW/m? 
(c) (— 1,518a, + 2,024a.) sen (wt + 4y — 37) Vim, (1,877a, — 5,968a,) 
sen (wi — 9,530y — 327) Vim 
10.45 (a) 15 X 10º rad/s | 
(b) (—8a, + 6a, — 5a.) sen (15 x 10% + 3x + 4y) V/m 





[k, sen (kx) sen (k,yJa, + k, cos (k,x) cos (k,y)a, ) 


i 


Figura €.2 Referente ao Problema 10.39, curva n 
correspondente ao t = nflS,n=0,1,2,.... 
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CAPÍTULO 11 


HH. 0,0104 Q/m; 50,26 nH/m; 221 pFtm, O S/m 
11.3 A demonstração 
11.5 (a) 13,34/-36,24º:2,148 x 10 m/s 
(b) 1,606 m 
11.7 A demonstração 
11.9 22 sen (ot — Bz) A 
11.11 A demonstração 
ER 
(o) (1) n+l 
(ii) 2 
(ni) O 
(iv) 1 
11.13 798,3 rad/m; 3,542 x 10" m/s 
11.15 A demonstração 
11.17 (a) 0,4112,2,397 
(b) 34,63/—40,65º Q 
11.19 0,2/40º A 
11.21 (a) 46,87 0 
(b) 48,39 V 
11,23 A demonstração 
1.25 10,2 + 713,8 2; 0,7222 /154º; 6,2 
11.27 (a) ;300 O 
(b) 15 + 0,75 Q 
11.29 0,35 + ;0,24 
11.31 (a) 125 MHz 
(b) 2+;/20 
(c) 0,444/120º 
11.33 (a) 35 +34 0 
(b) O,375A 


11.35 (a) 24,5 09 
(b) 55,33 41, 67,74 O 
11.37 10,25 W 
11.39 20 + ;15 mS, —j10 mS, —6,408 + ;5,189 mS, 20 + /15 mS, j10 ms, 
2.461 + [5,69] mS 
11.41 (a) 34,2 + [4140 
(b) 0,38A; 0,473A 
(c) 2,65 
11.43 4, 0,6/—90º; 27,6 — [52,8 Q 
11,45 2,11; 1,764 GHz; 0,357/—44,5º;70 — j40 Q 
11.47 Veja Figura €C.3. 
11.49 Veja Figura C 4. 
11.51 (a) 77,77 9; 1,8 
(b) 0,223 dB/m; 4,974 dB/m 
(c) 3,848 m 
11.53 9,1120 < Z,< 21,030 
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HO, 1) 144V 





Hd, 1) 
150 mA 





80 V 





Ú | 2 


(lt) mÃ 
533,3 





Figura €.3 Referente ao Problema 11.47. 


Ea 228V 
r(us) 
Ó 8 HO 
142,5 mA 
t (Us) 
Ó 8 IO 
Figura Cd Referente ao Problema 11.49. 
74,67 V 15026 V 
F(us) 
3 4 5 6 
497.8 500,17 
E (us) 
3 4 5 [à] 
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CAPÍTULO 12 


12.1 A demonstração 
12.3 (a) Veja Tabela C.l 
(b) mreis = 573,83 O: mrmis = 3,058 O 
(c) 3,096 x 10" m/s 
125 (a) Não 
(b) Sim 
12.7 430ns 
[2.9 375,1 0,0,8347 W 
12.11 (a) TEss 
(b) 7/400,7/m 
(c) 985,3 0 
12.13 (a) A demonstração 
(b) 4,06 X 10º m/s; 2,023 cm: 5,669 x 10º m/s; 2,834 cm 


TABELA C.l 

Modo f (GHz) 
TEm (1,8333 
TE,» [E 1,667 
TE, TM, 1,863 
TE. TM, 2,357 
TE, 25 
TE, TM,; 3 

TEu 3,333 
TE, TM, 3,727 
TE TE TM; 4,167 


TE TM, 4488 


12.15 (a) 1,193 





(b) 0,838] 
12.17 4,917 
12.19 op bra H2 senD a, wEjrab Ho 
dm b 0 dr 


12.21 0,04637 Np/m; 4,81] m 
12.23 (a) 2,165 x 10 “ Np/m 

(b) 4,818 x 10 é Npfm 
12.25 A demonstração 


l RET a RETA HTY | NE 
12.27 A demonstração, — — (uz (22) H, sen ) cos (2x) cos (º ) 
ra c E: DE: EU 


12.29 (a) TE 
(b) TMiio 
(c) TE;g 
12.31 Veja Tabela C.2 
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CAPÍTULO 13 


TABELA C.2 

Modo f, (GHz) 
Qu 1,9 

HO 3,535 

[O 3,333 

102 3,8 

0 4,472 
022 3,8 
12.33 (a) 6,629 GHz 


12.35 


13.1 


13.3 
13.5 
13.7 


13.9 


13.11 


13.13 
13.15 
13.17 
13.19 





(b) 6,387 
2,5 (—sen 307x cos 30mya, + cos 307x sen 30mya,) sen 6 X 10º 


Rê sen (wt — BrX—sen ga, + cos O cos gas) Vim 





50 
E sen (wt — Br)(sen qa, + cos f cos qas) A/m 
u 


94,25 mV/m; [0,25 mA/m 
1,974 OQ 

28,47 A 
(a) Ea, 
(b) 1,5 
(a) 0,9071 pA 
(b) 25 nW 
Veja Figura €.5 
Veja Figura C.6 
8 sen É cos à, 8 
(a) 1,5 sen O 
(b) 1,5 


- po =IBE so 
intBte “sen Q 7 
E Hg = nEs 


Figura C.5 Referente ao Problema 13.13, 








(o) 1.5NXº sen” 6 
é dg 


(d) 3,084 0 


13.21 99,97% 
13.23 (a) 1,5 sen" 8,5 
(b) 6sen” O cos” 4, 6 
(c) 66.05 cos” O sen” 4/2, 66,05 


5 InBlodt sen 8 cos (: Bd cos o a 
2Hr 2 


13.27 Veja Figura C.7 

13.29 Veja Figura C.8 

13.31 0,2686 

13.33 (a) A demonstração 
(b) 12,8 uW 

13.35 21,28 pW 

13.37 19 dB 


13.2 





e o o e e e e e e 


d= 4 d=n2 


Figura €.7 Referente ao Problema 13,27, 


Figura C.6 Referente ao Problema 13.15. 
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CAPÍTULO 14 





13.39 (a) 1,708 Vim 
(b) 11,36 uVím 
(c) 30,95 mW 
(d) 191 pW 
77,52 W 


13.41 


14.1 
14.3 
14.5 
14.7 
14.9 
14.11 


A discussão 

0,33 — 40,15; 0,5571 — j0,626 
3,571 

A demonstração 

1,428 

(a) 0,227] 

(b) 13,13º 

(c) 376 


14.13 (a) 29,23º 


(b) 63,1% 


14.15 Cn — 8.086 CE 4 
14,17 A discussão 


Figura C.& Referente ao Problema 13.29. 


CAPÍTULO 15 


Apêndice C E 679 


15.1 Veja Figura CO 
15.3 (a) 10,117, 1,56 
(b) 10,113, 1,506 
15.5 A demonstração 
15.7 6WlI4V 
15.9 Vi=V,=315;V4=VYV,= 125 


Figura C.9 Referente ao Problema 15.1. 





15.11 (a) Matriz [A] permanece a mesma mas — hº pst£ deve ser adicionado a cada um dos termos da 
matriz [8]. 
(b) V, = 4,276, V, = 9,577, V,.= 11,126 
V,=-2,013, V, = 2,919, V,= 6,069 
LA = 3,424, V, =—0,109, V, = 2,909 
15.13 O resultado numérico está completamente de acordo com a solução exata, por exemplo, para 
t=0, 
V(O, 0) = O; V(0,1, 0) = 0,3090; V(0,2, 0) = 0,5878: V(0,3, 0) = 0,809; 
V(0,4, 0) = 0,9511; V(0,5, 0) = 1,0; V(0,6, 0) = 0,951], etc. 
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m Apêndice € 


15.15 12,77 pF/m (numérico); 12,12 pF/m (exato) 
15.17 Veja Tabela €.3 


TABELA C.3 

O (graus) C (pF) 
TO 8.5483 
aU) 9,0677 
30 5.893 
40 8,606 
170 11,32 
180 8,6278 





15.19 (a) Exata: € = 80,26 pF/m, Z, = 41,56 £2; para solução numérica, veja Tabela C.4 


TABELA C.4 
N C(pEim) Z(9) 

LO Bo SBO 40,486 

20 80,966 41,197 
40 80,438 41,467 
100 80,025 41,562 


(b) Para os resultados numéricos, veja Tabela C,5 


TABELA C.5 

N C(pEm ZOO) 
LO 109,5] 31,458 
20) 108.7] 30,68] 
40 108,27 30,807 

LO) 107,93 30,905 


15.21 A demonstração 
15.23 (a) Em (1,5: 0,5) ao longo do trecho 12 e em (0,9286; 0,9286) ao longo do trecho 13. 


(b) 56,67 V 
0,8788  —0,208 O —0,6708 
—2,08 132s. —I& —(,1248 
dc Ú — 1,2 1,408 —0,208 


—(,6708 —0,1248 —0,208 1,0036 
15.27 18W,20V 
15.29 Veja Tabela C.6 
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TABELA C.b 
Nodo nº FEM Exata 
8 4,546 4,366 
E, 11497 7,017 
HO 7.197 7,017 
11 4,546 4,366 
14 10,98 10,66 
15 17,05 16,84 
L6 17,05 L6,84 
17 10,98 10,60 
20 22,35 21,78 
21 32,95 33,16 
22 32,95 33,16 
23 22,38 21,78 
26 45,45 45,63 
27 59,49 60,60 
28 54,44 60,60 
29 45,45 45,063 


15.31 A demonsiração. 


Apêndice D 


LISTA DE SÍMBOLOS 


Simbolos 


A. AlMabeto normal 


Grandeza 


Potencial Magnético Vetortal 
função vetorial em geral 
área efetiva 

vetor unitário ao longo de A 
densidade de fluxo magnético 
capacitância 

velocidade da luz no vácuo 
densidade de fluxo elétrico 
ou deslocamento elétrico 
diretividade 

elemento diferencial de 
comprimento 

elemento diferencial de 
superfície 

elemento diferencial de 
volume 

intensidade de campo elétrico 
ou rigidez elétrica 

carga elétrica 

força 

frequência 

frequência de corte 
condutância 

ganho diretivo 

ganho de potência 


intensidade de campo magnético 


corrente 

densidade de corrente 
em um volume 
densidade de comente 
de deslocamento 

El 

densidade de corrente 
em uma superficie 
incutância 

indutância externa 
indutância interna 
magnetização 
momento magnético 
massa 

indice de refração 
polarização 

potência 

potência média no tempo 
momento de dipolo 
carga 

resistência 
resistência de radiação 


Unidades 


weberímetro 


E] 
metro 
weber/metro” 
farad 
metro/segundo 
x 
coulombimetro” 


INE Lro 

Fo 
metro 

ã 
metro 
voltímetro 


coulomb 
newion 
hertz 
hertz 
mho 


ampéreímetro 
ampére 

: 
ampére/metro” 


x Es 
ampére/metro 


TE 


ampércimetro 


henry 

henry 

henry 
ampére/metro 
ampêre-metro” 
quilograma 
coulomb/metro” 
wall 

wall 
comombimeiro 
coulomb 

ohm 

ohm 





Dimensões” 


MLUTO 


MUT O 


O 
Mr 
IT 

147 

OT IME 
OTL 
OT 2 
QYTL' 


OTL' 


QL 
MET 
MET 
OL 

Q > > 
ME TO 
MTO” 


*N.de T. Esta coluna indica as dimensões fundamentais usando os símbolos M (massa), L (comprimento), T (tempo) e O (carga elétrica). 


Símbolos 


r.6.0 


e 


qm 


- Alfabeto especial 


Grandeza 
coordenadas esféricas 


área de uma superficie 
relação de onda estacionária 
LORqUue 

tempo 

velocidade 

potencial 

função escalar em geral 
volume 

energia. trabalho 
densidade de energia 
reatância 

coordenadas cartesianas 
admitância 

admitância característica 
impedância 

impedância por unidade 
de comprimento 
impedância característica 


constante de atenuação 
constante de fase 
cocficiente de reflexão 
profundidade pelicular 
constante de propagação 
permissividade 
permissividade do espaço livre 
permissividade relativa 
impedância intrínseca 
fluxo concatenado 
comprimento de onda 
permeabilidade 
permeabilidade do 
espaço livre 
permeabilidade relativa 
coordenadas cilíndricas 


densidade de carga linear 
densidade de carga de 
polarização superficial 
densidade de carga de 
polarização volumétrica 
densidade de carga superficial 
densidade de carga volumétrica 
condutividade 

tempo de relaxação 
coeficiente de transmissão 
fluxo elétrico 

fluxo magnético 

fluxo em geral 

suscetibilidade elétrica 
suscetibilidade magnética 
frequência angular 


força magnetomotrz 
comprimento 

vetor de Poynting 
permeância 
relutância 

operador del 


Unidades 


metro, radiano, 
radiano 

metro” 
newion-metro 
segundo 
metro/segundo 
vol 


| 
metro 
joule 
F E 
joule/metro 
ohm 
metro 
mho 
mho 
ohm 
ohmiímetro 


ohm 


neperímetro 
radiano/metro 
metro 
Limetro 
farad/metro 
farad/metro 
ohm 

weber 
meiro 
henryímetro 
henryímetro 


metro, radiano, 
radiano 
coutombimetro 
coulombimetro” 


] 
coulombimetro 


coulombimetro” 
1 
coulombimetro 
mho/metro 
segundo 
coulomb 


weber 


radiano'segundo 


ampére-espira 

metro | 
walt/metro” 
weber/ampére-espira 
ampere-espira/weber 
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Dimensões 


TOME 
MEL4TO 
MEU TO 


MEU STO 


L/L 
Po uMi 
POM L 


ME STO 
MUITO 
L 
MIA 
MEM 


TOM 


Indice 


Abertura numérica, 582-583 
Admitância característica, 432 
Amplitude, 372-373 
Anel carregado, 120-121 
Ângulo azimutal, 42-43 
Ângulo crítico, 583-584 
Ângulo de aceitação, 5383-384 
Ângulo de Brewster, 4009-410 
Ângulo de incidência, 406-407 
Ângulo de perdas, 381-382 
Antena dipolo, 527 
Antena dipolo de meia onda, 531-532 
Antena isotrópica, 5340-542 
Antena monopolo de quarto de onda, 534- 
535 
Antena pequena em anel, 535-536 
Antenas, 526-553 

tipos de, 527 
Área diferencial normal, 63-64, 66, 94 
Área efetiva, 554-555 
Arranjo de antenas, 5346-553 

tipo binomial, 554-555 

tipo longitudinal, 549-550 

tipo transversal, 549-550 
Atenuação, 5790-580, 584 
Aterrramento, 577-579 
Auto-indutância , 306 


Blindagem eletrostática, 180-18] 
Bomba eletroidrodinâmica, 195-196 


Caminho amperiano, 253 
Campo conservativo, 92-93 
Campo de irradiação, 530 
Campo distante, 530 
Campo, 
Classificação de, 91-94 
definição de, 20-21 
tipo harmônico no tempo, 351-352 
tipo harmônico, 89-90 
tipo uniforme, 23-24 
Campo eletrostático, 107, 530 
Campo indutivo, 530 
Campo irrotacional, 92-93 
Campo magnetostático, 243 
Campo solenoidal, 92-93 
Capacitância, 213-219 
Capacitor, 213-219 
Capacitor coaxial, 215-216 
Capacitor de placas paralelas, 214-215 


Capacitor esférico, 215-216 
Carga pontual, 107-108, 127-128, 227 
Carga superficial, 116-117 
Carta de Smith, 442-449 
Circulação, 08-69 
Circulo de reatâncias, 445-446 
Círculo de resistências, 444-445 
Coeficiente de reflexão, 398-399, 573-575 
Coeficiente de reflexão da corrente, 438 
Coeficiente de reflexão de tensão, 437-438 
Coeficiente de transmissão, 398-399 
Co-latitude, 45 
Compatibilidade eletromagnética (EMC), 
575-576 

Componente escalar, 29-30 
Componentes de microondas, 570-57] 
Componentes de um vetor, 21-22, 29-30 
Comprimento de onda de corte, 493-494 
Comprimento de onda no guia, 505 
Comprimento de onda, 372-373 
Comprimento elétrico, 437-438 
Condição de Lorentz, 350-35]1 
Condições de casamento de fase, 407-408 
Condutividade, 1590-162 

valores de, 660 
Condutores, 159, 161-165 
Conexão, 577-579 
Conservação da carga, 1775-176 
Conservação do fluxo magnético, 2601-262 
Constante de atenuação, 3580-381, 431-432 
Constante de fase, 372-373, 380-381, 431]- 

432 

Constante de propagação, 378-379,431-432 
Constante de separação, 202-203, 210-211] 
Constante dielétrica, 171-172 

valores de, 66] 
Coordenadas cartesianas, 41-42, 62 
Coordenadas circular cilíndricas, 41-42, 64 
Coordenadas esféricas, 44-45, 65 
Corrente, 159-162 

definição de, 159-160 

tipo condução, [61-162 

tipo convecção, 160-16] 

tipo deslocamento, 345-346 
Corte, 493 
Curva de magnetização, 300 


Densidade de corrente, 
definição de, 160-16] 
Densidade de corrente de deslocamento, 345 


Densidade de corrente de magnetização em 
um volume, 297 
Densidade de corrente de magnetização em 
uma superfície, 297 
Densidade de fluxo elétrico, 124-126 
Densidade de Nuxo magnético, 259-260 
Densidade superficial de carga de polariza- 
ção, 169-170 
Densidade volumétrica de carga de polariza- 
ção, 169-170 
Derivada direcional, 74-75 
Derivadas, 654 
Deslocamento diferencial, 62, 64-65, 94 
Deslocamento elétrico. 125-126 
Diagrama de antena. Veja diagrama de irra- 
diação 
Diagrama de campo, 540 
Diagrama de escada. Veja diagrama de 
saltos 
Diagrama de irradiação, 540 
Diagrama de potência, 540 
Diagrama de saltos, 462-463 
Diagrama do grupo, 547-548 
Diagrama resultante, 547-548 
Diamagnetismo, 298-299 
Dielétrico com perdas, 377-378 
Dielétricos, 159 
Diferença de potencial, 134 
Diferencial de ângulo sólido, 540-542 
Diferencial de volume, 63-64, 66, 94 
Dipolo elétrico, 142 
Dipolo hertziano, 528 
Dipolo magnético, 290-29] 
Diretividade. 540-542 
Dispersão. 584 
Divergência, 76-50 

definição de, 76-77 

propriedades da, 79 


Efeito pelicular, 386 

Eficiência da blindagem. 579 
Eficiência de conexão, 579 
Eficiência de irradiação, 543-544 
Elemento da matriz dos coeficientes, 623- 
624 

Elementos finitos, 619-620 
Eletromagnético (EM), 19 
Eletrômetro, 174-175 
Eletrostática, 107 

Emissões irradiadas, 575-576 


686 E Índice 


Energia, 145-146, 308-310 

Equação da continuidade, 175-176, 348-340 

Equação da força de Lorentz, 279-2580, 347- 
348 

Equação de Helmholtz, 378-379 

Equação de Laplace, 89-90, 192-195, 262- 
263, 599-600, 627-628 

Equação de onda, 350-351, 371-372, 378- 
379, 431-432 

Equação de Poisson, 192-195, 267-268, 
3598-600, 609-610 

Equação de transmissão do radar, 560-56] 
Equação diferencial de Bessel, 212-213 
Equação do alcance do radar, 560-561 

Equação integral, G09-610 

Equações das linhas de transmissão, 429- 
432 

Equações de diferenças, 597-598 

Equações de Fresnel, 409-412 


Equações de Maxwell, 19-20, 127, 139-140, 


177, 252-253, 2061-262, 335-352,377-378. 
395-396, 406-407, 4587-490 

Escalar, 20-21 

Esfera carregada, 129-130 

Estera isolada, 216-217 

Espectro. 375-376 


Fase. 372-373 
Fasor, 351-352 
Fator de qualidade, 517-519 
Fator de rede, 3547-548 
Fem. Veja força eletromotriz 
Fem de movimento, 338-339 
Fem de transformador, 3328-339 
Ferromagnetismo, 299-300 
Fibra ótica, 579-580 

definição de, 580-582 
Filtragem, 3579-580 
Fluxo, 68-69 
Fluxo concatenado, 306 
Fluxo elétrico, 125-126 
Força, 107-108, 279-283, 316-317 
Força de Lorentz, 279-280, 287-288 
Força eletromotriz (fem), 335-336 
Força magnetomotriz, 315 
Fórmula de transmissão de Friis, 556-557 
Frequência, 372-373 
Frequência angular, 372-373 
Fregiiência de corte, 487, 493-494 
Frequência de ressonância, 516-517 
Funções de forma, 621-622 
Funções hiperbólicas, 651-652 


Ganho de potência, 542-544 
Ganho diretivo, 540-542 
Gradiente, 72-75 


Histerese, 300 


Identidades exponenciais, 653 
Identidades logarítmicas, 653 
Identidades trigonométricas, 650-65] 
Identidades vetoriais, 658 
Impedância característica, 431-432, 471-472 
Impedância de entrada, 435-438 
Impedância intrínseca, 379-380 
do espaço livre, 382-383 
Impedância normalizada, 443-444 
Imunidade a ruído, 579-580 
Índice de refração, 408 
Indutância, 306 
Indutância externa, 307-308 
Indutância interna, 307-308 
Indutância mútua, 306-307 
Indutor, 306 
Integrais definidas, 657 
Integrais indefinidas, 65355-657 
Integral de linha, 68-09 
Integral de superfície, 68-69 
Integral de volume, 70-71 
Intensidade de campo elétrico, 109-1 10 
Intensidade de campo magnético, 244-245, 
259-260 
Intensidade de irradiação, 541 
Interferência eletromagnética (EMI), 575- 
516 
Irradiação, 526 
Isolantes, 159-160, Veja também dielétricos 


Lâmina infinita de carga, 1179-118, 129-130 
Lâmina infinita de corrente, 254-255 
Laplaciano, 88-91 
Largura de banda, 570, 579-580 
Lei da refração, 179-180, 302-303 
Lei de Ampêre, 244, 252-253, 267 
aplicações de, 253-258 
Lei de Biot-Savart, 244-248, 267, 281-282 
Lei de Coulomb, 107-111, 279-280 
Lei de Faraday, 3535-336 
Lei de Gauss, 126-127, 261-262 
aplicações da, 127-132. 213-217 
Lei de Joule, 164-165 
Lei de Kirchhoff da corrente, 1775-176, 315- 
316, 430-431 
Lei de Kirchholf da tensão, 429-430 
Lei de Lenz, 336-337,339 
Lei de Ohm, 161-164, 176-177,315-316 
Lei de Snell, 408 
Leis de Newton, 282-283 
Linha casada, 440 
Linha coaxial, 255-256 
Linha com perdas, 432 
Linha curto-circuitada, 440 
Linha de carga infinita, 116-117, 128-129 
Linha de carga, 115, 228 
Linha em aberto, 440 
Linha equipotencial, 143-144 


Linha fendida, 456-457 

Linha infinita de corrente, 253 
Linha sem distorção, 433 

Linha sem perdas, 432 

Linhas de fluxo elétrico, 143-144 
Linhas de microfitas, 470-473 
Linhas de transmissão, 426-473 


Magnetização, 296 

Magnitude, 20-21 

Máquina copiadora xerogrática, 196-197 
Materiais não magnéticos, 2985-299 
Material homogêneo, 171-172 

Material isotrópico, 171-172 

Material linear, 171-172 

Matriz dos coeficientes globais, 624 
Método da matriz de banda, 600, 626-627 
Método das diferenças finitas, 597-602 
Método das imagens, 226-227 

Método dos elementos finitos, 6019-628 
Método dos momentos, 609-614 

Método iterativo, 600, 626-627 
Microondas, 570 

Modo dominante, 497-498, 517-518 
Modo evanescente, 493 

Modo transversal elétrico (TE), 491-492, 
495-499 

Modo transversal magnético (TM), 491-495 
Modo, 490-493 

Modos degenerados, 515-516 

Momento de dipolo magnético, 290 
Momento de dipolo, 143 

Monopolo, 143 

Mudança de coordenadas, 46 
Multiplicação de diagramas, 547-548 


Nó fixo, 598-599 

Nó livre, 598-599 

Nodo de diferenças finitas a cinco nós, 600 
Núcleo da equação, 609-610 

Número de onda, 372-373 


Onda, 371 
definição de, 371-372 
Onda eletromagnética transversal (TEM), 
384, 490-49] 
Onda estacionária, 398-399 
Onda plana uniforme, 384 
Operador eel, 71-72 
Operador gradiente, 71-72 


Paramagnetismo, 298-299 

Parâmetros das linhas de transmissão, 427- 
429 

Parâmetros de espalhamento, 5371-573 
Perda por inserção, 53579-580 

Período, 372-373 


Permeabilidade relativa, 297-298 
valores de. 66] 
Permeabilidade, 297-298 
do espaço livre, 259-260 
Permeância, 315-316 
Permissividade, 171-172 
do espaço livre, 107-108 
Permissividade complexa, 381-382 


Permissividade relativa, 171-172. Veja tam- 


bém constante dielétrica 
Permissividade relativa efetiva, 471-472 
Plano de incidência, 406-407 
Plotagem de campo, 590-593 
Polarização, 167-171, 384 
Potência, 164-165, 392-396 
Potenciais com retardo, 351-352 
Potenciais magnéticos, 262-265 
Potencial, 135 
Pressão, 317-318 
Problemas de valor de fronteira, 192 
Produto cruzado, 27-28 
Produto escalar, 26-29 
Produto ponto, 26-27 
Produto vetorial, 27-29 
Profundidade de penetração. Veja profundi- 
dade pelicular 
Profundidade pelicular, 384-385 


Radar. 5371-573, 5358-559 
tipos de, 560-561 
Reflexão total, 583-584 
Regra da mão direita, 28-29, 86-87, 244- 
245,337-338 
Regra do bac-cab, 29-30 


Regra do parafuso de rosca direita, 86-87, 
244-245 
Relações constitutivas, 2348-349 
Relações de fronteira, 1777-182, 301-303, 
348-349 
Relutância, 315-316 
Resistência, 1653-164. 212-213 
Resistência ca, 386 
Resistência cc, 386, 577-579 
Resistência de irradiação, 530-53] 
Resistência Ôhmica, 543-544 
Resistência pelicular, 3586-387 
Resistividade, 164-165 
Ressonador de guia de onda, 515 
Rigidez dielétrica, 171-172 
Rotacional, 81-87 
definição de, 82-83 
propriedades de, 84-85 
Ruptura dielétrica, 171-172 


Satélite, 570-57] 

Seção reta de espalhamento, 558-560 
Seção reta de radar, 558-560 
semicondutor, 159-160 

Sintonizador com toco simples, 455-456 
Sistema ortogonal, 4] 

Solenóide, 251-252 

Solução na forma fechada, 590 
Ssupercondutores, 159-160 

superficie equipotencial, |43-144 
Superfície gaussiana, 127-128 

Superfícies de coordenadas constantes, 52-55 
Superposição, 109-1 10, 135-136, 206-207 
Suscetibilidade elétrica, 1700-171 
Suscetibilidade magnética, 297-298 
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Tamanho da malha, 599-600 

Tangente de perdas. 381-382 

Taxa de onda estacionária (SWR), 400-40] 
Temperatura Curie, 299-300 

Tempo de relaxação, 176-177,217-218 
Tensor, 172 

Teorema da divergência, 79, 127 

Teorema da unicidade, 193-195 

Teorema de Helmholtz, 93-94 

Teorema de Poynting, 393-395 

Teorema de Stokes, 85-56 

Torque, 289 

Trabalho realizado, 134 

Transformação de um vetor, 46-47 
Transformador de quarto de onda, 454-455 
Transiente, 459-46] 


Variáveis complexas, 65 1-652 
Variáveis de separação, 202-203, 210-21] 
Velocidade de fase, 505 
Velocidade de grupo. 505 
Velocidade de onda, 371-372 
Velocidade no meio, 505 
Vetor de Poynting, 393-394 
Vetor de propagação, 406-407 
Vetor distância, 23-24 
Vetor posição, 22-23, 109-110, 1135-136, 
406-407 
Vetor unitário, 20-22 
Vetor, 
definição de, 20-21 
multiplicação de, 25-26 
soma de, 21-22 
subtração de, 21-22 
Volume de carga, 1177-118 


CONSTANTES FÍSICAS 





Grandeza (unidades) 


Permissividade do espaço livre (Fim) 
Permeabilidade do espaço livre (H/m) 
Impedância intrínseca do espaço livre (2) 
Velocidade da luz no vácuo (m/s) 

Carga do elétron (C) 

Massa do elétron (Kg) 

Massa do próton (Kg) 

Massa do nêutron (Kg) 

Constante de Boltzmann (J/K) 

Número de Avogadro (/Kg-mole) 
Constante de Planck (J -s) 

Aceleração da gravidade (m/s”) 
Constante universal da gravitação (m/Kg -s) 


Elétron-volt (J) 


Simbolo 


Melhor valor 
experimental 


8,854 x 107" 
dm x 107 
376.6 

2,998 x 10º 
—1,6030 x 107” 
91066 x 107 
1,67248 x 10” 
1,6749 x 107 
1,38047 x 1072 
6,0228 x 10º 
6.624 x 107 
9,8] 

6,058 x 107" 
1,5030 x 10 


Valor aproximado 
sugerido para 
situações práticas 


10” 
367 
12,6 x 107 


1207 
3x 10º 
=1,6x 107” 
91x 107" 
1,67 x 107 
1,67 x 107 
1,38 x 10? 
bx 10" 
6.62 x 107% 
9.8 

6,66 x 107" 
Lo x10" 


| MON TAN O PA DIA D) VÁ 


Potência 


10º 
Toa 
10 
O! 
Lo 
10º 
10º 
O 


Prefixo 


nano 
pico 

temto 
alto 


Simbolo 


O ALFABETO GREGO 





Letra maiúscula 


Z>oXxDINDMEMSm> 


Letra minúscula 


re DST Rr 


Nome da letra 


Alfa 
Beta 
Gama 
Delta 
Epsilon 
Zeta 
Eta 
Theta 
lota 
Kappa 
Lambda 
Mu 


Letra maiúscula 


o ME DS E de my a o O = 


Letra minúscula 


Nome da letra 


Nu 
Xi 
Omicron 
Pi 
Rho 
Sigma 
Tau 
Upsilon 
Phi 
Chi 
Psi 
Ômega 





TÓPICOS DE ANÁLISE VETORIAL 


Coordenadas cartesianas (x, y, Z) 
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TÓPICOS DE ANÁLISE VETORIAL (continuação) 


Coordenadas esféricas (r, 0, &) 
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